Analiza - klasa 1a Zestaw 14. 3.2.2026

Kombinatoryka IV

Tréjkat Pascala. Wartosci symbolu Newtona (:) mozna dla niezbyt duzych n tatwo
wyznaczyC za pomoca tzw. trojkata Pascala. Jest to trojkatna tabela, ktorej wiersze
odpowiadaja kolejnym wartoSciom n, tworzona w nastepujacy sposéb:
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Liczby w kolejnym wierszu uzyskujemy z poprzedniego za pomoca tozsamosci Pas-
cala (") = () + (")

Wzér dwumianowy Newtona. Dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b i liczby na-
turalnej n prawdziwy jest wzor

n __ n n n n—1 n n—2 n n—1 n n
(a+b) <0>a +(1>a b+<2)a b+...+<n_1>ab +<n)b
= Z (Z) akonk,
k=0

Jesli zamiast b wezmiemy —b, to otrzymamy wzor (a—b)" = >, (})a®b"~F(—1)" 7.

(a) (a+b)°, (b) (2a — 3b)°,

2. Wyznacz liczby catkowite a i b takie, ze (3 — 2\/5)5 = a+ bv/2. Ile rozwiazan ma
to zadanie?

n n
3. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba (1 + \/5) + (1 - \/5) jest

calkowita i parzysta.
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1. Rozwih wyrazenia: (c) (a+b+c)

4. Upros¢ sumy:
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5. Za pomoca wzoru dwumianowego udowodnij tozsamosé

Z (Z) ka*b" % = na(a + b)" L.

k=1
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6. Niech n € N. Udowodnij, ze kazdy z symboli Newtona ( 1 ), k=1,2,...,2"—1,

jest liczba parzysta.
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. Dla danej liczby naturalnej n wyznacz liczbe ciagdéw o wyrazach réwnych 1 lub 2,
ktérych suma wynosi n.

. Niech n, k € N. Filemon i Bonifacy zapisuja ciagi liczb catkowitych:

e Filemon zapisuje wszystkie ciagi (a1, aq,...,a,) takie, ze
lar]| + |az]| + ... + |an| < k.

e Bonifacy zapisuje wszystkie ciagi (b, b, ..., b) takie, ze
|b1] + |b2| + ... + |bg] < n.

Udowodnij, ze obaj zapisza tyle samo ciagow.
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Udowodnij tozsamosé > (Z) E(k —1)a*b" % = n(n — 1)a®(a + b)" 2
k=2

(b) (4a — 1b)*, (c) (a—b+1)%

(b) zn: @Z) gk,

k=0

. Rozwin wyrazenia:

. Upro$é sumy:

Oblicz sumy

(a) kzi: <Z) k2akpnk,

1

(b) kzn:_?) <Z)k(k —1)(k — 2)akbnk,

Udowodnij wzér dwumianowy Newtona za pomoca zasady indukcji.

Niech n € Ni a,b,c € R. Udowodnij ,,wzor tréojmianowy Newtona”:

n __ ’I’L' kil m
(a+b+c) _Zik!%bm!a b'e™,
k,l,m

gdzie sumowanie odbywa sie po wszystkich tréjkach liczb catkowitych nieujem-
nych (k,1,m) takich, ze k + 1+ m = n. Ile wyrazéw jest w tej sumie?

Niech F, oznacza n-ta liczbe Fibonacciego (czyli F; = F» = 11 Fhy0 =
F,+1 + F,). Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé

];Fk~ <Z> — Fy,.

Niech k,m € N. Ile jest ciagéw (a1, az,...,ax) takich, ze liczby ay,as, ..

catkowite i 0 < a1 < as < ... < ax <m?
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