Analiza - klasa 1a Zestaw 10. 25.11.2025
Nieréwnosé Cauchy’ego
Definicja. Niech ay,as,...,a, € R.
e liczbe Gitoet.. +an nazywamy sredniq arytmetyczng liczb ai,as, ..., a,.
n

edlaay >0 (k=1,2,...,n), liczbe /ajas...a, nazywamy Srednig geometryczng
liczb ay,as,...,a,.
n

edlaap #0 (k=1,2,...,n), liczhe < T T nazywamy Srednig harmo-
niczng liczb ay,as, ..., a,
Twierdzenie (nier6wno$é Cauchy’ego). Dla liczb nieujemnych aq,as,...,a,

prawdziwa jest nieréwnosé

ar+as+...+ay
n

> Yaias...a,.

Ponadto, réwnos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a1 = as = ... = ay,.

Whniosek (nieré6wno$¢ miedzy $rednia geometryczna i harmoniczna). Dla
liczb dodatnich a1, as,...,a, prawdziwa jest nieréwnosé

n
Yaias...0, = 1 1 -
?1 + g + “ee + Z
Ponadto, réwosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a1 = as = ... = a,.
1. Liczby aj,as,...,a, sa dodatnie. Udowodnij nieréwnos¢
a a Gy a
- SR St R
ag as (07 al

2. Dana jest liczba naturalna n. Udowodnij, ze

n+1\"
n!<( > )

3. Niech 0 < < 3. Wyznacz maksymalna wartosé¢ wyrazenia z2 - /3 — = i wskaz
liczbe z, dla ktoérej ta wartodé jest przyjmowana.

4. Wyznacz maksymalna wartoéé wyrazenia (1 + x)* - /1 — z, gdzie -1 < 2 < 1.
Wskaz liczbe x, dla ktorej ta wartosé jest przyjmowana.

5. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b zachodzi nieréwnosé

2v/a + 3Vb > 5V ab.

6. Liczby a,b, c sa dodatnie i abc = 1. Wykaz, ze

at + 20 +4e > 7.
7. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé

2
Yn <1+ —.
n

vn

8. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich aq,as, ..., ay, b1, bs,..., b, spelnio-
na jest nieréwnosé

’\L/alag...anJr Q/blbgbng {/(a1+b1)(a2+b2)(an+bn)

ZADANIA DODATKOWE
9. Niech —1 < z < 1. Wyznacz maksymalna warto$¢ wyrazenia
(1-2)Vi+z
oraz liczbe x, dla ktérej ta wartosé jest przyjmowana.
10. Liczby a,b, c sa dodatnie i abc = 1. Wykaz, ze

a’® +2ab+3bc+ 2 > 1T.

11. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich x,y, z prawdziwa jest nieréwnosé
z? +y? + 2% > 8/xyz — 16.
Kiedy ta nieréwno$c¢ staje sie réwnoscia?
12. Korzystajac z nierownosci Cauchy’ego, udowodnij nieréwnosé Bernoulliego.
13. Udowodnij nieréwnosé Cauchy’ego, korzystajac z nieréwnosci Bernoulliego.
14. Liczby dodatnie a, b, ¢, d spelniajg warunek abcd = 1. Udowodnij, ze

a b c d
>1
b+c+d+1+c+d+a+1+d+a+b+1+a+b+c+1

15. Liczby a1, as9,...,ay,,b1,bs,...,b, sa dodatnie. Udowodnj nieréwnosé

En: a»lbv .i(ai +b;)% > 4n®.
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16. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢ prawdziwa jest

nieréwno$é
a+ Vab+ Vabe N a+b a+b+c
3 SV T




