Analiza - klasa 1a Zestaw 9. 18.11.2025

Zasada indukcji II1

Silna indukcja: Dla kazdej liczby naturalnej n dane jest pewne zdanie T,,. Jezeli

(i) zdanie T} jest prawdziwe,

(ii) dla kazdej liczby naturalnej k z prawdziwosci zdah Ty, Ts, . . ., T wynika prawdzi-
wos¢ zdania Tj4

to kazde ze zdan T;, jest prawdziwe.

Indukcja Cauchy’ego: Dla kazdej liczby naturalnej n dane jest pewne zdanie T,.
Jezeli

(i) zdanie T} jest prawdziwe,

(ii) dla kazdego k € N zachodzi implikacja Tor—1 = Tor,

(ii) dla kazdego n € N zachodzi implikacja T,,+1 = T,

to kazde ze zdan T,, jest prawdziwe.

1. Wskaz btad w ponizszym rozumowaniu:

Udowodnimy, Ze wszystkie koty sq tego samego koloru, tzn. dla kazdej liczby na-
turalnej n wykazemy zadanie T, : kazide n kotow jest tego samego koloru.

Ty jest zdaniem prawdziwym, bo jest tylko jeden kot.

Zalozmy, Ze prawdziwe jest zdanie Ty. Rozwazmy dowolng grupe k + 1 kotow 1
ponumerugmy koty liczbami 1,2,...,k, k+ 1. Koty o numerach 1,2,... k sq tego
samego koloru, bo jest ich k, tak samo koty o numerach 2,3,...,k 4+ 1 sq tego
samewgo koloru, bo jest ich k. Zatem dla dowolnego j = 1,2,... k koty o nume-
rach j i j + 1 sq tego samego koloru, wiec wszystkie k + 1 kotow jest tego samego
koloru. Na mocy zasady indukcji zdanie T, jest prawdziwe dla kazdego n € N.

2. Udowodnij, ze jesli n jest liczba catkowita wieksza od 3, to kwote n zlotych mozna
wyplaci¢ monetami 2 i 5-ztotowymi.
1
3. Dana jest liczba rzeczywista x taka, ze liczba x + — jest catkowita. Udowodnij, ze
x
dla kazdej liczby naturalnej n liczba x™ + min tez jest calkowita.

4. Udowodnij, ze kazda liczb¢ naturalna mozna zapisa¢ jako sume réznych poteg
catkowitych nieujemnych liczby 2.

5. Ciag Fibonacciego. Niech Fy =0, F; =11 F490 = Fpp1+F,dlan=0,1,2,....
Udowodnij wzor Bineta:

w7 - (57)

6. Wierzchotki n-kata wypuklego pomalowano trzema réznymi kolorami, przy czym
kazdy kolor zostal uzyty do pomalowania co najmnieje jednego wierzchotka oraz

8.

kazde dwa kolejne wierzchotki pomalowano réznymi kolorami. Udowodnij, ze wie-
lokat mozna podzieli¢ przekatnymi na tréjkaty w taki sposéb, ze wierzchotki kaz-
dego tréjkata beda pomalowane na rézne kolory.

Stosujac indukcje Cauchy’ego udowodnij nieréwno$é Cauchy’ego: Dla liczb
nieujemnych aq, as, ..., a, prawdziwa jest nieréwnosé

a; +ag+ ...+ an
n

= Yaias ... ay.

Ponadto, réwnoséé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a1 = as = ... = a,.

Dla N € N, N > 2, udowodnij nieréwnos¢

2\/3\/...\/(N—1)\/N<3.

ZADANIA DODATKOWE
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10.

11.
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13.

14.

15.

Zmajdz wszystkie liczby naturalne n o wlasnosci, ze grupe skladajaca sie z n oséb
mozna podzieli¢ na zespoly cztero- i piecioosobowe.

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 istnieje n réznych dzielnikéw
liczby n!, ktérych suma jest réwna nl.

Niech z1,x2,...,Zn 1 Y1,Y2,---,Ym to liczby naturalne takie, ze

T1+To+ ... +Tp =Y1+Y2+ ... +Yp < NM.

Udowodnij, ze z kazdej z sum &1 +x2+...+ 2, 1 y1 + Y2 +. . . + Ym, mozna usunaé
cze$é wyrazdéw (ale nie wszystkie) tak, ze sumy pozostalych wyrazéw tez beda
rowne.

Udowodnij, ze F,, < 2! dla kazdego n € N.

W kazde pole tabeli o 3 wierszach i n kolumnach wpisano litere «, 3 lub -, przy
czym kazda z liter wpisano w dokladnie n pdl. Udowodnij, ze mozna tak poprze-
stawia¢ litery w kazdym wierszu, aby w kazdej kolumnie znalazly sie trzy rézne
litery.

Stosujac indukcje Cauchy’ego udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich
ai,as,...,a, zachodzi nierownosé

(1+a)(l+az)...(L+a,) > 1+ Yaraz...a,)".

Udowodnij, ze dla liczby naturalnej n > 2 i liczb rzeczywistych x1,x2,...,2,

takich, ze 0 < z; < % dla j =1,2,...,n zachodzi nieréwnosé
(I—z)(1—z2)...(1 —z,)

((1—x1)+(1—x2)+...(1—xn))n

T1X2...Tn
X
(xl —|—.I‘2—|—...—|—1‘n)"




