Analiza - klasa 1a Zestaw 7. 28.10.2025

Zasada indukcji I

Zasada indukcji matematycznej. Dla n € N niech 7;, oznacza zdanie, ktére, w
zalezno$ci od n, moze by¢ prawdziwe lub falszywe.

Jezeli spelnione sa oba warunki:
(i) baza indukcji: prawdziwe jest zdanie T} ,
(ii) krok indukcyjny:
Vien Tn = Tupr,
czyli dla kazdej liczby naturalnej n ze zdania T,, wynika zdanie 1,41,
to dla kazdej liczby naturalnej n zdanie T;, jest prawdziwe.

Uwaga: Baza indukcji moze byé takze zdanie Ty, gdzie k jest pewna liczba catko-
wita. Wéwczas krok indukcyjny polega na udowodnieniu dla kazdej liczby catkowitej
n > k implikacji T,, = T,41. Wowczas zdanie T), jest prawdziwe dla kazdej liczby
catkowitej n > k.

1. Za pomoca zasady indukcji wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwe
sg réwnosci:
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2. (WAZNE!!) Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n i liczb rzeczywistych

a, b prawdziwa jest tozsamosé

a" b= (a—b)(a" P +a" P+ a" I+ a2+ Y.

Natomiast jeseli liczba n jest nieparzysta, to prawdziwa jest tozsamosé

an + bn — (CL+ b)(an—l an—2b+ an—3b2 _ _ abn—2 + bn—l)-

3. Za pomoca zasady indukcji udowodnij, ze dla kazdego n € N
(a) 94" +15n — 1, (b) 11 | 261 4 32n+2) (c) 13 1000™ + (—1)"+1,
4. Na plaszczyznie narysowano n prostych w taki sposob, ze zadne dwie nie sg row-

nolegte i zadne trzy nie przecinaja si¢ w jednym punkcie. Udowodnij, ze proste te
dziela ptaszczyzne na (n? + n + 2)/2 obszaréw.

5. Na ile obszaréw dzieli plaszczyzne n okregéw narysowanych tak, ze kazde dwa
maja 2 punkty wspoélne i zadne trzy nie maja puktu wspdlnego?

6. A1, As, ..., A, to zbiory. Udowodnij, ze zbiér Ay AAs/\ ... AA, sklada sie z tych
elementéw zbioru A; U As U ... U A, ktore naleza do nieparzystej liczby zbioréw
Apg.

7. Agent Tajny dostal zadanie rozpracowania mafii handlujacej dowodami falszy-
wych twierdzen matematycznych. W tym celu organizuje on siatke n informa-
torow stosujac nastepujaca zasade: dla dowolnych dwéch réznych informatorow
pierwszy przekazuje informacje drugiemu albo drugi pierwszemu. Udowodnij, ze
pewien informator bedzie mégt otrzymywacé informacje od pozostatych bezposred-
nio lub z udziatem tylko jednego posrednika. (Nie wymagamy, aby posrednik byt
zawsze ten sam!)

ZADANIA DODATKOWE

8. Za pomoca zasady indukcji wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwe
sg réwnosci:
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9. Znajdz i udowodnij wzor na sume pierwszych n liczb naturalnych, ktére przy
dzieleniu przez 3 daja reszte 1.

10. Za pomoca zasady indukcji udowodnij, ze dla kazdego n € N

(e) 19]7-5%" +12-6",
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(a) 6| n®+5n,
(b) 3]10™ 44" — 2,

(c) 37 1000™ — 1,
(d) 41|57+ 4 93n (f) 10| 2¢

11. Udowodnij, ze wéréd obszarow na jakie dzieli plaszczyzne n prostych, jest co
(n—1)(n—2)
2
12. Z tablicy o wymiarach 2" na 2™ usunieto jedno pole o wymiarach 1 na 1. Udowod-
nij, ze pozostata czesé tablicy mozna pokry¢ nie zachodzacymi na siebie ptytkami

w ksztalcie litery L, skladajacymi sie z 3 kwadratéw.

najwyzej obszaréw ograniczonych.

13. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba 2(") — 1 ma co najmniej n
roznych dzielnikéw pierwszych.



