Analiza - klasa 1a Zestaw 3. 9.9.2025

Zbiory i kwantyfikatory
Suma zbioréw: A U B; przecigcie (czes¢ wspdlna, iloczyn) zbioréw: A N B, réznica
zbioréw: A\ B. Zbiér pusty oznaczamy .

Zapis z € A odczytujemy jako x jest elementem (nalezy do) zbioru A, x ¢ A jako x
nie jest elementem (nie nalezy do) zbioru A.

Jesli A i B to zbiory, to zapis A C B oznacza, ze A jest podzbiorem B

Dopelnienie zbioru. Jezeli A C Q, to zbior A’ = Q \ A nazywamy dopelnieniem
zbioru A (w zbiorze ). Na przyklad, dopelnieniem zbioru liczb wymiernych w zbiorze
liczb rzeczywistych jest zbiér liczb niewymiernych.

Zachodzi réwnowazno$é A C B < B’ c A’.
Réznica symetryczna zbioréw: AAB = (A\ B)U(B\ A)=(AUB)\ (AN B).

e N={1,2,3,...} — zbidr liczb naturalnych,
e Z={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} — zbidr liczb catkowitych,
e Q - zbiér liczb wymiernych, R - zbiér liczb rzeczywistych.

Kwantyfikator ogdlny V. Zdania postaci Dla kazdego x ze zbioru X zachodzi p(z),
zapisujemy nastepujaco: Vmex p(x). Np. zdanie Dla kazdej liczby nauturalnej x praw-
dziwa jest nierdwnosé x > L moina zapisac jako V zen > 5

Kwantyfikator szczegétowy 3. Zdania postaci Istnieje x nalezgce do zbioru X, dla
ktdrego zachodzi p(z), np. zdanie Istnieje liczba naturalna x taka, Ze x > 2025, mozna

zapisaé jako = zeN T > 2025.

Jezeli dwa kwantyfikatory ogdlne lub dwa kwantyfikatory szczegdlowe wystepuja jeden
po drugim, mozna zmieni¢ ich kolejnosé¢, np.

(VmeRVneNx>1 = x”>1) = (VneNVmeRx>1 = x”>1)

(E]xeRzlneNxQ:n—t—l/\x>n> = (E]neNzlxeRzQ:n—l—l/\:c>n>.

Nie mozna zmieni¢ kolejnosci kwantyfikatora ogélngo i szczegdlnego. Ponizsze dwa
zdania nie sg réwnowazne:
() Vaoer Jnen z < n, (i) Jnew Vaer z < n.

Zawsze zachodzi implikacja (E' zEX Vyey p(x,y)) = (Vyey dex pla, y))

Prawa de Morgana: Jezeli {2 jest zbiorem, a p(z) to zdanie logiczne, ktérego wartosé
zalezy od elementu x € 2, to

(i) ~ (Voca p(@)) <= Fuca ~p@), (i) ~ (Fecap@) < Voea ~pa).

1. Zapisz réznice symetryczna AAB dwbch zbioréw A, B C € za pomoca, operacji
dopelnienia, sumy i przeciecia zbioréw.

2. Udowodnij prawa de Morgana dla podzbioréw A, B,C C Q:
(a) (AUBUC) =A'NnB' nC’, (b) (ANBNC)Y =AuB UC".

3. Niech A, B C Q. Zaznacz na diagramie Venna zbiér elementéow x € €2, dla ktorych
prawdziwe jest zdanie
(a)reA < zeB, ((b)zeAd = z€B, (¢c)zeAd = xe€BNA

4. A, B, C oznaczaja zbiory. Udowodnij nastepujace zwigzki:
(a) AA(BAC) = (AAB)AC, (b) ANB =10 <= AUB = AAB,

5. A, B,C, D, E to zbiory. Wykaz, ze AAE C (AAB)U(BAC)U(CAD)U(DAE).
6. Zapisz zaprzeczenia ponizszych zdan z kwantyfikatorami.
(C) \V/ze]R ElneN-T#O = 56‘2 >n

(d) 3 neN \v/w>0 3 keN \k/E <n

(a) Vien 2| n?+n
(b) I ,en n™ = 16777216

Czy potrafisz rozstrzygnaé czy prawdziwe jest zdanie, czy jego zaprzeczenie?

7. Zapisz za pomoca kwantyfikatoréw i dzialan logicznych definicje liczby pierwszej.

ZADANIA DODATKOWE
8. A, B,C, D, E to zbiory. Wykaz, ze AANE C (AAB)U(BAC)U(CAD)U(DAE).

9. Ay, As, ..., A, sa podzbiorami zbioru 2. Stosujac rachunek zdan i kwantyfikatory
udowodnij prawa de Morgana dla zbioréw:

(i) (AiUAU...UA,) =A1NnA4sn...NA4,
(i) (A1NA2nN...NA,) =A1UAU...UA,
10. Dane sg zbiory A, B, C, D. Udowodnij, ze zbiér
X = (AABUCUD))N (BA(CUDUA))N (CA(DUAUB))

sklada sie z tych elementéw, ktore naleza do dokladnie jednego ze zbioréw
A, B,C,D.
11. A, B, C oznaczaja zbiory. Udowodnij nastepujace zwiazki:
(a) AN(BAC)=(ANB)A(ANC) (c) A\ B=AA(ANB),
(b) AUB = AABA(AN B), (d) AAC C (AAB) U (BAC)

12. Zbiory A, B,C, D spehiaja réwnosci AABAC = BACAD = CADAA =
DAAAB. Udowodnij, ze A=B=C = D.

13. Zapisz zaprzeczenia ponizszych zdan z kwantyfikatorami.
(a) ElxeRVnezz>0/\z<n2—n+%
(b) vkeN = >0 \V/neZ+ (n+ 1(1)70)]C > zn
(c) quvaeRVkezq:xk = g=xzVg=n



