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Rozdziat 1

Grupy i ciala

1.1 Dzialania i ich wlasnosci

Na poczatek zajmiemy sie zbiorem liczb rzeczywistych R. Na elementach tego
zbioru okreslone sa nastepujace operacje, zwane dzialaniams:

Dzialania jednoargumentowe. Mozemy wyznaczy¢ liczbe przeciwng do
danej:
T — —x
oraz, dla liczby réznej od zera, jej odwrotnosc:
1 ~1

T — =0
x

Dziatania dwuargumentowe. Okreslone jest dodawanie oraz mmnozenie
dwoch liczb:
(x,y)f—>x+y, (:U7y>'_>$y

Celowo nie wymieniamy tutaj dziatan zwanych odejmowaniem i dzieleniem,
gdyz mozna je otrzymac jako ztozenia operacji brania liczby przeciwnej i do-
dawania oraz odwrotnosci i mnozenia.

Jak dobrze wszystkim wiadomo, dziatania dodawania i mnozenia maja na-
stepujace wlasnodci:

e Dla dowolnych a,b € R zachodzi
a+b=0b+a oraz a-b=">-a.
Mowimy, ze dziatania te sa przemienne.
e Dla dowolnych a, b, c € R zachodzi
a+(b+c)=(a+b+c oraz a-(b-c)=(a-b)-c

Mowimy, ze dziatania te sa {gczne.

4
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e Dla dowolnych a, b, c € R zachodzi
a-(b+c)=a-b+a-c. (1.1)
Mowimy, ze mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania.

W zbiorze liczb rzeczywistych istnieja rowniez pewne szczegdlne elementy, kto-
re oznaczamy symbolami 0 i 1. Dla dowolnej liczby a € R:

a+0=0+a=a oraz a-1=1-a=a.

Liczbe 0 nazywamy w zwigzku z tym elementem neutralnym dodawania. Licz-
ba 1 jest zwana elementem neutralnym mnozenia. Elementy neutralne maja
rowniez nastepujacy zwiazek z operacjami wyznaczania liczby przeciwnej i od-
wrotnosci:

a+(—a)=0 oraz a--=1
a

1.2 Grupy

Wyobrazmy sobie teraz nastepujace zbiory liczbowe:
e N — liczby naturalne,
e 7 — liczby catkowite,
o R* — liczby rzeczywiste rozne od zera,
o R — liczby rzeczywiste dodatnie,
e R — liczby rzeczywiste.

Sa to podzbiory zbioru liczb rzeczywistych, co oznacza, ze na elementach tych
zbioréw takze mozemy wykonywaé cztery wspomniane wczesniej operacje. Nie
jest jednak prawdg, ze wynik takiej operacji musi naleze¢ do tego samego
zbioru, co liczby wejsciowe. Jezeli jednak tak jest, to méwimy, ze dany zbioér
jest zamkniety ze wzgledu na rozwazane dziatanie lub, ze dane dziatanie jest
dziataniem wewnetrznym w tym zbiorze.
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Tabela 1.1: Zamknieto$¢ wybranych podzbioréw zbioru liczb rzeczywistych ze
wzgledu na 4 podstawowe dzialania

| dzialanie | N [ Z | R* | Rt [ R |
—a NIE [ TAK | TAK | NIE [ TAK
a+b || TAK|[TAK | NIE | TAK [ TAK

a! NIE | NIE | TAK | TAK | NIE
a-b TAK | TAK | TAK | TAK | TAK

Jezeli zbior jest jednocze$nie zamkniety ze wzgledu na dane dziatanie dwu-
argumentowe (dodawanie lub mnozenie) i odpowiadajace mu dziatanie jedno-
argumentowe (liczba przeciwna lub odwrotna), i dodatkowo element neutralny
danego dziatania tez nalezy do tego zbioru, to méwimy, ze taki zbior jest grupg.
Formalna definicja jest nastepujaca:

Definicja 1.1. Zbiér G wraz z
e clementem wyrdznionym e € G,

e dziataniem dwuargumentowym ,©” o wtasnosciach

Vay.2eG ro(yoz)=(roy) oz (G1)
Veeq eor=x0e==x (G2)
Ve Jyec Toy =e. (G3)

nazywamy grupq z dziataniem ,©o” i elementem neutralnym e. Formalnie, grupe
mozemy zapisaé jako trojke uporzadkowana (G, ¢, e).

Zgodnie z obserwacjami zawartymi w tabeli 1.1, mamy nastepujace przy-
ktady grup:

e (Z,+,0),
L4 (R7 +’O) b
b (R*771) ;

g ( 15'71)7

Podana definicja grupy nie wymaga, aby dziatanie grupowe byto przemien-
ne. Jezeli jednak tak jest, czyli spetniony jest dodatkowy warunek:

Vaoyea rToy=yox (G4)

to takg grupe G nazywamy grupa abelowq lub przemienng.
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Wyzej wymienione grupy sa przemienne i maja nieskonczenie wiele elemen-
tow. Dalej podajemy przyktady grup, ktore nie spetniaja co najmniej jednego
z tych warunkow.

Przyktad 1.1 (Grupy addytywne Z,,). Niech Z,, = {0, 1,...,n—1}. Nazbiorze
Z,, rozwazamy dziatanie ,+” jako dodawanie modulo n. Wéwczas (Z,, +,0)
jest n-elementowsa grupa abelowa.

Przyktad 1.2 (Grupy multiplikatywne Z¥*). Niech Z¥* = 7,\{0}. Na zbiorze
Zy rozwazamy dziatanie ,-” jako mnozenie modulo n. Wéwczas, jezeli n jest
liczba pierwsza, to (Z%,-,1) jest grupa abelowa.

Zadanie 1.1. Udowodnij powyzsze stwierdzenie. Czy jest prawdziwe twier-
dzenie odwrotne?

Przyktad 1.3 (Grupy permutacji). Niech A, oznacza zbiér n-elementowy,
np. A, ={0,1,...,n — 1} i rozwazmy zbiér wszystkich permutacji elementéw
zbioru A,. Kazdg taka permutacje p mozemy traktowaé jako bijekcje zbioru
A, w siebie. Przyktadowo, permutacji (2, 1,0) zbioru A3 = {0, 1,2} odpowiada
bijekcja f : A3 — Aj taka, ze f(0) = 2, f(1) = 1, f(2) = 0. Niech S,, oznacza
zbior wszystkich takich bijekcji zbioru A,,. Na zbiorze S,, okreslamy dziatanie
0" polegajace na sktadaniu odwzorowan, czyli

(fog)(z) = flg(z)) dlaze A

Tak okreslone dziatanie jest taczne, posiada ono element neutralny, czyli od-
wzorowanie identycznosciowe id(z) = x i dla kazdego elementu zbioru S,, moze-
my znalezé odpowiadajacy mu element odwrotny (odwrécenie danej bijekcji).
Zatem zbior S, jest grupa.

Zadanie 1.2. Czy dzialanie w grupie S, jest przemienne?
Zadanie 1.3. Czy istnieje grupa nieabelowa majaca 2 lub 3 elementy?

Zadanie 1.4. Jaka jest najmniejsza (w sensie liczby elementéw) grupa nie-
przemienna?

Na zakonczenie poswie¢my chwile uwagi aksjomatowi (G3). Nie méwi on
czy, skoro x ¢y = e, to takze y o x = e — inaczej mowiac, czy prawostronna
odwrotnos¢ elementu z jest takze jego lewostronna odwrotnoscia. W odréznie-
niu od przemiennodci, jest to zawsze prawda. Nie wiemy na razie takze, czy
dany element moze posiada¢ wiecej niz jedng odwrotnos$é¢ — definicja grupy nic
o tym nie méwi. Wszelkie watpliwosci rozwiewa jednak nastepujace

Stwierdzenie 1.1. Zaldzmy, ze (G, o, e) jest grupg i x € G. Wowczas istnieje
doktadnie jeden element y € G taki, ze x oy = e i wowczas takze yox = e.
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Dowdd. Istniejg elementy y, z € G takie, ze
Toy=e=1yoz,
co wynika z (G3). Korzystajac z (G2) i (G1) otrzymujemy
z=eoz=(roy)oz=x0(yoz)=x0e =1

Czylizoy =yox = eiy jest jednoczesnie elementem lewo- i prawostronnie
odwrotnym do x.

Teraz udowodnimy jednoznacznos¢ elementu odwrotnegoo. Zatézmy, ze x o
y=e=xoy. Wowczas

/ /

Y =eoy =(zoy)oy = (yox)oy =yo(zoy)=yoe=y,
czyli y = 1/ i element odwrotny jest tylko jeden. O

Zadanie 1.5 (Prawo skracania). Zalézmy, ze (G,©,e) jest grupa, z,y,z € G
oraz
Oz =102

Pokaz, ze wowczas x = y.

1.3 Ciala

W poprzednim podrozdziale dowiedzieliSmy sie, ze w zbiorze liczb rzeczywi-
stych R mamy do czynienia z dwiema grupami, jedna z dodawaniem, druga z
mnozeniem:

(R, +,0) oraz (R*, -, 1).

Taki opis struktury zbioru liczb rzeczywistych nie uwzglednia jednak tego, ze
dziatanie mnozenia jest rozdzielne wzgledem dodawania, jak to udato nam sie
wezesniej zauwazy¢ w (1.1). Tutaj na odsiecz przychodzi pojecie ciala.

Definicja 1.2. Ciafem nazywamy zbiér X wraz z dziataniami ,+” i -7, zwa-
nymi odp. dodawaniem i mnozeniem oraz wyrodznionymi elementami 0 i 1 taki,
ze

(X, +,0) jest grupa abelowa, (C1)

mnozenie jest przemienne i taczne oraz (C2)
(X\{0},-,1) jest grupa abelowa,

mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania. (C3)

Ciato mozemy zapisa¢ jako piatke uporzadkowana (X, +,,0,1).
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Uwaga 1.1. W niektérych podrecznikach w warunku (C2) zada sie jedynie,
aby (X,-,1) bylo grupa. Wéwczas mozna méwié¢ o cialach nieprzemiennych
lub pierscieniach z dzieleniem. Przyktadem takiej struktury algebraicznej sa
kwaterniony, ktére maja zastosowanie w grafice trojwymiarowe;j.

Przyktad 1.4 (Ciata Galois). Zalézmy, ze p jest liczba pierwsza. Jak pamie-
tamy z przyktadéw 1.1 i 1.2, na zbiorze Z, mozemy okresli¢ dziatania 4"
i, modulo p, przy czym tak okreslone mnozenie jest rozdzielne wzgledem
dodawania. Oznacza to, ze

(Zp7 +, 07 1)
jest cialem majacym p elementow.
Uwaga 1.2. Ciatem Galois nazywamy kazde cialo skoniczone. Wspomniane po-
wyzej ciata (Z,, +,-,0,1) nie wyczerpuja wszystkich przykladow takich cial.
Ciala skonczone maja zastosowania m. in. w kryptografii — zob. protokot Dif-
fiego - Hellmana.

Zadanie 1.6. Niech (X, +,,0,1) bedzie cialem, a,be X i a-b = 0. Pokaz, ze
wowcezas a = 0 lub b = 0.

Zadanie 1.7. Niech (X, +,-,0, 1) bedzie ciatem. Pokaz, ze dla kazdego a € X,
a-0=0.

Zadanie 1.8. Skonstruuj ciato majace doktadnie 4 elementy.

Kolejny przyktad ciata jest na tyle istotny, ze pos$wiecimy mu osobny roz-
dziat.


http://pl.wikipedia.org/wiki/Kwaterniony
http://pl.wikipedia.org/wiki/Protok%C3%B3%C5%82_Diffiego-Hellmana
http://pl.wikipedia.org/wiki/Protok%C3%B3%C5%82_Diffiego-Hellmana

Rozdziat 2

Liczby zespolone

2.1 Ciatlo liczb zespolonych

Przez wieki jedna z wiekszych bolaczek ludzkosci, a przynajmniej tej czesci
ludzkosci, ktéra zajmowala si¢ matematyka, byt fakt, ze liczba —1 nie jest
kwadratem zadnej innej liczby rzeczywistej. Inaczej moéwigc, nie istnieje liczba
rzeczywista x taka, ze

z? = —1.

Nic jednak nie stoi na przeszkodzie temu, abysmy zadeklarowali, ze rozwig-
zanie powyzszego roOwnania istnieje — nie bedzie to jednak liczba rzeczywista.
Umawiamy si¢ po prostu, ze pewien obiekt, ktéry bedziemy nazywali jednostkq
urojong i oznaczali literka ¢, ma taka wtasnos¢, ze

1-1=—1.

Od tej chwili mozemy tez pisa¢ ¢ = 4/—1. Jestedmy teraz w stanie rozwiazac
dowolne réwnanie postaci

2 = a, gdzie a € R,

mianowicie, dla a < 0 jego rozwiazania to

x1 = iv/]al, oraz Ty = —iy/|al.

Przyktad 2.1. Szukamy pierwiastkéw wielomianu p(x) = 2% + 4. Poniewaz

i? = —1, wiec piszemy

p(z) = 2% +4
=22 —(—1)-4
=2?—i*4
=22 — (i-2)°

=(z—i-2)(z+i-2).

10
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Jednostke urojonag ¢ traktujemy przy wykonywaniu dziatan tak samo jak
kazdg inng liczbe rzeczywisty, z tym ze zamiast i® zawsze mozemy napisaé
—1 i na odwrét, liczbe —1 zawsze mozemy przedstawié jako i2. W powyzszym
rachunku mogliémy dzieki temu wykorzysta¢ dobrze znany wzoér skroconego
mnozenia b? — ¢ = (b —¢)(b + ¢).

Skoro o$mieliliSmy sie traktowaé jednostke urojona tak samo, jak kazda
liczbe rzeczywista, to nieuchronnie bedziemy mieli do czynienia z napisami
postaci a + bi, a — bi, (a + bi) - (¢ + di), czy

a+ b a+ b

- a nawet e —
i c+di’

gdzie a, b, c,d € R. Okazuje sie jednak, ze kazdy z tych napiséw mozna spro-
wadzi¢ do pierwszego z nich:

a—bi=a+ (-b)i,

(a + bi)(c + di) = ac + adi + bic + bidi = ac + i*bd + adi + bci
= ac — bd + (ad + be)i,

a+bi  (a+bi) . ai+bi® —b+ai

S S
=b—ai,

a+bi  (a+bi)(c—di) ac+bd+ (bc—ad)i

ct+di  (c+di)(c—di) 2 + d?

_ ac+bd+bc—ad,
24 d? CQ—i—leZ'

Czym jednak jest ten napis a + bi?

Definicja 2.1. Liczba zespolona jest to para uporzadkowana liczb rzeczywi-
stych (a,b), ktora tradycyjnie zapisujemy jako a + bi. Zbior wszystkich liczb
zespolonych oznaczamy symbolem C.

Jezeli (a,b) = a + bi = z jest liczba zespolona, to

e liczbe rzeczywista a nazywamy czescig rzeczywistqg liczby zespolonej z i
oznaczamy
Rez = a,

e liczbe rzeczywisty b nazywamy czescig urojong liczby zespolonej z i ozna-
czamy

Imz = b,

e modut liczby zespolonej z definiujemy jako

|z| = Va? + b2,
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o sprzezeniem liczby zespolonej z nazywamy liczbe zespolong
Z=a—bi.
W szczegdlnoscei kazda liczba rzeczywista a jest takze liczba zespolona: a =
a + 01.
Na zbiorze C mamy okreslone dziatania
e dodawania:
(a,b) + (¢,d) = (a+bi)+ (c+di)=(a+¢c)+ (b+d)i=(a+c,b+d)
z elementem neutralnym 0 = (0,0) = 0 + 0i, oraz
® mnozenia:
(a,b) - (c,d) = (a+ bi)(c+ di) = ac — bd + (ad + bc)i
z elementem neutralnym 1 = (1,0) = 1 + 0i.
Ponadto, jezeli z = a + bi, to mozemy okresli¢ liczbe przeciwng
—z = —a — bi,
tak, ze z + (—z) = 0, oraz, gdy z # 0, liczbe odwrotng

1 1 a b .
= - ?
z a+bi  a?+b2 aZ+0b?2’

tak, ze z- 271 = 1.

Zadanie 2.1. Pokaz, ze dziatania dodawania i mnozenia liczb zespolonych sa
przemienne i tgczne oraz mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania.

7 powyzszych rozwazan i zadania 2.1 wynika:

Twierdzenie 2.1. Zbior liczb zespolonych C z dziataniami dodawania i mno-
zenia okreslonymi powyzej oraz elementami wyroznionymi 0 i 1 jest ciatem.

2.2 Podstawowe wtasnosci

Ponizej podajemy kilka wtasnosci liczb zespolonych. Niektére z nich sa oczy-
wiste, inne troche mnie;j.

Stwierdzenie 2.2. Niech z € C. Wowczas

(i) z+Z = 2Rez,
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(i) 2% = |2,

(iii) jezeli z # 0, u)z—1::L22.

Dowod powyzszego stwierdzenia zostawiamy jako bardzo proste ¢wiczenie.
Stwierdzenie 2.3. Niech z,w € C. Wowczas

(1) z+w=7%+w,

(i) Z-w =Z - w,

(iii) =71 = (2) 7,

(iv) |z +w| < |2] + [u],

() Izl — fol] < |z — ul,

(vi) |zw] = [2] - |wl],

) z|_ I
w0, t0] 2| < L
(vit) gdy w # 0, to o

Dowdd (iv). Niech z = a + bi, w = ¢ + di. Trzeba pokazaé, ze

(a+c)*+ (b+d)? < <\/a2 + b2+ /2 +d2)2.

mamy

a4+ ¢+ 2ac + 0% + d® +2bd < a* + 07 + ¢ + d* + 24/ (a? + 02)(c® + d?)

1 po uproszczeniu

ac + bd < +/(a2 + b2)(c2 + d?).

Jezeli lewa strona jest ujemna, to juz koniec. W przeciwnym razie podnosimy
obie strony do kwadratu:

(ac + bd)* < (a* + b*)(c* + d?),
skad, po wymnozeniu i uproszczeniu
2abed < a*d® + b*c?

lub réwnowaznie

0 < (ad — be)?.
Ostatnia nierownos¢ jest zawsze prawdziwa. O]

Zadanie 2.2. Udowodnij pozostale podpunkty ze stwierdzen 2.2 i 2.3.
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2.3 Interpretacja wektorowa

Liczba zespolona zostata zdefiniowana jako para uporzadkowana liczb rzeczy-
wistych. Wobec tego naturalnym srodowiskiem, w ktorym zyja liczby zespolone
jest plaszczyzna (zob. Rysunek 2.1). Okreslamy ja mianem plaszczyzny zespo-
lonej lub ptlaszczyzny Gaussa.

Rysunek 2.1: Interpretacja geometryczna liczby zespolonej.

A Im
z=a + bi
bi|--------- .
VAR
i/
3 ‘ : >
0 ", 1 al Re
i [ o
z=a-bi

O$ pozioma, oznaczong na rysunku 2.1 symbolem Re nazywamy woéwczas
0siq rzeczywista, natomiast o$ pionowa, oznaczana symbolem Im, to 0§ urojo-
na. Modut liczby zespolonej z interpretujemy jako dtugos$é odcinka taczacego
punkt na ptaszczyznie Gaussa odpowiadajacy z z liczbg 0. Operacja sprzezenia
odpowiada odbiciu wzgledem osi rzeczywistej.

W zaleznosci od potrzeb liczbe zespolong z = a + bi mozemy interpretowac
jako punkt (a,b) na ptaszczyznie, lub jako wektor [Z] Woéwcezas dodawanie
liczb zespolonych to po prostu dodawanie wektoréw, co zostato zilustrowane

na Rysunku 2.2.
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Rysunek 2.2: Dodawanie liczb zespolonych.

2.4 Postaé trygonometryczna

Niech z = 2 + 1wy € C1i z # 0. Oznaczmy litera ¢ kat pomiedzy podtosia
rzeczywista dodatnig i wektorem odpowiadajacym z i ustalmy, ze jest to kat
zorientowany przeciwnie do ruchu wskazéwek zegara. Wowcezas

izcosgzﬁ, izsingb
2] 2|
oraz
z = |z| (cos ¢ + isin @) . (2.1)

Zapisaliémy w ten sposéb liczbe zespolona z w postaci trygonometrycznej (zob.
Rys. 2.3). Kat ¢ nazywamy argumentem liczby zespolonej z i oznaczamy ¢ =
arg z. Jezeli ¢ € [0,27), to méwimy, ze ¢ jest argumentem gléwnym, ktory
oznaczamy Argz.

Przyjrzymy sie teraz ponownie iloczynowi dwoch liczb zespolonych. Niech
z,w € C i zapiszmy te liczby w postaci trygonometryczne;j:

z = |z|(cos ¢ + isin @)

w = |w|(cos O + isinB).



ROZDZIAL 2. LICZBY ZESPOLONE 16

Rysunek 2.3: Postaé trygonometryczna liczby zespolonej

ilz|Sin ) p=mmmmmmmmme e

|zlcos ¢ Re

Obliczamy iloczyn:
2w = |z| - |w|(cos ¢ cos B — sin ¢ sin @ + i(cos ¢ sin 6 + sin ¢ cos b))
= |z| - |w|(cos(¢ + 0) + isin(¢ + 6)).

Zatem modut iloczynu zw to iloczyn modutéw |z| i |w|, natomiast argument
iloczynu jest rowny sumie argumentéw liczb z i w. Geometryczna interpretacja
mnozenia liczby zespolonej z przez liczbe w jest nastepujaca: wektor odpowia-
dajacy z (zaczepiony w 0) obracamy woké6t punktu 0 o kat réwny argumentowi
liczby w, natomiast dtugos$¢ wektora z skalujemy o czynnik |w|. (zob. Rys. 2.4)

Zadanie 2.3. Pokaz, ze dla z = |z|(cos ¢ + isin ¢):
2t =1z (cos ¢ —ising) = |z| ! (cos(—¢) + isin(—a)).

Zapis wykladniczy. Umawiamy sie, ze bedziemy pisaé
€'? = cos ¢ + isin .
Taki zapis ma wiecej sensu, niz moze si¢ z pozoru wydawac. Jezeli bowiem
z=|z|- (e = cos ¢ + isin ), w = |w| - (" = cosf + isinb),
to
2w = |zw| - (cos(¢ + 0) +isin(p + 0)) = |zw| - @) = |zw| - € - .

Inaczej méwiae, przy mnozeniu liczb zespolonych argumenty pomnozone przez
1 zachowujg sie jak wyktadniki.
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Rysunek 2.4: Tloczyn liczb zespolonych

A Im

Re

Przyklad 2.2. Niech S! oznacza okrag jednostkowy na plaszczyZnie zespolo-
nej, czyli
St={zeC:|z| =1}.

Zauwazmy, ze 1 € St gdy z,w € S! to takze zw € S* oraz 27! € St. Inaczej
moéwiac, St jest grupa z dziataniem mnozenia liczb zespolonych i 1 jako elemen-
tem neutralnym. Kazdy element tej grupy mozemy zapisaé jako e'®; wowczas
dziatanie grupowe polega na dodawaniu wyktadnikow, a odwrotnosé to wziecie
wyktadnika z przeciwnym znakiem.

Uwaga 2.1. Kto$ moze sie zapytac, co zapis wyktadniczy ma wspolnego z funk-
cja wyktadniczg x — e, okreslong dla x € R. Po pierwsze, mozemy zdefiniowaé
warto$¢ funkeji wyktadniczej dla dowolnej liczby zespolonej z:

z _ 6Rez+zlmz _ 6Rez . 6zIrnz _ eRez(

e cos(Imz) + isin(Imz)).

Po drugie, definicja liczby e” dla x € R:

n 0 n
e’ = lim (1—|—§> lub ew:2$—
n—00 n oy n!

moze rowniez zostac¢ zastosowana dla z = z zespolonego i okazuje sie, ze otrzy-
mamy wowcezas wlasnie liczbe €% (cos(Imz) + i sin(Imz)). Zauwazmy, ze funk-
cja wyktadnicza z — e* dla argumentéw zespolonych nie jest réznowartosciowa
(a nawet jest okresowa, jej okres wynosi 27i), a jej obraz to zbiér C\{0}.
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Stwierdzenie 2.4 (Wzér Eulera).
em 4+ 1=0.

Uwaga 2.2. Wzor Eulera bywa nazywany najpiekniejszym wzorem matematy-
ki. Pomijajac kwestie estetyki, zauwazmy, ze pokazuje on zwigzek pomiedzy
piecioma waznymi stalymi matematycznymi: elementami wyréznionymi ciata
liczb rzeczywistych (i zespolonych) (01 1), jednostka urojona i oraz liczbami
T oraz e.

Stwierdzenie 2.5 (Wzér de Moivre’a). Jezeli liczba n jest calkowita, nato-
miast z = |z]e'® = |z|(cos ¢ + isin @), to

2" = |z|"e™ = |2|"(cosng + isinne).

Dowdd. Jezeli n jest dodatnie to stosujemy n — 1 razy wzér na postac trygo-
nometryczng iloczynu liczb zespolonych. Dla n ujemnych najpierw dodatkowo
zapisujemy w postaci trygonometrycznej liczbe 271, O]

Przyktad 2.3. Obliczymy (1 +)*'. Mamy 1+ i = v/2(cos T + isin 7). Zatem

21 21
(1+49)* = (V2)" (cos Tﬂ + isin [)

5 5
= 210\/5 <cos % + 7 sin I)

= 219(—1 —4)

2.5 Pierwiastki zespolone

Niech a € C\{0} bedzie ustalona liczba zespolona. Zajmiemy sie teraz wyzna-
czeniem rozwigzan zespolonych rownania

w = a.

Kazde rozwiagzanie tego rownania bedziemy nazywaé pierwiastkiem zespolonym
stopnia n z liczby zespolonej a.

Rozpatrzmy najpierw przypadek, gdy |a| = 1, czyli a = €. Woéwczas, jezeli
w" = a, to takze |w| = 1, czyli w jest postaci €. Skoro w™ = a, czyli e™? = €',
to

nf = 2kmw + ¢

dla pewnej liczby catkowitej k. Zatem

2k
n n

7
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Zauwazmy, ze jesli k,l € Z i k — 1 = mn dla pewnego m € Z, to 0, — 0, = 27m.
Zatem wszystkie rézne wartoéci e otrzymamy biorac k € {0,1,...,n — 1}.
Otrzymalismy n réznych pierwiastkow zespolonych z liczby zespolonej a:

- 2km + 2km +
wy, = RO — o5 (W ¢> + i sin <7T ¢) .

n n

Uogolnienie na przypadek, gdy |a| # 1 jest proste. Wowczas

. 2 2
wy = A |a|ez(2k”+¢)/n = {/lal (COS (kﬂ * ¢> + 7 sin <k7r + ¢)> )
n

n

Rysunek 2.5: Pierwiastki z jedno$ci stopnia 8

Alm
..... N S
I l
/"” e
. —>
-1 0 l1; Re
° °
N
______ Jo

Pierwiastki z jedno$ci stopnia n. Dla a = 1 otrzymujemy n réznych
zespolonych pierwiastkow z jednosci stopnia n:

. 2k 2k
wy = e 2km/n — cog (ﬂ) + g sin (W> )
n n

Jasne jest, ze uy, € ST 1 w szczegdlnosci ug = 1. Zbiér {1,uy, ..., u, 1} z dzia-
taniem mnozenia liczb zespolonych i 1 jako elementem neutralnym jest grupa.
Latwo tez sprawdzi¢, ze u; - u, = w;, gdzie [ to reszta z dzielenia j + k przez n.
Zatem grupa ta ma taka sama strukture, co grupa addytywna (Z,, +,0).



Rozdziat 3

Wielomiany

Niech K oznacza cialo R lub C.

Definicja 3.1. Wielomianem zmiennej z stopnia n o wspotczynnikach z ciata
K nazywamy funkcje p : K — K postaci

n
p(2) = ag + a1z +a?® + ...+ a,2" = Z a2",
k=0

gdzie ag,aq,...,a, € K oraz a, # 0. Stopien wielomianu zapisujemy jako
degp. Jezeli p jest wielomianem zerowym, czyli p(z) = 0 dla kazdego z, to
przyjmujemy, ze degp = —oo0.

Zbiér wszystkich wielomianéw o wspotezynnikach z ciata K zmiennej z be-
dziemy oznaczaé K[z]. Zbiér wszystkich takich wielomianéw stopnia nie wiek-
szego od n bedziemy oznaczaé¢ K|[z],

3.1 Pierwiastki wielomianéw

Definicja 3.2. Liczba zy € K jest pierwiastkiem wielomianu p € K[z], jezeli
p(z0) = 0.

W poprzednim rozdziale pokazalismy, ze wielomian o wspotczynnikach ze-
spolonych postaci p(z) = 2" — a, gdzie a € C\{0} ma n réznych pierwiastkéw
bedacych liczbami zespolonymi.

Przyklad 3.1. Wyznaczymy pierwiastki zespolonego tréjmianu kwadratowe-

gow(z) =22 +pz+q,dlap,qeC.

w(z) = 2" +pz+q=

2 2
2 p p

= +pz+=)+q— =
(z Pz 4) q 1

(o) Pl
_<Z+2 T

20
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Niech A = p? —4q. Gdy A =0, to

w(z) = <z + g)Q

i méwimy, Ze w ma jeden dwukrotny pierwiastek z; = 2 = —5.

Jezeli A # 0, to niech ¢ oznacza jeden z pierwiastkéw zespolonych stopnia
2 z liczby A. Wowcezas drugi taki pierwiastek to —d. Przyktadowo, jezeli A = 4,
to jako 6 mozemy wybraé 2 lub —2; jezeli A = =3, to § = —i\/3 lub § = /3,
a jezeli np. A = 2i, to 0 = 1 + i lub —1 — ¢ — mozliwe wartosci d roéznia sie
tylko znakiem.

= (54

_ p_9 p. 9
—(z+2 2><z+2+2)

Wielomian w ma 2 pierwiastki zespolone:

p 9 p+5
21 =—=—= 29 = —=+ —.
! 2 2 29

Wielomian w zapisaliSmy jako iloczyn czynnikéw z — 21 1 2 — 2s:
w(z) = (2 — 21)(z — 22).

Zmalezlismy wzory, ktorych mozemy uzy¢ do wyznaczenia pierwiastkow do-
wolnego wielomianu zespolonego stopnia 2. Podobne wzory, jednak znacznie
bardziej skomplikowane, mozna wyznaczy¢ jeszcze dla wielomianow stopnia 3
i 4, ale na tym zabawa sie konczy. Twierdzenie Abela-Ruffiniego, udowodnione
niezaleznie przez E. Galois, méwi, ze nie istniejg ogdlne wzory na pierwiastki
wielomianéw stopnia 5 i wyzszych.

Stwierdzenie 3.1. Jezeli p € K[z] jest wielomianem stopnian =1 i u € K,
to istnieje wielomian q € K[z] stopnia n — 1 taki, ze dla kazdego z € C

p(z) = a(2)(z —u) + p(u)
i, gdy u jest pierwiastkiem p, to p(z) = q(2)(z — u).
Dowdd. Niech p(z) = X,_, arz". Wowcezas

~—~

p(z) = p(z) — p(u) + p(u)

ap(2" —uF) + p(u)

I
NgE

=
Il
—

Il
NgE

(z = w)a(2) + p(u)

I

o W

—~
—_

2)(z — u) + p(u)
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W powyzszych przeksztatceniach ¢ i ¢ to pewne wielomiany stopnia odp. n—1
i k — 1 o wspoélczynnikach zaleznych od wu. O]

Przyktad 3.2. Obliczajac pierwiastki wy, ..., w,_; stopnia n z liczby zespo-
lonej a wyznaczyliémy jednoczesnie pierwiastki wielomianu z" — a. Stosujac
n — 1 razy stwierdzenie 3.1 mozemy wiec napisac:

2M—w=(z—wo)(z—w)...(z2—wy_1).

Udowodnimy teraz, ze wielomian jest wyznaczony jednoznacznie przez swo-
je wspotezynniki. Zaczniemy od nastepujacego faktu pomocniczego:

Lemat 3.2. Dany jest wielomian p € K[z], gdzie K = Q, K =R, lub K = C:
z)=2akzk, gdzie ap e K dla k =0,1,2,....,n

Jezeli istnieje n + 1 roznych liczb zo, z1, . .., z, € K takich, ze p(z;) = 0 dla
7=0,1,2...,n, to
&0:G1:...=an=0.

Dowdd. Zatézmy nie wprost, ze co najmniej jeden ze wspotczynnikéw a; jest
rozny od zera. Mozemy wtedy zaltozy¢, ze dla pewnego m jest a,, # 01 a1 =
Amao = ... = a, = 0. Zatem degp = m. Jezeli m = 0, to p jest niezerowym
wielomianem statym, co jest sprzeczne z zatozeniem, ze ma pierwiastki. Jezeli
m > 0, to, stosujac stw. 3.1, otrzymujemy

P(2) = Gm-1(2)(z — %),  gdzie degqu_1 =m — 1,

a nawet, stosujac jeszcze m — 1 razy stw. 3.1

p(2) = qo(2)(z — 2m_1) ... (2 — 21) (2 — 20), gdzie degqo = 0.

Skoro deg gy = 0, to jest to wielomian staly, czyli ¢y = b, gdzie b € K. Jezeli
b#0,todlaj#0,1,...,m — 1 zajdzie p(z;) # 0. W szczegblnosci, wobec
m < n, na pewno p(z,) # 0 — otrzymaliSémy sprzeczno$é. Zatem wszystkie
wspoétezynniki wielomianu p muszg by¢ rowne 0. O

7 lematu otrzymujemy wniosek, ze jesli wielomian jest funkcjg stale rowna
zero, to ma wszystkie wspotezynniki zerowe:

Whniosek 3.3. Jezeli p € K[z 2 apz” i = 0 dla kazdego z € K,
toagy=a1=...=a, =0.

Teraz juz tatwo wykazac, ze jesli dwa wielomiany przyjmuja te same war-
tosci dla tych samych argumentow, to maja rowne wspotezynniki:
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Twierdzenie 3.4. Jezeli p,q € K|z],

n

p<Z) = Z ak‘Zkv q(z) = Z bkzka ag, bk € K7
k=0 k=0

ip(z) = q(z) dla kazdego z € K, to ap = by dla k =0,1,2,... n.
Dowod. Wystarczy zastosowaé wniosek 3.3 do wielomianu p — ¢ O]

Uwaga 3.1. Zalozenie, ze oba wielomiany p i ¢ maja n wspotczynnikow nie
zmniejsza ogolnosci tego twierdzenia, gdyz zawsze mozna dotozy¢ wspodtezyn-
niki zerowe.

Na koniec wr6émy do sytuacji, gdy w przykltadzie 3.1 mamy A = 0. Wow-
czas w(z) = (z 4+ £)? i po podzieleniu wielomianu w przez dwumian z + &
otrzymujemy wielomian, ktéry tez jest podzielny przez z + £. Moéwimy, ze
z1 = —5 jest pierwiastkiem wielokrotnym, a konkretnie w tym przypadku —
dwukrotnym.

Definicja 3.3. Powiemy, ze pierwiastek zy wielomianu p(z) stopnia n, ma
krotnosc k, jezeli dla pewnego wielomianu ¢, degq = n — k zachodzi

p(z) = q(2)(z — 2)"

oraz q(zp) # 0.

3.2 Zasadnicze twierdzenie algebry

Zarowno zespolone trojmiany kwadratowe, jak i wielomiany 2" — a maja, z
uwzglednieniem krotnosci, tyle pierwiastkow zespolonych, ile wynosi ich sto-
pien. Uzasadnione jest wiec pytanie, czy jest to prawda dla dowolnego wielo-
mianu zespolonego. Okazuje sie, ze tak i wynika to z nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 3.5 (Zasadnicze twierdzenie algebry). Kazdy wielomian zespo-
lony p(z) stopnia co najmniej 1 ma pierwiastek zespolony.

Twierdzenie to zostato udowodnione na kilka sposobow w 1799 roku przez
Gaussa.
7, zasadniczego twierdzenia algebry i stwierdzenia 3.1 wynika natychmiast

Whiosek 3.6. Kazdy wielomian p € C[z] stopnian > 0 ma, z uvwzglednieniem
krotnosci, doktadnie n pierwiastkow zespolonych zi,za, ..., 2y 1

p(z) =alz —21)(z — 22) ... (2 — z,),

gdzie a to wspolczynnik wielomianu p stojgcy przy 2".
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Na koniec zajmiemy sie pierwiastkami zespolonymi wielomianow rzeczywi-
stych.

Stwierdzenie 3.7. Niech p € R|z] bedzie wielomianem zmiennej zespolonej z
o wspdlezynnikach rzeczywistych. Wéwczas, jezeli p(zo) = 0 dla pewnej liczby
zespolonej 2y, to takze p(Zy) = 0.
Zadanie 3.1. Udowodnij to stwierdzenie.

Ze stwierdzenia 3.7 wynika, ze istnieja liczby rzeczywiste xq,...,x; 1 ze-
spolone o niezerowej czesci urojonej zy, . .., 2; takie, ze k + 21 = deg p oraz

p(z)=alz—x1)...(z—z) (z—21)(z—Z1) ... (2 — 2) (2 — Z)).

Jezeli Imz; # 0, to (z — z;)(z — Z;) = (2% — 2zRez; + |2;]?) jest wielomianem
rzeczywistym, ktory nie ma pierwiastkéw rzeczywistych. PokazaliSmy wiec
Stwierdzenie 3.8. Kazdy wiclomian o wspotczynnikach rzeczywistych stopnia
wiekszego lub rownego 1 mozna zapisaé jako iloczyn wielomianow stopnia 1 4

wielomianow stopnia 2, przy czym zZaden z tych wielomianow stopnia 2 nie ma
Juz pierwiastkow rzeczywistych.

Przyklad 3.3. Rozlozymy wielomian p(z) = z* + 2? + 2z + 1 na czynniki
rzeczywiste i zespolone minimalnego stopnia:

p(z) =22(z+ 1)+ (z+1)
(z+1)(2*+1)
=(z+1)(z+1)(z—19).

3.3 Schemat Hornera

Schemat Hornera jest algorytmem stosowanym do sprawnego dzielenia danego
wielomianu przez wielomian stopnia 1 oraz obliczania wartosci wielomianu dla
danego argumentu z = x.

Rozwazamy wielomian stopnia n

p(z) = ag + a1x + apr® + ...+ ap_ox™ 2+ ap_ 12" + apa”, (3.1)
gdzie a; € K, ktory przeksztatcamy do postaci
p(x) = ap + x(ar + x(ag + ... + x(ap—2 + x(ap_1 + apx))...)). (3.2)
Dla ustalonej wartosci x = xy obliczamy
b, = ay,,
bp—1 = an—1 + byxp,
bn—2 = an—2 + bp_10,

ey

bo = ag + bll'o.
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Liczby by to wartosci wyrazen w kolejnych nawiasach we wzorze (3.2) i
bo = p(xp). Ponadto

p(ﬂf) = (bnl’nil + bn,1$n72 + ...+ ng + bl)(l’ — ;UO) + bO-

Przyktad 3.4. Obliczymy warto$¢ wielomianu p(z) = —2z% + 2% — 5z + 3 dla

xr = —%. Wspébtezynniki a,, i b, wygodnie jest zapisywaé¢ w tabelce:
L | by |
—2 —2

01 0+(-2(-) =3

Ll 1435 =3
5| S+ () =
3 3+31(-3) -2

Zatem p(~3) = 2 oras p(e) = (<20 + 3%~ fo+ Da +3) + 2,

Zadanie 3.2. Ile operacji dodawania i mnozenia nalezy wykona¢, obliczajac
warto$¢ wielomianu bezposrednio ze wzoru (3.1) i z wykorzystaniem schematu
Hornera?



Rozdziat 4

Macierze

4.1 Definicja macierzy

Symbolem K oznaczamy ciato R lub C.
Macierzg (o elementach z ciala K) wymiaru m x n nazywamy tablice pro-
stokatna

a1 Q12 ... QAip
as1 Q292 ... Qa3

A= |1 @ | (4.1)
Am1 Am2 .- Gmn

gdzie a;; € Kdlal <7 <m, 1 < j < n nazywamy elementami macierzy.
Mozna réwniez stosowaé bardziej zwarty zapis:

A= [ai,j]z‘a,...,m

ij=1,...n

Jezeli wymiar macierzy jest znany, to mozemy réwniez uzy¢ zapisu A = [a; ;] ;-
Przyjmiemy, ze pierwszy dolny indeks za nawiasem kwadratowym oznacza nu-
mer wiersza, a drugi — kolumny.
Zbiér wszystkich macierzy wymiaru m x n o elementach z ciata K bedziemy
oznacza¢ symbolem K™
Macierz wymiaru n x 1 nazywamy wektorem (n wymiarowym / dlugosci
n). Zbiér wszystkich takich macierzy oznaczamy po prostu K". Przyjmuje-
my réwniez, ze Kt = K = K. Wektory bedziemy zapisywaé¢ w nastepujacy
sposob:
4o
)
T=| .| ==l = [z

Tn

26
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Dla a;; z (4.1) o wektorze d; = [a;;];, 7 = 1,...,n, méwimy jako o j-tej
kolumnie macierzy A. Mozemy réwniez napisac
A=ld,... a4, (4.2)
Podobnie, jezeli W; = [a;1,...a;in], i = 1,...,m, to mozemy napisac¢
W
A=1 | (4.3)
W

Macierz W; okre§lamy woéwczas jako i-ty wiersz macierzy A. Réwnosci (4.3) i
(4.2) to szczegdlne przypadki tzw. blokowego zapisu macierzy:

A1,1 A1,2 Al,k
Al 1 Al 2 Al k

Powyzej A, ; oznaczaja juz podmacierze macierzy A, czyli bloki. Bloki z tego
samego wiersza powinny wszystkie mie¢ tyle samo wierszy, a bloki stojace w
tej samej kolumnie powinny mie¢ wszystkie taka sama liczbe kolumn.
Macierz zerowa (wymiaru m x n) jest to macierz, ktérej wszystkie elementy
sg zerami: 0 = [0]; ; € K"™".
Macierz diagonalna jest to macierz A = [a;;]i; € K™", w ktérej a;; = 0
gdy @ # j, czyli, gdy m < n

a171 0 0 0 0
A= 0 a9 2 0 0 0
0 0 Um0 0
lub, gdy m > n ) )
ai i 0 0
0 a2 2 0
A= 0 0 Anm,
0 0 0
| 0 0 0 |
Ciag pozycji o indeksach (i,7), i = 1,...,min(m,n) w macierzy A € K"™"

nazywamy (glowng) przekgtng macierzy A
Jezeli A € K" to mowimy, ze macierz A jest kwadratowa. Macierz kwa-
dratowsa i diagonalna n x n o wyrazach dy, ..., d, mozemy zapisa¢ jako:

D = diag(dy, ...,d,).
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Macierz
I, = diag(1l,...,1) e K™"

nazywamy macierzq jednostkowq (rozmiaru n x n).

Jezeli w macierzy A wszystkie elementy pod przekatna sa rowne zero, to A
nazywamy macierzg trojkgtng gorng. Analogicznie, jezeli wszystkie elementy
macierzy A nad przekatna sg réwne zero, to moéwimy, ze A jest trojkgtna dolna.
Zbioér macierzy trojkatnych gérnych wymiaru m x n o elementach z ciata K
oznaczamy TRIU™"(K). Zbiér macierzy trojkatnych dolnych wymiaru m x n
oznaczamy TRIL™"(K).

Przyktad 4.1. Macierze

~10 2
100

2+i 2 3i 0 2 0

A= i?g B:[o 3+ 2 1—@]’ “=10 0 -3

0 0 0

sa trojkatne: A € TRIL*3(R), B e TRIU*3(C), C' e TRIU*3(R).

4.2 Operacje na macierzach

Niech
11 a2 . Q1n
a9 1 aso ... Q2
A=| 0 " e KM,
am,l am,2 am,n

Transpozycjg macierzy A € K™" nazywamy macierz

iy A21 ... Qmpm1
AT _ aiz2 22 ... Qmp2 c Knm
A1n A2n Am,n

Inaczej méwiac, transponujac macierz zamieniamy wiersze na kolumny i ko-
lumny na wiersze.

Przyklad 4.2.
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Hermitowskim sprzezeniem macierzy A € K™" nazywamy macierz

6171 5271 . 6m71
a1o9 A29 ... Qmo

R m2 | e K,
El,n 62,n am,n

Aby otrzymaé sprzezenie hermitowskie macierzy, najpierw ja transponujemy,
a potem sprzegamy wszystkie jej elementy.
Jasne jest, ze w przypadku, gdy K = R, to AT = A Stosuje sie réwniez
oznaczenia
A= Tlai;lig, Al = llaisllis-
Jak tatwo zauwazyé¢ A = A" = AT,

Przyktad 4.3.

H

1+ 22— 1—17 2-3 1
2+3 1 0 = 2 —1 3t
1 -3t 3—2 2+1 0 3+ 2

Definicja 4.1. Macierz A € K™" takg, ze A = A" nazywamy macierza syme-
tryczng, natomiast jezeli A = —AT, to méwimy, ze A jest macierzg antysyme-
tryczng. Jezeli A = A" to méwimy, ze A jest macierza hermitowskq.

Zadanie 4.1. Macierz A = [a; ;];; jest hermitowska. Pokaz, ze a;; € R, nato-
miast dla 7 # j a;; = @;;.

Jezeli b € K jest elementem z ciata, czyli skalarem, oraz A = [a; ;];; € K™",
to mozemy okresli¢ iloczyn macierzy A przez skalar b:

A-b=b-A= [bai7j]i’j e K™",
Zauwazmy przy okazji, ze
(bA)T =bAT  oraz  (bA)T =bA"

Majac dwie macierze takiego samego rozmiaru A = [a;;];; € K™", B =
[bij]i; € K™ mozemy okresli¢ ich sume:

a1 + bl,l a2 + bLQ . a1.n + bl,n
a21+b21 a22+b22 a9 +b2

A + B — ’ ) ) ) 1 1 c Km,n.
&m,l + bm,l am,2 + bm,2 <. am,n + bm n

Tak okreslone dodawanie macierzy jest oczywiscie przemienne. Ponadto, mno-
zenie macierzy przez skalar jest rozdzielne wzgledem dodawania.
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Przy okazji warto zauwazy¢, ze zbior K™" z dziataniem dodawania macie-
rzy 1 macierza zerowa jako elementem neutralnym jest grupa. Macierz prze-
ciwna do macierzy A = [a;;];; to macierz —A = [—a; ;)i ;-

Bez wiekszych trudnosci mozemy sprawdzic, ze

(A+ B = AT + BT oraz (A+ B = A"  BH,

Dodawanie macierzy w postaci blokowej. Jezeli dane sg dwie macierze
w postaci blokowej:

Znacznie ciekawszym dziataniem jest iloczyn macierzy. Jezeli A = [a; j]i; €
K™ B = [b;;];; € K™, to iloczyn tych macierzy jest macierza

A-B=C=[cilij e K™,
gdzie
Cij = inbyj + aigbaj + ... + ai,byj, dal<isml<j<n
Przyktad 4.4.

[1—1 2}1_011_23 _{51213]
0 3 =2/ |3 | | 4 0 -2 1 —17

\)

Stwierdzenie 4.1 (Wlasnosci iloczynu macierzy).
(1) Jezeli A,Be K™ i C e K", to

(A+B)-C=A-C+B-CeK™.

(i1) Jezeli Ae K™ i B,C e K", to

A-(B+C)=A-B+A-CeKm™.
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(i11) Jezelice K, Ae K™, BeK", to

¢(A-B) = (cA)- B =A-(cB) e K™".

(iv) Jezeli Ae K™ BeK™, CeK to

(A-B)-C=A-(B-C)eK™",

(v) Jezeli Ae K™, Be K", to

(A-B)Y =BT AT e K™ oraz (A-B)" = BH . A" e K™,

(vi) Jezeli A e K™ 0 to macierz zerowa z K™, to A-0=0¢eK™" i gdy 0
to macierz zerowa z K™, Ae K", to0-A=0¢eK™".

(vii) Jezeli A e K™ to
L, - A=A=A-1I,.

Nie wszystkie wtasnosci iloczynu liczb przenosza si¢ na iloczyn macierzy

Przyktad 4.5. Jezeli AB = 0, to wcale nie musi zachodzi¢ A =0 lub B = 0:

11_[13—4

-1 -1
5 9 -1 -3 4

0 00

] =10 0 O

0 00
Jezeli A € K™" i B € K", to, dla n # m iloczyn BA nie jest okreslo-
ny. Oczywiscie nawet, gdy m = n, to nie musi by¢ prawda, ze AB = BA,
na przyktad, gdy r # m. Jednak nawet w sytuacji, gdy » = m = n nie mo-
zemy powiedzie¢, ze zawsze AB = BA. Inaczej mowigc, mnozenie macierzy

kwadratowych tego samego rozmiaru nie jest przemienne.

R B Y
| B s S

Zadanie 4.2. Pokaz, ze iloczyn macierzy kwadratowych trojkatnych gérnych
(dolnych) jest macierza tréjkatna gorna (dolna).

Przyklad 4.6.

ale
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Iloczyn macierzy w postaci blokowej Jezeli dane sg dwie macierze w
postaci blokowej

oraz A; ; e K" B; ;e K" to dla
Cs,t = As,lBl,t + AS,QBZ,t + ..+ As,lBl,t

mamy

4.3 Macierz jako odwzorowanie
Dana macierz A € K"™" zadaje odwzorowanie ze zbioru K" w zbiér K™:
F(7) = Az, dla # e K".

Przyktad 4.7 (Macierze obrotéw plaszczyzny). Jak pamietamy, mnozenie
przez liczbe zespolona e’ odpowiada obrotowi plaszczyzny Gaussa o kat o
wokot zera. Rozwazmy wiec macierz

cosa —sina
sina  cos«

i rozwazmy przeksztalcenie F, : R? — R? zadane wzorem
r x|\ |cosa —sina||r| [rcosa—ysina
“Nlyl|/) |sina cosa y| |zsina+ycosal’

Wektor wynikowy to obrét wektora [z,y]T o kat a wokdl poczatku uktadu
wspotrzednych.
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4.4 Macierze nieosobliwe

W zbiorze macierzy kwadratowych K™" mnozenie macierzy jest dziataniem
wewnetrznym i jest to dziatanie taczne.

Definicja 4.2. Powiemy, ze macierz A € K™" jest nieosobliwa (odwracalna),
jezeli istnieje macierz B taka, ze AB = I,,. Macierz B nazywamy macierza
odwrotng do A lub po prostu odwrotnoscig macierzy A i zapisujemy jako A~L.

Macierz, ktoéra nie jest odwracalna jest nazywana macierza nieodwracalng
lub osobliwg.

Przyklad 4.8.
e Macierz I, jest odwracalna i ]2_1 = 5.

e Macierz zerowa 0 € R?? jest osobliwa, bowiem 0 - A = 0 dla kazdej
macierzy A.

. R o[22 1
e Macierz A = l?’ 2] jest nieosobliwa i A™" = l?) _1].

e Macierz H ﬂ jest osobliwa, bowiem dla dowolnych a,b,c,d € R

1 1| |a bl la+c b+d
11 c dl la+c b+d
i nie jest mozliwe, zeby macierz po prawej stronie byta macierza jednost-

kowg.

o Jezeli dy,...d, # 0, to macierz diagonalna D = diag(dy,...,d,) jest
nieosobliwa i D~! = diag(di*, ..., d;1).

’'n

Stwierdzenie 4.2. Jezeli macierze A, B € K™ sqg nieosobliwe, to macierz
C' = AB tez jest nieosobliwa i C~! = Bt A7L,

Dowdéd. Niech D = B~'A~1. Wowcezas
CD = (AB)(B'A™) = A(BB YA = A[LA7' = AA™' = I,
O

Przyklad 4.9. Macierze skalarne. Rozwazmy nastepujacy podzbiér zbioru

2,2.
Xz{lx *y]eRm:x,yeR}.
y
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Zbiér X jest zamkniety ze wzgledu na dodawanie. Ponadto

=yl lu —v| |ru—yv —zv—yu
y x|lv ul|l |zo+yu zu—yv |’

czyli X takze jest zamkniety ze wzgledu na iloczyn macierzy, oraz, gdy x # 0

luby # 0
x —y 1 Ty
e = I.
y x| 224+ |-y 2

Rozwazmy teraz bijekcje & : C — X:

O(x + iy) = B _y} .

T
Widzimy, ze ®(0) = 0, &(1) = I, oraz dla z,w e C
o O(zw) = P(z) - D(w),
o O(z+w) =P(2) + d(w),
e D271 =d(2) ' dlaz # 0.

Okazuje sie, ze (X, +, -, 0, I3) jest ciatem. Na dodatek ciato to jest tak naprawde
cialem liczb zespolonych C, tyle, ze jego elementy zapisujemy w nieco inny
sposob. Dodatkowo, okreslona przez nas bijekcja @ jest zgodna z dziataniami
dodawania, mnozenia i brania odwrotnosci w C i X.

Ze wzgledu na to, ze powyzsze macierze maja wtasnosci skalaréow z ciata
liczb zespolonych, sa on nazywane macierzami skalarnyms.

W rozdziale 7.3 poznamy wiele warunkéw réwnowaznych nieosobliwosci
macierzy.

e K?? jest nieosobliwa wtedy i

1 d —b
tylko wtedy, gdy ad — be # 0 1 wé Al = .
vlko wtedy, gdy a c # 0 1 wowczas ad—bc[—c a]

Zadanie 4.3. Pokaz, ze macierz A = d

Zadanie 4.4. Macierz A € K™" jest nieosobliwa. Pokaz, ze macierze AT i A#

tez sa nieosobliwe.

Zadanie 4.5. Pokaz, ze macierz trojkatna A € K™" jest nieosobliwa wtedy i
tylko wtedy, gdy ma wszystkie wyrazy na przekatnej rozne od zera.
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4.5 Operacje elementarne

Operacje elementarne na wierszach macierzy. Dla macierzy

A= ] e K™", gdzie w; € K"
W
rozwazamy nastepujace przeksztatcenia:
(I) zamiana miejscami dwoch wierszy: w; < wy,
(II) pomnozenie wiersza przez niezerowy skalar: w; — aw;, a € K,

(III) dodanie do pewnego wiersza innego pomnozonego przez skalar:
w; — wj + Pwy.

Przeksztalcenia te nazywamy operacjami elementarnymi na wierszach macie-
r7y.

Zadanie 4.6. Pokaz, ze kazda operacje elementarng na wierszach mozna za-
pisaé w postaci iloczynu M A, gdzie M € R™™ jest macierzg nieosobliwg.
Wyznacz macierze M dla kazdego rodzaju operacji i wykaz, ze kazda z tych
macierzy ma wlasnos¢ M - M~ =M=t - M = 1I,,.

Operacje elementarne na kolumnach macierzy. Dla macierzy
A= [/21 k.. En] e K™,  gdze k; e K™
rozwazamy nastepujace przeksztatcenia:

(I) zamiana miejscami dwéch kolumn: Igj ok,
(IT) pomnozenie kolumny przez niezerowy skalar: Ej — ozl%», a €K,

(III) dodanie do pewnej kolumny innej pomnozonej przez skalar:
ki — k; + Bk
Przeksztalcenia te nazywamy operacjami elementarnymi na kolumnach macie-
r7y.

Zadanie 4.7. Pokaz, ze kazda operacje elementarng na kolumnach mozna
zapisa¢ w postaci iloczynu AM, gdzie M € R™" jest macierzg nieosobliwg.
Wyznacz macierze M dla kazdego rodzaju operacji i wykaz, ze kazda z tych
macierzy ma wlasnoé¢ M - Mt = M~1.- M = 1I,.

Wskazowka: Jak wykorzystaé rozwigzania zadania 4.67
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4.6 Odwracanie macierzy

Zatozmy, ze macierz A € K™" jest nieosobliwa. Ponizej pokazany jest spo-
s6b wyznaczenia macierzy A~! z wykorzystaniem operacji elementarnych na
kolumnach.

Niech Ey, Es, ..., E} to macierze kolejnych operacji elementarnych na ko-
lumnach, dobranych tak, aby macierz A przeksztatci¢c w macierz I,,. Inaczej
mowiac

A-Ey-Ey-...- Ey=1,,
czyli,dla B = E;-Fy-...- By mamy A-B = I,. To oznacza, ze B jest macierza
odwrotng do A, B = A~!. Zauwazmy takze, ze

AY=FE Ey-...-Ey=1, - E,-Ey-...-E,

czyli, stosujac operacje elementarne w tej samej kolejnosci do macierzy jednost-
kowej I, otrzymujemy macierz odwrotng do A. Najwygodniej jest po prostu

, - L. . A
wykonywaé te operacje jednoczesnie na macierzy € K2mm:
n

A I,

Systematyczny sposéb doboru operacji elementarnych FEj, ..., Ey, zwany
metodg Gaussa - Jordana jest nastepujacy:

e sprowadzamy macierz A do postaci trojkatnej dolnej bez zer na przekat-
nej za pomoca operacji typu (II1) i (I), zerujac elementy nad przekatna
w kolejnych wierszach poczynajac od pierwszego;

e za pomocy operacji typu (II) wszystkie elementy na przekatnej zamie-
niamy na 1;

e za pomoca operacji typu(Ill) zerujemy wszystkie elementy pod przekat-
na.



Rozdziat 5

Uktlady réwnan liniowych

W tym rozdziale wprowadzamy definicje dotyczace uktadéw rownan liniowych
i oméwimy ogdlna metode ich rozwiazywania, zwang eliminacja Gaussa — Jor-
dana.

Uktad m réwnan liniowych o n niewiadomych jest to uktad réwnosci

1121 + a12%2 + ... + a1 nln = bl

211 + a2 92 + ... + A2 nTpn = bg

Um1T1 + AmaTs + ... + QmaTn = by
Liczby a;; i = 1,...,m, j = 1,...,n nazywamy wspéiczynnikamsi tego ukla-
du, by, ...,b,, nazywamy wyrazami wolnymsi, natomiast x1,..., T, nazywamy

niewiadomymi.
Jezeli A = [a; ;] € K™", b = [b;] € K", ¥ = [z;] € K", to powyzszy uktad
rOwnan mozemy zapisa¢ w postaci macierzowej

AZ = b.

Kazdy wektor # € K" taki, ze A7 = b nazywamy rozwigzaniem danego uktadu
rownan.

Jezeli wszystkie wyrazy wolne uktadu sg zerowe, by = by = ... = b,, = 0,
to taki uktad nazywamy jednorodnym.

Uktad réwnan mozna rozwazaé¢ w jeszcze bardziej zwartej postaci, zapisujac
wytgcznie wspotezynniki a, ; stojace przy niewiadomych i wyrazy wolne b;, jako
macierz o m wierszach i n + 1 kolumnach:

[A]0].
Definicja 5.1. Powiemy, ze uktad réwnan Ax = b jest

(i) niesprzeczny, jezeli istnieje wektor Z € K" taki, ze AT = b;

37
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(i) sprzeczny, jezeli dla kazdego wektora & € K" zachodzi AT # b;
(iii) oznaczony, jezeli istnieje doktadnie jeden wektor & € K" taki, ze A% = b.

Przyklad 5.1. Rozwazmy uktad rownan

1 + X2 + T3 = 3
207, — 9 + 4x3 = b
3£E1 + 51’3 = &8

Kazda z réwnosci jest spetniona dla x1 = xo = x3 = 1, wiec uktad ten jest
niesprzeczny. Innym rozwiazaniem jest x1 = —4, zo = 3, x3 = 4, nie jest to
wiec uktad oznaczony.

Przyktad 5.2. Rozwazmy nastepujacg modyfikacje powyzszego uktadu

1T + X2 + r3 = 1
207 — Ty + 4dxz3 = 1
le + 51’3 =1

7, ostatniego rownania mozemy wyznaczy¢

1 3
e A D)

5 D

a nastepnie z pierwszego rOwnania

2
To=1—-x1 —23 =~ — —w1.

5 5
Wstawiajac do drugiego rownania otrzymujemy

5 4+2 +4 12 1
r1 — — - - — —I1 =
1 5 51 5 5 1 3

czyli 0 = 1. Zatem ten uktad réwnan jest sprzeczny.

5.1 Eliminacja Gaussa — Jordana

—

Stosujac operacje elementarne na wierszach do macierzy [A | b] otrzymujemy
uktady réwnowazne (czyli majace te same zbiory rozwiazan), jest to wiec wy-
godny sposob przeksztatcania uktadu rownan w celu wyznaczenia rozwiagzania:

Stwierdzenie 5.1. Zalézmy, ze macierz [A'|V] otrzymano z macierzy [A | b]
za pomocg operacji elementarnych na wierszach. Wowczas wektor T jest roz-

wigzaniem uktadu AZ = b wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest rozwigzaniem uktadu
Alr=1.
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Dowdd. Niech E € K™™ oznacza macierz danej operacji elementarnej na wier-
szach. Trzeba wykazaé, ze dla dowolnego ¥ € K" rownosé¢ Ar = b zachodzi
wtedy i tylko wtedy, gdy FATY = Eb: jesli Ax = 5, to po pomnozeniu tej
rownosci stronami z lewej przez macierz E otrzymujemy réwnosé FATX = Eb.
Macierz F ma macierz odwrotng E~! i E7'E = I,,, wiec mnozac réwnosé
EAZ = FEb stronami z lewej przez macierz E—! otrzymujemy I,,AT = Iml;,
czyli AT = b. [l

Omowimy teraz procedure zwana eliminacjg Gaussa - Jordana, za pomoca
ktorej mozna wyznaczy¢ zbior rozwigzan dowolnego uktadu réwnan liniowych.
W przypadku uktadoéw sprzecznych przyjmujemy, ze zbior rozwiazan jest zbio-
rem pustym.

Naszym celem jest sprowadzenie macierzy [A | b] do postaci

1, (5.1)

gdzie
e macierz I, € K™ to macierz jednostkowa r x r,
o T'e Kn ",

e peK" ge K™
Aby doprowadzi¢ macierz [A | b] do postaci (5.1) bedziemy stosowaé naste-
pujace przeksztatcenia:

(i) zamiana miejscami wierszy macierzy
(ii) dodanie do pewnego wiersza innego pomnozonego przez skalar
(iii) zamiana miejscami kolumn macierzy A.

Na mocy stw. 5.1, operacje typéw (i) i (ii) nie zmieniaja zbioru rozwiazan
uktadu. Operacje typu (iii) odpowiadaja za zmiane kolejnosci niewiadomych.

Najpierw doprowadzamy macierz [A | b] do postaci

|
R T|C
——=T1-1 | (5.2)
0{0|d

gdzie R, € K" jest macierza trojkatng gérng bez zer na przekatnej. Docho-
dzimy do tej postaci zerujac elementy w kolejnych kolumnach pod przekatna
macierzy A:
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e Jezeli na pozycji (1,1) w macierzy A jest element zerowy, zamieniamy
miejscami dwa wiersze lub kolumny tak, aby dosta¢ na tej pozycji ele-
ment rézny od 0.

e Odejmujemy wielokrotnosci pierwszego wiersza od kolejnych, zerujac ele-
menty pod przekatna w pierwszej kolumnie.

e Jezeli teraz na pozycji (2,2) jest element zerowy, zamieniamy miejscami
wiersz 2-gi z ktoryms z kolejnych lub 2-ga kolumne z ktéras z kolejnych
tak, aby na tej pozycji znalazt sie element rézny od 0.

e Odejmujemy wielokrotnosci drugiego wiersza od kolejnych, zerujac ele-
menty pod przekatna w drugiej kolumnie.

o Itd...

Gdy w wyniku przeksztatcen otrzymamy macierz w postaci (5.2) taka, ze
r<mid # 0, to otrzymalidmy uktad sprzeczny réwnowazny z wyjsciowym.
W innym wypadku mozemy kontynuowaé¢ przeksztatcanie uktadu do postaci
(5.1):

e Mnozymy niezerowe wiersze przez skalary tak, aby na pozycjach
(1,1),(2,2),...,(r,r) dosta¢ jedynki.

e Dla k£ = r;r — 1,...,1 odejmujemy wielokrotnosci k-tego wiersza od
poprzednich tak, aby nad przekatng otrzymac zera.

Majac réwnowazy uklad w postaci (5.1) mozemy wyznaczyé¢ zbiér roz-

wigzan. Niech yq,vs,...,y, to niewiadome odpowiadajace kolejnym kolum-
nom lewej strony uktadu (jesli nie przestawialiémy kolumn to y; = z; dla
i=1,2,...,n).
Jezelir =n, to pe K" i
Y1
AR
Yn

W takiej sytuacji uktad jest oznaczony.

Jezeli r < n, to uktad ma nieskonczenie wiele rozwiazan. Niewiadome od-
powiadajace kolumnom 1,2...,7 (tzw. zmienne zalezne) mozemy traktowac
jako funkcje pozostatych niewiadomych (zmiennych niezaleznych). Dokladniej

Y1 Yr+1
I 7 A
Yr Yn
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Biorac jako y41, - . ., y, dowolne skalary z ciata K wyznaczamy konkretne war-
tosci yy, . . ., ¥y, otrzymujac jedno z wielu mozliwych rozwigzan.

Do uktadéw réwnan liniowych wrécimy w podrozdziale 7.5, gdzie poznamy
charakteryzacje uktadéw niesprzecznych i oznaczonych.



Rozdzial 6

Przestrzenie liniowe

6.1 Definicja przestrzeni liniowe]j

Jak sie dowiedzieliSmy w poprzednim rozdziale, w zbiorze wektorow K" lub
macierzy K" okreslone sa dwa dziatania:

e dodawanie elementow,
e mnozenie elementu przez skalar z ciata K.

ZauwazyliSmy rowniez, ze dodawanie jest przemienne, a mnozenie przez skalar
jest rozdzielne wzgledem dodawania elementow.

Podobna sytuacja ma miejsce w przypadku zbioréw wielomianéow K[z] czy
K[z],: dodajac do siebie dwa wielomiany (stopnia nie wiekszego niz n) lub
mnozac taki wielomian przez liczbe, w wyniku otrzymujemy takze wielomian
(stopnia nie wiekszego niz n). Méwimy, ze zbiory te sa przestrzeniami liniowy-
ma:

Definicja 6.1. Niech (X, +,0) bedzie grupa przemienna, w ktorej element
przeciwny do x € X bedziemy zapisywac¢ jako —x. Zalozmy dodatkowo, ze w
zbiorze X okreslone jest dziatanie ,-” mnozenia elementu x € X przez skalar
a € K, przy czym dziatanie to ma nastepujace wlasnosci:

e dla dowolnego x € X
l-x=uzx,

gdzie 1 € K to element neutralny mnozenia w ciele K,

e dla dowolnych x,y € X i dowolnych «, € K

(a+pB) z=a-x+ -z,
a-(x4+y)=a-z+a-y,
(@f) & =a- (- )

42
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Wéwcezas, zbior X wraz z dziataniami ,.+” i ,,-” nagywamy przestrzeniq liniowq
nad ciatem K.
Elementy przestrzeni liniowej nazywamy wektorami.

Zapisujac mnozenie elementu x przestrzeni liniowej przez skalar a mozemy,
zgodnie z wieloletnig tradycja, pomina¢ symbol mnozenia (czyli o -z = ax).

Stwierdzenie 6.1 (Podstawowe wlasnosci przestrzeni liniowej). Jezeli X jest
przestrzeniq lintowg nad ciatem K, to

(i) dla kaZdego v € X zachodzi Ox = 0 (gdzie 0 po lewej to zero w ciele K, a
zero po prawej, to element neutralny dodawania w X ),

(i1) dla kazdego x € X zachodzi (—1) - x = —x,
(11i) dla kazdych a e K i z € X

ar=0 < a=01[ubxz=0.

Dowdéd. Podpunkt (i):
0+0zx=0zx=(0+0)z=0z+0x

i z prawa skracania wynika, ze 0 = Ox.
Podpunkt (ii): mamy

0=0=>01+(-1)r =2+ (1),

wiec —x = (—1)z.
Podpunkt (iii): Zalézmy, ze o = 0 lub x = 0. Jezeli a = 0, to korzystamy
z (i), dostajac a -z = 0. Jezeli z = 0, to

a-rz=a-0=a-(0+0)=a-0+a-0,

i dodajac do obu stron element przeciwny do « - 0 (czyli odejmujac « - 0)
dostajemy « -0 = 0
Zatozmy teraz, ze ax = 0. Gdy o # 0, to

r=1-z=(a'a)r=a(az)=a1-0=0.
[

Znane juz przyktady przestrzeni liniowych nad ciatem K (gdzie, zgodnie z
umowsa, K = R lub K = C), to K", K™, K[z] i K[z],. Oméwimy teraz kilka
nowych przyktadéw przestrzeni liniowych.
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Przyktad 6.1 (Przestrzenie funkcji). Zatézmy, ze Z jest dowolnym zbiorem
(np. Z =N, Z =[0,1], Z = R?) i rozpatrzmy zbiér KZ, czyli zbi6ér wszystkich
funkcji f : Z — K. Funkcje takie mozemy mnozy¢ przez elementy ciata K:

(- f)(@) = af(z), wckK, wzeZ
gdzie po prawej stronie mamy mnozenie w ciele K, oraz dodawaé¢ do siebie:

(f+9)(@) = f(x) +9(z), weZ

gdzie po prawej mamy dodawanie w ciele K. Mamy takze element neutralny
dodawania, a mianowicie funkcje zerowg x — 0 € K dla kazdego x € Z.

Mozna tatwo sprawdzi¢, ze spetnione sa wszystkie warunki z definicji prze-
strzeni liniowej, wiec K? jest przestrzenig liniowg nad ciatem K. Co wiecej,
przestrzenie K" i K™" sg szczeg6lnymi przypadkami takich przestrzeni. Dla
K™ mozna wzia¢ Z = {1,2,...,n}, natomiast dla K"™" za Z bierzemy zbiér
wszystkich par (i,7), gdzie i € {1,2,...,m}, j€{1,2,...,n}.

Przyktad 6.2 (Ciagi). Jezeli za Z wezmiemy zbiér liczb naturalnych N, to
otrzymamy przestrzen liniowa KN = K%, ktérej elementy to ciaggi nieskon-
czone o wyrazach z ciala K. Mnozenie ciagu x = (x,);r_, przez skalar a jest
zdefiniowane jako

ar =a - (Ty)n = (xy)n,

a suma ciagéw = = (z,)"_ o 1y = (yn), to
r+Y=(Tn)n + Yn)n = (Tn + Yn)n.

Ciag, ktorego wszystkie wyrazy sa réwne zero, jest elementem neutralnym
dodawania.

Przyktad 6.3. Cialo C jest przyktadem przestrzeni liniowej nad R, okreslone
jest bowiem mnozenie z € C przez liczbe rzeczywista a € R, jak rowniez
dodawanie liczb zespolonych, z liczbg 0 jako elementem neutralnym.

6.2 Podprzestrzenie

Definicja 6.2. Zatézmy, ze X jest przestrzenig liniowg nad ciatlem KiY < X
jest niepustym podzbiorem, ktory, wraz z odziedziczonymi z X dziataniami
dodawania i mnozenia przez skalar takze jest przestrzenia liniowa nad K. Mo6-
wimy wowczas, ze Y jest podprzestrzenigq liniowg w X.

Przyktad 6.4. Zbior wszystkich wektoréw postaci [a, b, 0], gdzie a,b € R jest
podprzestrzenig liniowg w R3.
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Przyktad 6.5. Przestrzen liniowa K[xz],, jest podprzestrzenia liniowa w K|[z],
dla n = m. K|z],, jest takze podprzestrzenia liniowa w K][x].

Przyktad 6.6. Jezeli X jest przestrzenig liniowg nad K, to X jest takze pod-
przestrzenia liniowa w X i zawsze zbiér jednoelementowy {0} < X jest pod-
przestrzenia liniowa w X.

Jezeli chcemy wiedzie¢, czy dany podzbior Y jest podprzestrzenia liniowa
w pewnej przestrzeni liniowej X, to musimy sprawdzi¢, czy dla Y spelnione
sg wszystkie warunki z definicji przestrzeni liniowej. Okazuje sie jednak, ze
gdy wiemy juz, ze nadzbior X jest przestrzenia liniowa, to mamy nieco mniej
pracy:

Stwierdzenie 6.2. Zaloimy, ze X jest przestrzenig liniowqg nad ciatem K.
Wowczas Y < X, Y # & jest podprzestrzenig liniowg w X wtedy 1 tylko
wtedy, gdy zachodzq oba z ponizZszych warunkow:

(i) dla dowolnych x,y €Y takie x +yeY,
(1) dla dowolnych a e K iy eY takie ayeY.

Dowdd. Jezeli Y wraz z dzialaniami odziedziczonymi z X jest podprzestrzenia
liniowg w X, to oczywiscie oba warunki sg spetnione. Aby udowodnié¢ impli-
kacje w druga strone, zauwazmy najpierw, ze 0 € Y: skoro istnieje y € Y, to
0-y=0¢€eY z (ii). Ponadto, dla y € Y mamy —y = (—1) -y € Y. Wobec (i),
(Y, +,0) jest grupa przemienna. Skoro dzialania nie wyprowadzaja poza Y, a
pozostate warunki z definicji przestrzeni liniowej sa spetnione w X, to takze
sg one spetnione w Y. Oznacza to, ze Y jest przestrzenia liniowsa. O]

Omowimy teraz kilka kolejnych przyktadow podprzestrzeni liniowych.

Przyktad 6.7 (Plaszczyzna w R3). Zalézmy, ze a,b,c€ R i a? + b* + ¢ # 0.
Rozwazmy podzbiér

X
Y=<|y|leR: ax+by+cz=0
z

Krétki rachunek pokazuje, ze jedli [z,y,2]7 € Y, to takze alz,y,2]T € Y
dla dowolnego o € R, a gdy takze [2/,v/,2']T € Y, to réwniez [z,vy,z]T +
[2/,y,2']T € Y. Zatem Y jest podprzestrzenia liniowa w R3. Geometrycznie,
zbior Y interpretujemy jako ptaszczyzne przechodzaca przez poczatek uktadu
wspotrzednych.

Przyktad 6.8. Zbiory TRIU™"(K) i TRIL™"(K) sa podprzestrzeniami linio-
wymi w K™,
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Przyktad 6.9. Zbiér wszystkich funkcji parzystych f: R — R (czyli takich,
ze dla wszystkich x € R zachodzi f(z) = f(—=z)) jest podprzestrzenia liniowa
w RE. To samo mozna powiedzie¢ o zbiorze funkcji nieparzystych (czyli takich,

ze f(x) = —f(—x) dla x € R).

Przyktad 6.10. W przestrzeni wszystkich ciggow rzeczywistych R® rozwaza-
my podzbioér

X = {(xn)n € R® : istnieje skonczona granica lim xn} .
n—0o0

Wowcezas X jest podprzestrzenia liniowa w R®.

6.3 Kombinacje liniowe i zbiory rozpinajace

Definicja 6.3. Zatozmy, ze X jest przestrzenia liniowa nad ciatem K, zq, ..., 2, €
X, a1,...,0, €Ki

r
r=oa1r1+ ...+ o0, =Zajxj.
j=1

Méwimy wéwcezas, ze wektor x jest kombinacjg liniowg wektorow xq, ..., x, (o
wspélezynnikach ay, ..., a,.).
1
Przyktad 6.11. Wektor v = | 2| jest kombinacja liniowg wektoréw
3
1 0 0
_»1 =10 ) _»2 = 1 ) _»3 = |0
0 0 1

o wspblezynnikach 1,2,3: v = €] + 2¢€; + 3€é5.
Przyktad 6.12. Wielomian p(z) = —423 + 3z — 5 jest kombinacja liniowa
wielomianéw
q(z) = 22° — 22% — 5z + 7, i @) =2+ +x -1
o wspotczynnikach —1 1 —2.

Jezeli B = {z; : j € J} jest pewnym (niekoniecznie skonczonym) podzbio-
rem przestrzeni liniowej X, to kombinacje liniowe wektoréw ze zbioru B sg to
sumy postaci

Q1T + Qoj, + ... + Ty,

gdzie j1,...,5k € J.
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Stwierdzenie 6.3. Jezeli X jest przestrzeniq liniowg nad ciatem K, {z; : j €
Jyc X i

Y = {041&3]'1 +...+Ozk$jkEXZ/{7= 1,2,...; al,...,akeK},
to zbior Y jest podprzestrzeniqg liniowqg w X

Dowod. Jezeli y,z € Y, to istnieja j1,...,J, € J takie, ze

y = ZQijT7 z = 2/671']:]'1"7
r=1 r=1
gdzie a,., 3, € K. Zatem takze yy € Y dla v € K, jak rowniez y + z € Y. O]

Definicja 6.4. Zbior Y w stw. 6.3 nazywamy podprzestrzeniq rozpietq przez
podzbior B przestrzeni X. Stosujemy woéwczas oznaczenie

Y =span B.
Jezeli B = {y1,...,yn}, to mozemy takze napisaé
Y = Span(yh s 7yn)

Przyktad 6.13. W R? podprzestrzen skladajaca sie ze wszystkich wektoréw
postaci [a, b, 0]T, gdzie a,b € R mozemy zapisa¢ jako

span(€éj, €s),
gdzie € = [1,0,0]7, &, = [0,1,0]%.
Przyktad 6.14. W przypadku przestrzeni K[z] i K[z], mamy
K[z], = span(1,z,2°, ..., 2"),
K[z] = span{2’ : j e N U {0}}.

Przyktad 6.15. Niech Ej; = [u;;];; € K™" to taka macierz, ze up; = 1 i
wij = 0gdy (i,7) # (k,1). Woéwczas

Km’n:Span{Ek,l:k: 1’,,,’m,l: 1,...,”}-

6.4 Liniowa niezaleznosé

Definicja 6.5. Niech X bedzie przestrzenig liniowa nad cialem K. Powiemy,
ze uktad wektoréw xy, s, ..., xp € X jest liniowo zaleziny, jezeli istnieja skalary
a1, o, ..., q € K, nie wszystkie rowne 0, takie, ze

1T + oo + ... + agxy = 0.

Powiemy, ze uktad x1,xo,..., 2 jest liniowo niezalezny, jezeli nie jest on
liniowo zalezny, co oznacza, ze spetniony jest warunek

\V/ahm,akeK (041;1:1 +... tor,=0 = a1 =...=q = O) .
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Przyklad 6.16. Wektory w R?

el L

sg liniowo niezalezne: jezeli aZ + Sy = 0, to

a+p3=0 oraz a— (=0,
skad wynika, ze « = 3 = 0.
Przyktad 6.17. Wektory w R?

1 -1 1
01, 21, 2
-1 1 -1
sg liniowo zalezne, gdyz
1 —1 1
210+ 2—-]121]=0
-1 1 -1

Stwierdzenie 6.4. Zaloimy, Ze X jest przestrzeniq liniowg nad ciatem K i
X1, ..., 0 € X. Wowczas uklad 1, ..., x jest lintowo zaleiny wtedy 1 tylko
wtedy, gdy jeden z wektorow x; mozemy przedstawic jako kombinacje liniowq
pozostatych.

Dowadd. Zatézmy, ze uktad x4, ..., x; jest liniowo zalezny. Istniejg oy, ..., qx €
K nie wszystkie réwne zero, takie, ze

Q1T + Ty + ... + oz = 0.

Bez straty ogélnosci mozemy zatozy¢, ze ay # 0. Woéwezas ayxy = —anrs —
. — 0Tk, Sk@d
&%) 677
r1=——T2— ... — —Tk.
Qg ayq

Jezeli natomiast jeden z wektoréw x;, na przyktad x;, jest kombinacjg
liniowg pozostatych, czyli x1 = asxs + ... + agxy, to dla o = —1 mamy

1T + o + ... + agxy = 0.
O

Stwierdzenie 6.5. Zatozmy, ze X jest przestrzenig lintowg nad ciatem K,
T, T1,...,x, € X oraz uklad x1,...,x jest lintowo niezalezny. Wowczas na-
stepujgce warunki sg rownowazne:
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(i) x € span(xq,...,T),
(i1) uklad x,xq, ...,z jest liniowo zalezny.

Dowdd. Tmplikacja (i) = (ii) wynika natychmiast ze stw. 6.4. Implikacje (ii) =
(i) dowodzimy w nastepujacy sposéb: istnieja skalary a, v, . . ., g, nie wszyst-
kie réwne zero i takie, ze

ar +a1x1 + ...+ oz = 0.

gdyby a = 0, to uktad zq,...,x; bylby liniowo zalezny, co jest sprzeczne z
zatozeniem. Zatem
aq Qg
r=——1—...— —Tk.
Q@ o

]

Uwaga 6.1. Definicje liniowej niezalezno$ci rozszerzamy na dowolne nieskon-
czone uktady wektorow w nastepujacy sposob: powiemy, ze uktad wektorow
{z;: j € J} z przestrzeni liniowej X jest liniowo niezalezny, jezeli dla dowolnego
n € N iindekséw ji,...J, € J uktad z;,,...,2;, jest liniowo niezalezny.

Zadanie 6.1. Pokaz, ze dla kazdego n uktad funkcji f, : C — C, fi(z) = 2*
(k=0,1,...,n) jest liniowo niezalezny w C[z] (lub C%). Nastepnie udowodnij
to samo dla przestrzeni R[z] i RE.

Wskazowka: Skorzystaj ze wniosku 3.6.

Twierdzenie 6.6 (Twierdzenie Steinitza o wymianie). Zalozmy, Ze X jest
przestrzeniq lintowg nad ciatem K, n,m > 1, uklad wektorow x,...,z, € X
jest lintowo niezalezny, yi,...,Ym € X oraz

span(z1, ..., T,) S span(yy, ..., Ym) = Y.
Wowczas
(i) n<m,

(i) n wektoréw z uktadu vy, ..., Yyn mozna zastepic¢ wektorami x1, ..., T, w
taki sposob, ze otrzymany uktad nadal bedzie rozpinat przestrzen Y .

Dowdéd. (i): Stosujemy indukcje po m. Dla m = 1 mamy x; € span(y;) dla
1 = 1,2,...,m, co oznacza, ze x; = «o;y1, gdzie «o; € K. Z zatozenia uktad
x1,...,T, jest liniowo niezalezny. Gdyby n > 2, to wektory z; = ayy; oraz
Ty = auy; bylyby liniowo zalezne.

Teraz czas na krok indukcyjny. Zaktadamy, ze jesli wektory wy, us, ... u, €
X sa liniowo niezalezne, vy, . .., v, 1 € X ispan(uq, ..., u,) < span(vy, ..., Up_1),
tor<m—1.
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Wezmy teraz liniowo niezalezne wektory zq,...,z, € X i pewne m wekto-
rOW Y1, ..., Ym € tak, ze span(xq,...,x,) < span(yy,. .., Ynm). Kazdy z wekto-
rOw x; mozemy zapisa¢ jako kombinacje liniowa wektorow yy, ..., ym:

Ti = QY1 + QoY + .+ GYm, € K

Q

Zdefinujmy n — 1 wektoréw up = 11 — k“’lxl dla k = 1,2,....,n — 1.
Q11

Wykazemy, liniowa niezalezno$¢ wektorow wuq,...,u,_, . Zatézmy, ze 0 =

YUy + ... + Yu_1Un—1 dla pewnych vy, ... v,-1 € K. Wowczas
0=mu+ ...+ Vn1Un_1

Q91 Q.1
=M (sz— $1)+--~+%—1 (%— 1
11 a1

91+ ...+ Y1
:_’}/1 2,1 -1 n71$1+’71$2+...+"}/n,11'n.

Q71
7 liniowej niezaleznosci wektoréw x1, xo, . .. x, wynika, ze
Y1021 + .o+ Vn—1Qp 1
- =n=-.=T1=0,
Q11

wykazaliémy wiec liniowa niezaleznosé¢ uktadu wuy, ..., u,_1.

Zauwazmy ponadto, ze ug € span(ys,...,ym) dla k = 1,...n — 1, wiec
uktady wy, ..., Up_1 1 vy = Yo,...,Un_1 = Ym Spetniaja zatozenie indukcyjne.

Stad n — 1 < m — 1, wiec takze n < m i krok indukcyjny zostat wykonany.
Dowdd podpunktu (ii) przeprowadzimy przez indukcje po n.
Gdyn=1mamy 1 <mix; = Biy1 + ...+ Bnym dla pewnych skalaréw

B1y ..., Bm € K. Z zalozenia wektory x; sa liniowo niezalezne, co w tym przy-

padku oznacza, ze x; # 0. Istnieje zatem indeks j taki, ze 3; # 0. Bez straty

ogblnosci mozemy przyjac, ze j = 11 wtedy

1 O O
=T — 2 Yk-
G ,;2 By
Pokazalismy, ze

Span(yla B 7ym> - Span(xh Y2, .- - ,ym);

skad wynika juz, ze Y = span(z1, 9o, ..., Ym)-

Krok indukcyjny: Zatdézmy, ze teza zachodzi dla n—1. Wezmy n liniowo nie-
zaleznych wektorow xq, . .., x, i pewne wektory yi, . .., Y, tak, ze span(zy, ..., x,) C
span(yy, ..., Ym) = Y. Z podpunktu (i) wynika, ze n < m. Z zatozenia induk-
cyjnego wynika, ze n — 1 wektoréow sposrod y1, . . ., y,, mozemy zastapi¢ wekto-
rami z;. Bez straty ogblnosci mozemy przyjaé, ze Y = span(x1, ..., Tn—1,Yns - - -, Ym)-
Zatem dla pewnych skalaréw j3;

Ty = 51271 + ...+ ﬁn,lxn,l + Bnyn + .. ﬁmym
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Gdybny 6, = Bps1 = ... = B = 0, to uktad x4, ..., z, bylby liniowo zalezny,
whbrew zalozeniu. Zatem co najmniej jeden ze wspotczynnikéw (3, ..., G, jest
rozny od zera. Przyjmijmy, ze (3, # 0. Wowczas
Yo = ﬁl T ﬁn—lx + 1 X 6n+1y . ﬁmy
n — ~ 5 417 .. n S tn T T 5 Yn T T T )
B Ba Ba B G
czyli y, € span(x1, ..., Tn, Ynst, - - - Ym). Stad mamy, ze

Y = Span(xb cos Ty Yntdy - - >ym)7

co konczy dowdd.

Przyktad 6.18. Niech

1 0 0 0
Z 0 2 1 a 0 5 0
1 — 0 9 2 — 0 ) 3 — 1] 4 = 0
0 0 0 1
oraz
1 0 0
S |1 S |1 o 0
€Ty = 1 ) 2 = 1 ) xr3 = 1
1 1 1
Dla dowolnego wektora ' = [v1, vg, v3, v4]7 € R* mamy
U1
V2 N N N N
Vs = V161 + VUg2€a + V3€3 + V€4
V4

= + (Ug — Ul)gg + (U3 — Ul)gg + (U4 — 01)54

+ (v — v1) + (v3 — v2)€3 + (Vg — V2)€y

|
[t
=
el e e e e

+ (’UQ - 1)1) + <U3 - 1)2) + <U4 - U3)54.

— = O O

I
L
I
L
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Czyli mozemy wymienia¢ wektory €1, €s, €3 kolejno na &y, ¥s, T3 i

7, twierdzenia Steinitza wyprowadzimy kilka wnioskéw, ktore beda przy-
datne w dalszej czesci wykladu. Ponizej caly czas zaktadamy, ze X oznacza
pewng przestrzen liniowa nad ciatem K.

Whniosek 6.7. Jezeli X = span(xq,...,2,) ¢ Y S X jest podprzestrzeniq
liniowq, to mozna wybrac¢ lintowo niezalezne wektory yy,...,y, € Y takie, Ze
n<m orazY =span(yy, ..., Yn)-

Dowdd. Na mocy (i), kazdy liniowo niezalezny uktad wektoréw z podprzestrze-
ni Y ma dlugos¢ co najwyzej m. Wezmy dowolny taki uktad o maksymalne;
dtugosci: y1, ..., y,. Wtedy n < m ispan(yy,...,y,) € Y. Pozostaje pokazad,
ze zachodzi takze inkluzja w druga strone. Jezeli y € Y, to uktad y,y1,...,yn
jest juz liniowo zalezny, gdyz sktada sie z wiecej niz n wektorow. Ze stw. 6.5
wynika, ze y € span(yy, ..., Yn). Zatem Y < span(yi, ..., Yn)- O

Whniosek 6.8. Jezeli x1,...,2,€ X, y1,...,Ym € X $¢ dwoma liniowo nieza-
leznymi uktadami wektorow oraz

span(xy, ..., T,) = span(y1, ..., Ym),
ton =m.

Dowéd. 7 (i) wynika, ze n < m im < n, wiec n = m. O

6.5 Bazy i wymiar przestrzeni liniowej

Caty czas X oznacza przestrzen liniowg nad ciatem K.

Definicja 6.6. Uktad wektoréw xq, xs, ..., x, € X nazywamy bazq przestrzeni
X, jezeli

(i) uktad ten jest liniowo niezalezny,

(ii) X = span(zy,xa,...,Ty,).
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Przyklad 6.19. W przestrzeni K" niech

1 0 0
0 1 0
1= ) 2 = ) ceey Ep =
0 0 1
Wowcezas uktad €, és, ..., €, jest liniowo niezalezny w K" i rozpina cata prze-
strzen K", jest wiec baza.
Liniowa niezaleznos¢ wynika z warunku ai€; + asés + ... + a,€, = O:

porownujac kolejne wspotrzedne lewej i prawej strony, otrzymujemy
(0%} 20,052 :0,...,O{n=O.
Uktad é1, ..., €, bedziemy nazywaé bazq standardowq przestrzeni K”.

Przyktad 6.20. W przestrzeni R? uklad wektoréw

jest liniowo niezalezny: warunek aby + 662 — 0 prowadzi do ukladu réwnar

a—f3=0, a+28=0,

ktorego jedyne rozwiazanie to o = = 0. Jezeli natomiast B] e R? to
a, 0 € R takie, ze
.’L‘ — —
= ab; + (b
| = o+ s
wyznaczamy z uktadu rownan
a—[f=u, a+ 28 =y.

Mamy a = £(2z+y), § = 3(—x+y). Zatem uklad by, by jest liniowo niezalezny
i rozpina przestrzen R?, jest wiec baza tej przestrzeni.

Przyklad 6.21. Bazg przestrzeni K™" sa jednostki macierzowe £ ; dla ¢ =
1,...,m,j=1,...,n (zob. przyktad 6.15).

Przyklad 6.22. Pokazemy, ze uklad jednomianéw 1,z,22%,...,2" jest baza
przestrzeni R[z],. Z definicji, wielomian stopnia nie wiekszego niz n jest to
funkcja

n—1

p(x):a0'1+a1'x+a2'$2+.._+an,1-x +a/n'$n,
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wiec R[z], = span(1,x, 2%, ..., 2" 2"). Pozostaje wykazaé, ze funkcje f;(x) =
2/, 5 =0,1,...,n, tworzg uklad liniowo niezalezny. Zatézmy, ze dla pewnych
liczb ag,aq,...,a, mamy agfy + arf1 + ... + anfn = 0, czyli, jedli p(x) =
ap + a1 + asr® + ... + ap_12"' + a,x", to p(x) = 0 dla kazdego = € R.
Rozwazmy ciag liczbowy (c)i_;:

plk) g0 a1 e
kn kn o gl k
7 jednej strony mamy ¢, = 0 dla kazdego k € N, wiec limy_, o ¢ = 0. Z drugiej
strony limg_, ¢ = a,, wiec a,, = 0. Nastepnie w ten sam sposob pokazujemy,
7€ Up_1 = ... = a; = 01 zostaje nam réwnosé¢ ag = 0.

Cp = + a,.

Wazna cecha baz jest to, ze za ich pomocg mozna jednoznacznie przedstawi¢
dowolny wektor z przestrzeni liniowej:

Twierdzenie 6.9. Niech xq,xs,...,x, € X. Wowczas nastepujgce warunki sq
rownowazne:

(i) Uklad x4, ..., x, jest bazq przestrzeni X.

(i) Dla kaZdego wektora x € X istniejg jednoznacznie wyznaczone skalary
ai, ..., € K takie, zZe

r=01T1 + Q%o + ...+ QpTy.
Dowdd. Najpierw pokazemy implikacje (i) = (ii). Zatézmy, ze uktad z4, ..., z,

jest baza przestrzeni X. Wtedy X = span(xy,...,z,) i kazdy wektor z € X
jest kombinacja liniowg wektorow xq,...,x,. Zalézmy, ze mamy dwie takie

kombinacje liniowe:
n n
T = Z QL = Z BrTr-
k=0 k=0

Wowczas .
Dl = Br)ae =0
k=0
i z liniowej niezaleznosci uktadu x4, ..., r, wynika, ze
ayp =01, az=[ ..., a,=[.

Pokazemy implikacje (ii) = (i). Jezeli zachodzi (ii), to X = span(z1, ... z,).
Uzasadnimy liniowa niezaleznos¢. Jezeli

a1+ ...+ o, =0=0x+ ...+ 0x,,

to z jednoznacznosci przedstawienia wektora 0 za pomoca zy, ..., x, wynika,
ze oy =...=a, =0. O
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Twierdzenie 6.10. Zalozmy, ze x1,2o,...,x, € X. Nastepujgce warunki sq
rownowazne:

(i) uklad x1,x,, ..., x) jest bazq przestrzeni X,

(i1) uklad xy1,xs,. .., x) jest maksymalnym (w sensie inkluzji) ukladem linio-

wo niezaleznym w przestrzeni X,

(11i) uklad x1,2s, ...,z jest minimalnym (w sensie inkluzji) ukladem rozpi-
najgcym przestrzen X .

Uwaga 6.2. Sformutowanie uktad maksymalny w sensie inkluzji oznacza, ze
danego uktadu nie da sie rozszerzy¢ do wiekszego uktadu, ktory nadal spelia
podany warunek (liniowa niezaleznosé¢). Podobnie, uktad minimalny w sen-
sie wnkluzji oznacza, ze po usunieciu z niego dowolnego elementu nie bedzie
speliony podany warunek (rozpinanie przestrzeni X).

Dowdd. Implikacje (i) = (i) udowodnimy nie wprost: Jezeli uktad z, ...,z
nie jest maksymalnym uktadem liniowo niezaleznym w X, to znajdziemy wek-
tor x € X taki, ze uktad x, x4, ...,z tez bedzie liniowo niezalezny. Wowczas
x ¢ span(zy,. .., T), co jednak przeczy zalozeniu (i).

Dowéd implikacji (ii) = (i): Dla kazdego = € X uklad x,zy,...,z) jest
liniowo zalezny. Zgodnie ze stw. 6.5, z € span(zy, ..., xy), wiec uktad z1, ...,z
jest baza.

Dowéd implikacji (i) = (iii) réwniez przeprowadzamy nie wprost: Jezeli
uktad z1,..., 7, nie jest minimalny, to zawiera on poduktad z;,,...,z; roz-
pinajacy przestrzen X, przy czym r < k. Zatem X = span(xi,xo,..., 1) C
span(xj,, ..., x; ) = X iuktad (21,29, ..., 2y) jest liniowo niezalezny. Z 6.6[tw.
Steinitza] wynika, ze k < r, czyli mamy sprzecznosé.

Dowéd implikacji (iii) = (i): Nalezy pokazaé liniowa niezalezno$é uktadu
x1, ..., 2. Gdyby ten uktad byt liniowo zalezny, to ze stw. 6.4 wynika, ze jeden
z wektoréw z; bytby kombinacjg liniowg pozostalych. Wéwczas te pozostate
wektory beda rozpinaé calg przestrzen X. To jednak przeczy zatozeniu o mi-
nimalnosci uktadu xy, ..., z. O

Twierdzenie 6.11. Jezeli uktady wektorow x1,...,2, @ Y1, ..., Ym S¢ bazami
w przestrzeni X, ton = m.

Dowdod. Teza jest natychmiastowa konsekwencja wniosku 6.8. O

Definicja 6.7. Wymiarem przestrzeni liniowej X nazywamy liczbe elementow
dowolnej bazy przestrzeni X. Jezeli wymiar przestrzeni X wynosi n, to piszemy

dim X = n.

7 wezesniejszych przyktadow wynika, ze
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e dimK"” = n,

e dim K"™"™ = mn,

o dimKz], =n+ 1,

e wymiar C jako przestrzeni liniowej nad R wynosi 2.

Uwaga 6.3. Jezeli przestrzen X zawiera nieskonczony uktad liniowo niezalezny,
to méwimy, ze dim X = oo.
Przykladem takiej przestrzeni jest K[z]. Poniewaz K[x] < KX, wigc

dimK[z] = dim K* = o.

Jednakze o ile w przypadku K[z], jestedmy w stanie wskazaé baze: jest to
uktad 27, j = 0,1,2,..., to w przypadku przestrzeni KX (a takze K®) nie
jestedmy w stanie podaé konstrukcji bazy. Za pomoca lematu Kuratowskiego
- Zorna mozna jedynie pokazac, ze takie bazy istnieja.

Twierdzenie 6.12. Zalozmy, ze dim X =n < oo. Wowczas

(i) Kazdy liniowo niezalezny uklad wektoréw z X mozna uzupelnic¢ do bazy
przestrzent X.

(1) Z kazdego ukladu wektoréw rozpinajgcych przestrzen X mozna wybraé
baze przestrzeni X .

(iii) Jezeli pewne wektory xy, ..., x, € X sq liniowo niezaleine, to sq one bazqg
przestrzent X .

(iv) Jezeli pewne wektory x1,...,x, € X rozpinajg przestrzen X, to sq one
jej bazq.

Dowéd. Podpunkt (i): niech zq,...,z; € X bedzie uktadem liniowo nieza-
leznych wektorow. Rozwazamy zbior wszystkich ukladéw wektoréw postaci
X1y Thy Yktls - - -, Ym Tozpinajacych przestrzen X. Zbior tych uktadéw jest
niepsty, gdyz jako yx.1, - .. ym mozemy wzia¢ dowolna baze przestrzeni X. Ze
zbioru tych uktadéw wybieramy najkrétszy (czyli stosujemy zasade minimum).
Zgodnie z tw. 6.10 otrzymamy baze¢ przestrzeni X, ktora oczywiscie zawiera
wektory xq, ..., Tk.

(i): Jezeli X = span(zxy,...,x,), to z uktadu xy,...,z, mozemy wybraé
najkrétszy poduktad rozpinajacy X. Zgodnie z tw. 6.10 otrzymamy baze prze-
strzeni X.

(iii): Gdyby uktad x1, ..., x, nie byl baza przestrzeni X, to z (i) mogliby$my
go przedtuzy¢ do bazy. Ale wowczas otrzymalibysmy baze sktadajaca sie z
wiecej niz n = dim X wektoréw, a to jest niemozliwe na mocy tw. 6.11.
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(iv): Zgodnie z (ii) z uktadu z4, ..., x, mozemy wybra¢ baze. Gdyby baza
ta sktadata si¢ z mniej niz n wektorow, to znowu mielibySmy sprzecznos¢ z
zalozeniem, ze dim X = n. O

Stwierdzenie 6.13. Zalozmy, ze dim X < o0 1Y < X jest podprzestrzenig
lintowg. Wowczas

(1) dimY < dim X,
(i) dimY = dim X wtedy i tylko wtedy, gdy Y = X.

Dowdd. Niech uktad x4, ..., x, bedzie baza przestrzeni X. Z wniosku 6.7 wy-
nika, ze istnieje baza przestrzeni Y ztozona z wektoréw yq,...,yr € Y, przy
czym k < n. Zatem dimY < dim X.

Jezeli dimY = dim X i v,...,y, jest baza podprzestrzeni Y, to jest to
takze uktad liniowo niezalezny w X, sktadajacy sie z tylu wektorow, ile wynosi
dim X. Z tw. 6.12 (iii) wynika, ze jest to baza X, wiec X = span(yy,...,y,) =
Y. O

6.6 Przeciecie podprzestrzeni

Czesto spotykana konstrukcja podprzestrzeni liniowej jest wziecie czesci wspol-
nej wiekszych podprzestrzeni liniowych.

Stwierdzenie 6.14. Zalozmy, ze X jest przestrzeniq liniowg nad ciatem K i
Y; © X sq podprzestrzeniami lintowymi, gdzie j € J. Wowczas zbidr

Y =Y
jedJ
tez jest podprzestrzeniqg liniowg w X .

Zadanie 6.2. Udowodnij stw. 6.14.

Przyklad 6.23. Przeciecie przestrzeni macierzy trojkatnych goérnych n x n
i trojkatnych dolnych n x n daje podprzestrzen w K™" ktoérej elementy to
macierze diagonalne.

Przyklad 6.24. Przeciecie dwéch réznych plaszezyzn w R? zawierajacych 0
jest podprzestrzenia liniowa — prosta przechodzaca przez 0.

Zadanie 6.3. Udowodnij, ze w R® przeciecie podprzestrzeni funkeji parzy-
stych i funkcji nieparzystych daje podprzestrzen trywialna {0}, ktérej jedyny
element to funkcja zerowa.
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6.7 Suma i suma prosta podprzestrzeni

Poznamy teraz inny sposéb konstrukcji podprzestrzeni liniowych:

Definicja 6.8. Zatézmy, ze X jest przestrzenia liniowa nad cialem Ki U,V <
X s3 podprzestrzeniami liniowymi. Suma podprzestrzeni U i V jest to zbioér

U+V={ut+veX:uelUuveV}

Uwaga 6.4. Zatézmy, ze U 1 V to dwie podprzestrzenie liniowe w przestrzeni
liniowej X. W ogdélnosci nie jest prawda, ze

U+V=UuV.

Latwo mozna zobaczy¢, ze zawsze U u V < U + V. Ponadto, zbiér U U V nie
musi by¢ podprzestrzenia liniowg w X.

Stwierdzenie 6.15. Zalozmy, ze X jest przestrzeniqg liniowqg nad ciatem K i
U,V < X sq podprzestrzeniami lintowymi. Wowczas ich suma U + V' tez jest
podprzestrzeniqg liniowg w X .

Dowéd. Zauwazmy, ze U + V < span(U u V). Z drugiej strony, jezeli x €
span(U u V), to

rT=ou + ...+ apup + G + ...+ B
dla pewnych aq,...,a%,B1,...,00 € K, uy,...,ur, € U, vq,...,v € V. Niech
U= o + ...au € U, v=/Lv+ ...+ G eV

Teraz z = u+v € U+ V. Czyli span(U u V) < U + V. Pokazalidmy, ze
U+V = span(UuV), a wiemy, ze span(UuV) jest podprzestrzenia liniowa. [

Przyklad 6.25. W przestrzeni R? dane sg podprzestrzenie:
U = span(é, &) V' = span(éy, €3).

Wowezas R3 = U + V. Istotnie, dla # € R3 i dowolnego o € R mamy

T
T=|xg| =216 + (T2 — )& + afly + 363
- -7
x3 P9 7

iteU,veV. Zatem R® U + V. Z drugiej strony jasne jest, ze U +V < R3,
wiec ostatecznie R3 = U + V.
Zauwazmy takze, ze U n'V = span(ey).
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Uwaga 6.5. Definicje sumy dwoch podprzestrzeni mozna indukcyjnie rozsze-
rzy¢ na sume dowolnej skonczonej liczby podprzestrzeni: jezeli X jest prze-
strzenig liniowg nad R i Uy, U,, ..., Uy < U sa podprzestrzeniami liniowymi,
to okreslamy podprzestrzenie:

%:Ula
‘/2:‘/1+U27

Vi =V, + U, dlaj=2 ..k
i definiujemy
Ur+Us+ ...+ U, =V,

Réwnowaznie
U1+U2+...+Uk={U1+U2+...+UkZUj€‘/jdlaj=1,...,]€}

W przyktadzie 6.25 zauwazyliSmy, ze przeciecie podprzestrzeni U i V jest
niezerowa podprzestrzenia span(é;). Ponadto, wektory u € U i v € V takie,
ze © = u + v nie byly wyznaczone jednoznacznie. Okazuje si¢, ze te dwie
obserwacje sg ze sobg powigzane.

Stwierdzenie 6.16. Zalozmy, ze U,V sq podprzestrzeniamai lintowymsi w prze-
strzeni lintowej X nad ciatem K. Wowczas nastepujgce warunki sq rownowaz-
ne:

(i) UnV ={0},

(i) dla kaZdego wektora x € U +V wektoryuw e U iv eV takie, Ze v = u+v
sq wyznaczone jednoznacznie.

Dowdd. Pokazemy implikacje (i) = (ii): Niech z e U + V' i
r=u+v=u +, u, ' €U, wv,v' eV.

Zatemy=u—u' =v —velUnV,wieccy =0, czyliu=u"1iv =10

Teraz pokazemy implikacje (ii) = (i): zauwazmy, ze U n'V < U + V.
Zatézmy, ze y € U n'V. Istniejg wiec jednoznacznie wyznaczone wektory u e U
iveV takie, ze y = u + v. Ale y mozemy zapisaé¢ jako sume wektora z U i
wektora z V' takze na nastepujace sposoby:

y=y+0=0+y.

Skoro w i v sa wyznaczone jednoznacznie, to u = v = 0, wiec y = 0, czyli

UnV ={0}. O
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Definicja 6.9. Zal6ézmy, ze X jest przestrzenia liniowa nad ciatem Ki U,V <
X sa podprzestrzeniami liniowymi, przy czym U nV = {0}. Wéwczas méwimy,
ze podprzestrzen U + V jest sumq prostqg podprzestrzeni U i V i piszemy
U+V=UaV.

Stwierdzenie 6.17. Jezeli X jest przestrzenig liniowq nad ciatem K, U,V <
X to podprzestrzenie lintowe 1 X = U@V, to dla kazdego wektora x € X,
1stniejg jednoznacznie wyznaczone wektory w e U oraz v € V takie, zZe

T =u+u.
Dowdéd. Stwierdzenie to jest bezposrednim wnioskiem ze stw. 6.16. [
Uwaga 6.6. Jezeli dane sa podprzestrzenie liniowe Uy, ..., U, < X takie, ze

U;nU; = {0} gdy i # j, to mozna, podobnie jak w przypadku sumy skonczonej
liczby podprzestrzeni (Uwaga 6.5) zdefiniowaé sume prosta

YZUl@UQ@@UkCX

Woéwcezas dla kazdego wektora y € Y istniejg jednoznacznie wyznaczone wek-
tory uy € Uy, ..., u, € Uy takie, ze

Y =1u; +uUx+ ...+ Ug.

Przyklad 6.26. W R? rozwazamy podprzestrzenie

x 0
U= yleR: 2 +y+2=0, V = span 1
z 1

Pokazemy, ze R? = U @ V. Najpierw uzasadnimy, ze U n V = {0}. Niech

eUnV.

117:

INEENSOE

Zatem @ € U, skad x +y + 2 = 0, oraz w € V, skad @ = [0, a, a]T. Wobec
tego x = 01y = 2z = a. Ale jednoczesnie y + z = 0, wiec y = z = a = 0.
Ostatecznie w = 0. Pokazalismy, ze U n'V = 0.

Teraz wystarczy pokazaé, ze kazdy wektor [a,b,c]? € R® mozemy przed-
stawi¢ jako sume wektorow @ € U i v e V. Ze stw. 6.16 wyniknie woéwczas, ze
RE=U®V.

Wektor [a, b, c]? chcemy przedstawié¢ jako
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przy czym z + y + z = 0. Mamy zatem rownania

a=x
b=y+a«a
c=zZ+«
O=x+y+z

Z 1.1 4. rownania dostajemy y + 2z = —a, z 2.1 3. y — 2 = b — c. Dodajac i
odejmujac stronami, oraz dzielac przez 2, otrzymujemy

—a+b—c —a—b+c

i

Z 2. lub 3. réwnania wyznaczamy jeszcze

a+b+ec
5 )

Ostatecznie okazuje sie, ze wektor [a,b,c]T mozemy zapisa¢ w nastepujacy
sposob:

a a 0
—a+b—c a+b+c

b| = 2 + 5 1

c —a—b+c 1

2

Zadanie 6.4. Udowodnij, ze przestrzen R¥ jest suma prosta przestrzeni funkcji
parzystych i przestrzeni funkcji nieparzystych.

Zajmiemy si¢ teraz wymiarem sumy podprzestrzeni liniowych.

Twierdzenie 6.18. Jezeli Y, Z < X sq podprzestrzeniami liniowymsi skonczo-
nego wymiaru, to

(i) wymiary podprzestrzeni Y n Z oraz Y + Z tez sq skoticzone,
(i) dim(Y + Z) = dimY + dim Z — dim(Y n Z).

Dowdd. Poniewaz ¥ nZ < Y i dimY < oo, wiec ze stw. 6.13 wynika, ze
dim(Y n Z) < dimY < o0. Niech m = dimY n Z i przyjmijmy, ze dimY =
m+k, dim Z = m + 1. Wybierzmy uklad z1,..., 2, € (Y nZ), ktéry jest baza
Y n Z. Zgodnie z tw. 6.12 (i), uktad ten mozemy uzupemhié¢ do

e bazy x1,...,Tm, Y1, .., Yr Przestrzeni Y,

e bazy xy,...,Tm, 21,...,2 przestrzeni Z.
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Pokazemy, ze uktad xq,...,Zm, Y1, .., Yk, 21, - - -, 2 jest liniowo niezalezny. Za-
t6zmy, ze

oy + .o+ QT + B1yr + .o+ ey + 121+ ...+ 2z = 0.
Niech © = —v121 — ... — 712;. Wowczas
Ty + .o+ QT + Briyr + o+ Cel = =121 — ... — V2 = X
Zauwazmy, ze v € Z NnY, czyli x = oy + ... + a2y, — korzystamy z tego,
ze uktad zq, ..., x,, jest bazg podprzestrzeni Y n Z. Z tw 6.9 wynika, ze 3, =
... = B = 0. Tak samo pokazujemy, ze v; = ... =, = 0. Zatem

Yxy+ ...+ vz =0,

i z liniowej niezaleznosci zy, . .., x,, dostajemy, ze oy = ... = oy = 0.
Pozostalo nam zauwazy¢, ze

Y + Z =span(xy, ..., Ton, Y1y« - s Yks 215 - - - 5 215
wiec uktad x1,...,Tm, Y1, ..., Yk, 21, .., 2 jest bazg przestrzeni Y + Z i
dim(Y+2Z) =m+k+1l = (m+k)+(m+1)—m =dimY +dim Z —-dim(Y' n Z).
Tym samym pokazalismy tez, ze dim(Y + Z) < o0. ]
Whiosek 6.19. Jezeli Y, Z < X i Y nZ = {0}, to

dim(Y ® Z) = dimY + dim Z.



Rozdzial 7

Obraz, jadro 1 rzad macierzy

7.1 Obraz i jadro macierzy

Dowolng macierz A € K™" mozemy interpretowac jako funkcje
dy: K* - K™ O, (7) = AZ.

(zob. tez przykltad 4.7).

Przyklad 7.1. Niech

1 2 0
A=|-1 1 —3]|eR33.
1 0 2

e Wyznaczymy obraz funkcji @4, czyli zbiér
P4(R*) = {7 R’ : j = AZ dla pewnego z € R*} < R®.

Wezmy dowolny wektor 7 = [x1, 22, 73]7 € R3. Wowczas

1 2 0 1 1 2 0
q)A(f)Z -1 1 -3 To | = a1 -1 + Zo 1 + x3 -3
1 0 2 T3 1 0 2
Zatem
1 2 0
4 () € span —1],(1f|,-3
1 0 2

1 2 0
Y € span =1,11(,[=31],
1 2
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to istnieja «, (4,7 € R takie, ze

1 2 0 1 2 0] fa
g=al|-1[+8[1|+~v|-3|=|-1 1 =3[ |8]|ecPa(R?.
1 0 2 1 0 2 ||~
Zatem
1 2 0
Py(R¥) =span | [ -1|,|1],]-3
1 0 2

Zbiér @ 4(R3) okazal sie by¢ przestrzenig liniows.
e Wyznaczymy teraz przeciwobraz zbioru {0}, czyli zbiér
o' ({0}) = {TeR’: AT = 0} = R

Niech & = [x1, 72, 23]7. Wowcezas & € 51 ({0}) wtedy i tylko wtedy, gdy
liczby x1, 29, x3 s rozwigzaniami uktadu réwnan

T + 21’2 = 0

—x1 + x99 — 33 = 0

1 + 2z3 = 0
7, ostatniego rownania wyznaczamy x; = —2x3, a nastepnie z pierw-
szego réwnania dostajemy xo = —%:1:1 = x3. Dla takich wartosci x1, x9

srodkowe réwnanie jest spetnione. Zatem

—2373 —2
= I3 = I3 1
T3 1

Sprawdzamy, ze a[—2,1,1]7 € ®,'({0}) dla dowolnego o € R. Ostatecz-

nie
-2

©5'({0}) =span | | 1
1

Podobnie jak w przypadku obrazu, takze zbiér ®,'({0}) jest przestrzenia
liniows.

Zauwazmy jeszcze, ze z rOWNosci

1 2 0 -2 0
-1 1 -3 1 1=10
1 0 2 1 0
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mamy
0 1 2
3| =2(-1]1—-11],
2 1 0

czyli wektory rozpinajace ®4(R?) sg liniowo zalezne. Mozemy wiec napisa¢

1 2
P4(R*) =span [ [ -1, 1
1 0

Te dwa wektory sa juz liniowo niezalezne, jest to wiec baza przestrzeni liniowej
P 4(R3). Pokazalismy takze, ze

dim ® 4 (R?) = 2, dim &, ({0}) = 1.
Definicja 7.1. Rozwazamy macierz A € K"".
e Obrazem macierzy A nazywamy zbior
imA={A7e K" : 7 K"}.
e Jgdrem macierzy A nazywamy zbior
ker A = {7 e K" : A7 = 0}.
W przyktadzie 7.1 wyznaczyliSmy obraz i jadro pewnej konkretnej macierzy

A e R*3. Okazalo sie, Ze oba te zbiory sa przestrzeniami liniowymi. Jest tak
w ogblnym przypadku.

Stwierdzenie 7.1. Zalozimy, ze A e K™". Wowczas
(i) Zbior im A jest podprzestrzenig liniowg w K™.
(ii) Zbior ker A jest podprzestrzenig liniowg w K".

Dowéd. Podpunkt (i) dowodzimy nastepujaco: zatézmy, ze ¢, € im Ai«a, 3 €
K. Wystarczy pokazaé, ze ayf + (52 € im A. Z definicji im A, istniejg wektory
u, v € K" takie, ze

y = A, 7= Av.

Woéwcezas
ay + BZ = aAu + [AU = A(at) + A(BU) = A(ad + (0) € im A.

Podpunkt (ii) dowodzimy nastepujaco: zatézmy, ze @,V € ker A i o, § € K.
Wystarczy pokazac, ze au + (v € ker A. Mamy

Alail + B7) = aAil + BAT=a -0+ -0 = 0.
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Przyktad 7.2. Niech I, € K™" to macierz jednostkowa. Wéwczas
im I, = K", ker I,, = {0} < K".
Uwaga 7.1. Jezeli macierz A € K™" zapiszemy w postaci blokowo-kolumnowej:
A= [dy, ..., d,], a, € K™,
to, dla Z = [x1,...,7,]" € K" mamy
AZ = x1dy + ... + X0y,
Podprzestrzen im A jest wiec rozpieta przez kolumny macierzy A.

Stwierdzenie 7.2. Zaléimy, e A € K™" dimker A = k i uklad wektorow

Uy, ..., Ur € K™ jest bazg podprzestrzeni ker A. Uktad ten uzupetniamy wekto-
rami U1, - - -, Uy, do bazy catej przestrzent K". Wowczas uktad n—k wektorow
Yps1 = Algyr, .., Yo = A, e K™

jest bazq podprzestrzeni im A.

Dowdéd. Pokazemy najpierw, ze im A = span(yjy1,- .-, Yn). Inkluzja ,>7 jest
oczywista. Zaltozmy, ze y € im A. Istnieje ¥ € K" takie, ze y = AZ. Ponie-
waz uktad uq, ..., U, jest bazg przestrzeni K", istniejg skalary aq, ..., «,, dla
ktorych

T = 04117;1 + ...+ ozkﬁk + ak+lﬁk+1 + ...+ Oénﬁn.
Wobec tego

U= Aoty + ... + il + Qp1Uyr + ... + Qpily)
= At + ... + apAu + ap 1 Atk + ..+ o Al
= ap1 At + ... + @, Al
= Qpy1Ur+1 + -+ 0

€ Span (Y1, - - - 5 Un)-

Pozostaje nam pokazaé, ze uktad 4,1, ..., ¥y, jest liniowo niezalezny. Zatézmy,
ze 0= Bri1Yrs1 + - .- + Buyn dla pewnych skalaréw Giiq, ..., 5, € K. Mamy

0= Bet1Ups1 + .- + Bulin
= 5k+1Aﬁk+1 + ...+ 571/42_[71

= A(Brs1Ur1 + - .. + Bulin).
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Zatem U = Oy 1Upi1+ ...+ Ootl, € ker A. Istniejg wiec skalary (1, ..., O takie,
ze U= [ty + ...+ Oty 1

fruy + .+ Grtly, — Bry1tsr — - — Butly = 0.
Poniewaz uktad uq, ..., u, jest liniowo niezalezny, jako baza przestrzeni K", z
ostatniej réwnosci wynika, ze Bgi1 = ... = 8, = 0. Tym samym pokazalismy
liniowg, niezalezno$¢ wektorow yii1, ..., Yn- O]

Wnhioskiem z powyzszego faktu jest nastepujace wazne

Twierdzenie 7.3 (Twierdzenie o wymiarze obrazu i jadra). Niech A € K™".
Wowczas
dimim A + dimker A = n.

Dowdd. Na mocy stw. 7.2 wystarczy zauwazy¢, ze baza im A ma tyle samo
elementow, ile potrzeba, aby uzupetni¢ baze ker A do bazy calej przestrzeni
K™, m

7.2 Rzad macierzy
Definicja 7.2. Rozwazamy macierz A € K™". Rzqgd macierzy A jest to liczba
rank A = dim(im A).

Zgodnie z tw 6.12, podpunkt (ii) i tw. 6.10, podpunkt (ii), rzad macierzy
A jest réwny maksymalnej liczbie liniowo niezaleznych kolumn tej macierzy.
Pokazemy teraz, ze rzad macierzy moglibySmy zdefiniowaé réwnowaznie jako
maksymalna liczbe jej liniowo niezaleznych wierszy (jako elementéw przestrze-
ni Kb, lub, inaczej méwiac, jako maksymalng liczbe liniowo niezaleznych
kolumn macierzy AT (lub Af):

Twierdzenie 7.4. Dana jest macierz A € K™". Wowczas
rank A = rank A7 = rank AT,
W dowodzie wykorzystamy nastepujacy fakt:
Lemat 7.5. Zaléimy, ie A e K™". Wéwczas im A? ker A = K" oraz
ker A nim A® = {0}.

Dowéd lematu. Zatézmy, ze i € ker A nim A”. Oznacza to, ze Ay = 0 oraz
istnieje & € R™ taki, ze A% = . Zauwazmy tez, ze gdy ¥ = [y1,...,yn]’, to
JT =Ty + o T = [P+ [yl

7=0 wtedy i tylko wtedy, gdy 774 =0 (7.1)
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Mamy
gy = (A"5)" A7 = 3T AAT 7 = 27 (Ag) =77 -0 = 0.
Zatem ¢/ = 0, czyli ker A nim A = {0}. ]
Dowdéd tw. 7.4. Pokazemy najpierw, ze
rank A = dimim A > dimim A" = rank A,

Poniewaz taka sama zalezno$c¢ jest prawdziwa, gdy macierz A zastgpimy ma-
cierzg A” | wiec wynika stad, ze rzedy obu macierzy sg réwne.

W przestrzeni K" konstruujemy baze uy,...,u, w nastepujacy sposob:
niech s = dimker Air — s = dimim A”. Teraz

e wektory uy,...,us wybieramy jako baze podprzestrzeni ker A,

o wektory @si1,...,4u, wybieramy jako baze podprzestrzeni im A”. Za-
uwazmy, ze wobec lematu 7.5 ker A n im A¥ = {0}, wicc uklad
Wy .., U, Usst,-..,U jest baza podprzestrzeni ker A @im A7 < K",

e wektory w,,1,...,u, to uzupelnienie ukladu ui,...,u, do bazy calej
przestrzeni K”.

7, powyzszej konstrukeji wynika, ze uktad usyq,..., U, Upi1,..., U, to uzupet-
nienie bazy podprzestrzeni ker A do bazy catej przestrzeni K". Wobec stw. 7.2,
uktad Atsyq, ..., Ad, jest baza podprzestrzeni im A. Pokazalismy wiec, ze

dimimA=n—s>r—s=dimim A".

Na zakonczenie pozostaje nam zauwazy¢, ze dimim A = dimim A”. Dowéd
tego faktu pozostawiamy jako proste ¢wiczenie. O]

Uwaga 7.2. Lemat 7.5 wykorzystuje fakt, ze K jest cialem liczb zespolonych
lub rzeczywistych — w dowodzie tego lematu korzystamy z tego zatozenia w
warunku (7.1). Tym samym twierdzenie 7.4 pokazaliémy tylko w przypadku
K =RIlub K = C (lub K = Q). Nalezy jednak zaznaczy¢, ze twierdzenie to
jest prawdziwe dla macierzy K", gdzie K jest dowolnym cialem. W ogdlnym
przypadku dowdd jest troche bardziej skomplikowany.

Zadanie 7.1. Zalézmy, ze A € K™". Pokaz, ze

K" = ker A@® im A”
K™ = ker A” @im A.



ROZDZIAL 7. OBRAZ, JADRO I RZAD MACIERZY 69

7.3 Macierze nieosobliwe

Ponizsze twierdzenie zawiera szereg warunkéw réownowaznych nieosobliwosci
macierzy.

Twierdzenie 7.6. Niech A € K™". Nastepujgce warunki sq rownowazne:
(i) Macierz A jest nieosobliwa.
(i) im A = K.
(#i) rank A = n.
(i) ker A = {0}.
(v) Kolumny macierzy A sq liniowo niezalezne
(vi) Kolumny macierzy A rozpinajg przestrzen K.
(vii) Macierz AT jest nicosobliwa.
(viii) Wiersze macierzy A sq liniowo niezalezne.
(iz) Wiersze macierzy A rozpinajq przestrzen K1m.

(r) Dla kaZdego wektora b € K" uklad réwnarn AT = b ma jednoznaczne
rozwigzanie.

Dowdd. (i) = (ii): Zapiszmy macierz A~! w postaci blokowo - kolumnowe;
Ail = [61,...,5n], ngK”.

Wéwezas

—

(€1, =1, = AA™ = Aby, ..., b,] = [Aby, ..., Aby].
Zatem Agj =¢;dlaj=1,2,...,n, co oznacza, ze
imA > span(Agl, o ,Al;n) = span(eéy, ..., e,) = K",

a wiec im A = K".

(ii) = (iii): skoro im A = K" to rank A = dimim A = dim K" = n.

(iii) = (iv): z tw. 7.3 wynika, ze dimker A = n — rank A = 0, co oznacza,
ze ker A = {0}.

(iv) = (v): Niech A = [dy, ..., dy], gdzie d; € K" i zalézmy, ze y1d; + ... +
Ynln = 0 dla pewnych skalaréw 71, ..., v,. Niech & = [y1,...,7.]T. Wowczas
AZ =0, czyli ¥ e ker A. Zatem ¥ =01y = ... =, = 0. Kolumny macierzy
A sg wiec liniowo niezalezne.
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(v) = (vi): skoro kolumny macierzy A sa liniowo niezalezne jako wektory z
K™ i jest ich n = dim K", to stanowia one baze przestrzeni K" i w szczegdlnosci
ja rozpinaja.

(vi) = (i): Niech A = [dy,...,d,], gdzie @; € K". Dla j = 1,2,...,n istnieja
skalary b, ;, i = 1,2,...,n, takie, ze dla wektora l;j = [b1j,- - bnj )"

& = by @y + ... + by dn = Ab;.

Zatem I, = [Aby, ..., Aby] = A[by, ..., b,] i mamy A=' = [by, ... by].

(i) < (vii): Macierz odwrotna do AT to (A™!)T. Jezeli B = (AT)™! to
At =BT,

(vii) = (viii): stosujemy (i) = (v) do macierzy AT

(viii) = (ix): stosujemy (v) = (vi) do macierzy AT

(ix) = (vii): stosujemy (vi) = (i) do macierzy A7T.

[

Stwierdzenie 7.7. Zatozimy, ze M € K™" A e K™™ B e K™ oraz macierze
A i B sq nieosobliwe. Wowczas

(i) ker M = ker(AM),
(i7) im M = im (M B).

Dowad. (i): Jezeli © € ker M, to MZ = 01 AMZ = A0 = 0. Zatem ker M <
ker(AM). Macierz A jest nieosobliwa, wiec ker A = {0}. Niech Z € R" bedzie
takim wektorem, ze AMZ = 01ioznaczmy iy = Mx. Wtedy Ay = 0, wiec yy = 0,
czyli MZ =01 & € ker M. Pokazalidmy inkluzje ker(AM) < ker M.

(ii): Zatézmy, ze i € im (M B). Wtedy 4 = M Bt dla pewnego wektora
t € K" Niech Z = Bt. Wowczas § = MZ, czyli § € im M. Pokazalismy, ze
im (M B) c im M. Zalézmy teraz, ze ¢ € im M, czyli istnieje ¥ € R™ taki, ze
i = MZ. Macierz B jest nicosobliwa, wiec im B = K”. Istnicje wiec t € K"
taki, ze # = Bf. Wobec tego j = M Bt € im (M B). Zatem takze im M <
im (M B). O
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7 twierdzenia 7.7 i zadan 4.6, 4.7 otrzymujemy
Whniosek 7.8. Niech M € K™". Woéwczas
(i) operacje elementarne na wierszach macierzy M nie zmieniajq jej jodra,
(i1) operacje elementarne na kolumnach macierzy M nie zmieniajq jej obrazu.

Dowaod. Wystarczy zauwazy¢, ze operacje na wierszach odpowiadaja mnozeniu
macierzy M z lewej strony przez pewna macierz nieosobliwg A € K™™, na-
tomiast operacje na kolumnach odpowiadaja mnozeniu macierzy M z prawej
strony przez pewng nieosobliwg macierz B € K™". O]

7.4 Pelna grupa liniowa

Pokazemy teraz, ze macierze nieosobliwe z K™" tworza grupe z dziataniem
mnozenia macierzy.

Stwierdzenie 4.2 moéwi, ze zbiér macierzy nieosobliwych w K™" jest za-
mkniety ze wzgledu na iloczyn macierzy. Ze stw 4.1 wiemy, ze iloczyn macierzy
w K™" jest dziataniem tacznym i macierz identycznosciowa I, jest elementem
neutralnym tego dziatania. Nie udowodniliémy jednak dotad, ze macierz od-
wrotna do macierzy nieosobliwej tez jest macierza nieosobliwa. Uczynimy to
wtasnie teraz.

Stwierdzenie 7.9. Zaléimy, ze A, B € K™", macierz A jest nieosobliwa i
AB = I,,. Wowczas takze macierz B jest nieosobliwa.

Dowdd. Skoro macierz A jest nieosobliwa, to, na mocy tw. 7.6 (iv) ker A = {0}.
Pokazemy, ze takze ker B = {0}, co jest rownowazne z tym, ze macierz B jest
nieosobliwa. Niech i € ker B. Wowczas

F= 1,7 =(AB)-f= A(B-5) = A-0 =0,
Zatem istotnie ker B = {0}. O

Powyzsze stwierdzenie méwi, ze dla kazdej macierzy nieosobliwej A € K™"
jej macierz odwrotna B = A1 tez jest nieosobliwa. Zatem zbiér wszystkich
macierzy nieosobliwych n xn o elementach z ciala K jest zamkniety ze wzgledu
na iloczyn macierzy i z I,, jako elementem neutralnym spelnia wszystkie aksjo-
maty z definicji grupy (1.1). Grupa macierzy odwracalnych n x n o elementach
z ciala K jest zapisywana jako GL(n,K); nazywana jest pelng grupg liniowg
lub ogdlng grupq liniowq.

Uwaga 7.3. Teraz ze stw. 1.1 wynika, ze jesli A € K™" jest nieosobliwa, B €
K™" to AB = I,, wtedy i tylko wtedy, gdy BA = I,,.
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7.5 Istnienie i jednoznacznosé rozwigzan ukta-
déw réwnan liniowych

Uzywajac poje¢ macierzy odwracalnej, obrazu, jadra i rzedu macierzy mozna
sformutowaé¢ warunki konieczne i dostateczne na istnienie i jednoznacznosé
rozwigzan uktadéw réwnan liniowych.

Ponizsze stwierdzenie charakteryzuje oznaczone kwadratowe uktady réw-
nan liniowych.

Stwierdzenie 7.10. Macierz A e K" jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdego wektora b uktad rownan AT = b ma dokladnie jedno rozwigzanie

—

x.

Dowdd. Jezeli macierz A jest nieosobliwa, to wektor & = A jest rozwiaza-
niem. Ponadto, jezeli ¢ jest rozwiazaniem uktadu Az = b, to

7=A"YAp) = A" =7,

wiec T jest jedynym rozwigzaniem.

Zatozmy, ze dla kazdego b e K" uklad A7 = b ma rozwigzanie. Niech
Gy ..., Cy to rozwiagzania dla b = €}, ..., €, (czyli jako gbierzemy kolejne ko-
lumny macierzy I,,). Niech C' = [é),. .., ¢,]. Wowczas

AC = [Ady, ... A& = [6,.... 2] = L.
Zatem A~ = C. m

Twierdzenie 7.11 (Twierdzenie Kroneckera-Capellego). Uklad réwnarn AT =
b jest niesprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy

rank A = rank[A | b].

Dowéd. Niech A = [a@y, ..., d,], gdzie @; € K". Zauwazmy, ze im A < im [A | b,
wiec zawsze rank A < rank[A | b].

Zalézmy, ze rank A = rank[A | b]. Wowczas im A = im [A | b], skad wynika,
ze beim A = span(dy, ..., d,). Istnieja wiec 1, ..., x, € K takie, ze

b=x1&'1+...+xn&'n,

co mozna zapisaé jako Ax = b.
Jezeli natomiast istnieje ¥ € K" taki, ze A¥ = b, to

b=uxzd1+ ...+ x,d,,

—

czyli b e span(dy, ...,d,) = im A. Tym samym im A = im [A | b] i rank A =
rank[A | b]. O



ROZDZIAL 7. OBRAZ, JADRO I RZAD MACIERZY 73

Uwaga 7.4. Twierdzenie Kroneckera-Capellego mozna réwnowaznie sformuto-
wal w nastepujacy sposob: uktad Ax = b ma rozwiazanie wtedy i tylko wtedy,
gdy beimA.

Zajmiemy sie teraz jednoznacznoscig rozwigzan uktadéw rownan liniowych
(Czyli zbadamy, kiedy dany ukltad réwnan jest oznaczony). Zatézmy, ze uktad
réwnatt A7 = b jest niesprzeczny i posiada dwa rézne rozwiazania ¥ oraz .
Wowcezas

0=b—b= AT — Al = A(T — 7).
Zatem ¥ — U € ker A.
Z drugiej strony, jezeli Z jest rozwigzaniem danego ukladu, natomiast ¢ €

ker A, to . B
A +1) = AF+ At=0b+0=b,

wiec wektor @ + ¢ tez jest rozwiazaniem ukladu A7 = b.
Pokazalismy

Stwierdzenie 7.12. Niesprzeczny ukiad rownan jest oznaczony wtedy i tylko
wtedy, gdy ker A = {0}.

Natomiast dla dowolnego niesprzecznego uktadu réwnan prawdziwe jest:

Stwierdzenie 7.13. Jezeli wektor T jest rozwigzaniem uktadu réwnan AT = l;,
to kazde inne rozwigzanie tego uktadu jest postaci

i+t
gdzie t € ker A.

Przyktad 7.3. Wr6¢émy do uktadu rownan z przyktadu 5.1:

r1T + X2 + T3 = 3
207 — 9 + 4x3 = b
31’1 + 51’3 = 8
lub AZ = b dla
1 1 1 3
A=1|2 =1 4|, b=]5
3 0 5 8

Znamy 2 rozwiazania tego uktadu: 7 = [1,1,1]7 i ¢ = [—4, 3,4]T. Wobec tego

5
T—y=|—-2|ekerA.
-3
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Ponadto, tatwo sprawdzi¢, ze rzad macierzy A jest wiekszy niz 1, a skoro
dim(ker A) > 1, to rank A = 2, wiec dim(ker A) =1 i

5
ker A = span -2
-3

Wobec tego kazde rozwiazanie tego uktadu rownan jest postaci

al 1 5
To | = 1l +a|—2
T3 1 -3



Rozdzial 8

Wyznaczniki

8.1 Definicja i podstawowe wlasnosci

Niech A € K™" bedzie macierzg kwadratowa. W tym rozdziale umawiamy
sie, ze dla 4,5 = 1,2,...,n przez A;; bedziemy oznacza¢ macierz kwadratowa
z K17~ powstala z macierzy A poprzez usuniecie i-tego wiersza i j-tej
kolumny.

Definicja 8.1. Niech n = 1,2,3,... 1 A = [a;;]},—; € K"". Wyznacznik
stopnia n jest to funkcja det = det,, : K™ — K zdefiniowana rekurencyjnie w
nastepujacy sposob:

e dlan=1
detq[ay 1] = a1,

e dlan>1

detnA = Z(—l)HiaM : detn_lAm (8]_)
i=1

Wzér (8.1) nazywamy rozwinieciem Laplace’a wyznacznika macierzy A
wzgledem pierwszej kolumny.

Przyktad 8.1. Jezeli A = lz Z], to

deto A = a - detq[d]| — ¢ - dety[b] = ad — be.
Przyklad 8.2. Jezeli A € K33,
11 Q12 413

A= Q21 Q22 0Aa23 |,
31 G32 0433

75
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to

detsA = aydety [cm a2,3] — g dety {GLQ ‘11,3] + azdety [CLLQ al?g}

azo 33 azo Aa3;3 Q29 023
= (1,10220G3,3 — A1,102303,2 — 42,101,203 3

+ Q2,101,3032 + A3,101,2023 — A3,101,3022.

Stwierdzenie 8.1. Jezeli macierz A = [a;;]i; € K" jest diagonalna lub
trojkgtna gorna, to

detnA = ﬁ[ Q-
i=1

Dowdd. Stosujemy indukcje wzgledem n i korzystamy z definicji wyznacznika.

]

Stwierdzenie 8.2. Jezeli w macierzy A € K™", gdzie n = 2, zamienimy
miejscami dwa wiersze, to jej wyznacznik det, A zmieni znak.

Dowdd. Stosujemy indukcje wzgledem n. Sprawdzamy bezposrednio, ze teza
zachodzi dla 2. Zatézmy, ze teza zachodzi dla n — 1. Niech B oznacza macierz
otrzymang z A poprzez przestawienie k-tego i [-tego wiersza, przy czym k < [.
7, zatozenia indukcyjnego

detn,18i71 = —detn,lAi,l dla 7 #* k, [.
Ponadto

e macierz By, mozemy otrzymac z A; ; poprzez | —k—1 przestawien wierszy
(Jakie to przestawienia?), wiec

det,—1By,1 = (—1)""*det,, 1 A 1;

e macierz B;; mozemy otrzymaé¢ z Ay, poprzez | — k — 1 przestawien
wierszy, wiec
detn,181,1 = (—1)lik71detn,1Ak71.



ROZDZIAL 8. WYZNACZNIKI 7

Zatem

(_1)1+ibi,1detnlei,1

NgE

det,, B =

~

I
P I

(=1)"*"b; 1det,,—1 Bi

k,l
+ (=1)"**by, 1det,, 1 Bg + (—1)"*by 1 det,, 1 By

n

= — Z (—1)1+jai,1detn_1A1,j

j=i
i#k,l

+ (—1)la571detn_114171 + (—1)kak71detn_1Ak71

~.
—_

.

(—1)1+iai71detn_1Ai,1

NgE

1

= — det, A.

<.
Il

]

Whiosek 8.3. Jezeli macierz A € K™" ma dwa identyczne wiersze, to det,, A =
0.

Dowdéd. Zamieniajgc miejscami dwa identyczne wiersze macierzy A zmieniamy
znak jej wyznacznika nie zmieniajgc samej macierzy. Zatem det, A = —det,, A,
czyli det,, A = 0. n

Niech S,, oznacza zbiér wszystkich permutacji zbioru {1,2,...,n} (czyli
bijekcji tego zbioru na siebie)

Lemat 8.4. Wyznacznik macierzy A € K™" mozemy zapisa¢ w postaci

det, A = Z Qp - A1p(1)A2,p(2) - - - U p(n)s (8.2)

PESR
gdzie o, € {—1,1}.

Dowdéd. Stosujemy zasade indukcji. Dla n = 1,2 sprawdzamy teze bezposred-
nio, odwotujac sie do definicji wyznacznika. Dla n > 2, zgodnie z zalozeniem
indukeyjnym dla n—1, wyznacznik macierzy A; ; w rozwinieciu Laplace’a (8.1)
mozemy zapisaé jako

detn,lAl,j = Zapl_[ai,p(i), ap € {—1, 1},
p =2

gdzie sumowanie przebiega wszystkie bijekcje

p:{2,....n}—>{1,....5—1,7+1,...,n}.
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Kladac p(1) = j rozszerzamy p do permutacji zbioru {1,2,...,n} i wtedy

Qa5 ° detn_lALj = Z Qp H Qi p(3)s
p =1
przy czym sumowanie przebiega wszystkie permutacje p zbioru {1,2, ..., n} ta-
kie, ze p(1) = j. Sumujac po j = 1,2,...,n otrzymujemy wszystkie permutacje
z Sy, czyli teze indukcji. ]

Uwaga 8.1. Mozna pokazaé, ze liczba «, we wzorze (8.2) to znak permuta-
cji p € Sy jezeli permutacje p zapiszemy jako zlozenie k transpozycji, to
a, = (—1)*. Definicja ta jest poprawna, gdyz zadnej permutacji nie da sie
przedstawic¢ jako zlozenia transpozycji na dwa sposoby réznigce sie parzysto-

Scig liczby wystepujacych w nich transpozycji.

Twierdzenie 8.5. Niech A = [dy,ds,...,d,] € K™, gdzie @; € K" i be K™,
v e K. Wowczas

(i) dety[dy, ... @1, d@; + bsy@jet, . - s )
= det,[@y,...,@;1,d;, 8541, - 0n)
+ dety[@r, .. @1, by, @jsrs - - o ),
(i) detn[@y,. .., @1, Y8;, dji1, - -, ]
= ydety[dr, ..., dj_1,0j,Aj41,- -, an).

Te same wiasnosci zachodzq dla wierszy macierzy.
Dowdod. Teza wynika z lematu 8.4. O

Whiosek 8.6. Jezeli macierz A € K™ ma zerowq kolumne lub zerowy wiersz,
to det, A = 0.

Dowéd. Wobec podpunktu (ii) tw. 8.5, det,, A = c-det,, A dla dowolnego skalara
c € K, wiec det,,A = 0. O

Whniosek 8.7. Jezeli A, D € K™ i macierz D = diag(dy,...,d,) jest diago-
nalna, to

det,(AD) = det,(DA) = det,, D - det, A = d; ...d, - det, A.

Dowdd. Mnozac macierz A z lewej strony przez D, mnozymy -ty wiersz macie-
rzy A przez d;. Mnozac A przez D z prawej, mnozymy j-ta kolumna macierzy
A przez d;. [
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Whiosek 8.8. Jezeli Ae K" i aekK, to
det,(aA) = o™ - det, A.
Whniosek 8.9. Jezeli A e K™ i A = [dy,...,d,] dlad; € K", to dlace K i
Jj#k
detn[&'l, ce ,Eij + C&k, dj+1, ce ,d’n] = detnA

Inaczej méwiac, jezeli do pewnej kolumny macierzy A dodamy inna po-
mnozong przez skalar, to wyznacznik nie ulegnie zmianie. Ta sama wtasnos¢
przystuguje wierszom macierzy.

Stwierdzenie 8.10. Jezeli macierz A € K™" jest osobliwa, to det, A = 0.

Dowad. Jezeli A jest osobliwa, to pewna jej kolumna, np. day, jest kombinacja
liniowg pozostatych kolumn, czyli

6k = Z O!j(i}'.
Jj#k

Odejmujac od k-tej kolumny macierzy A pozostale pomnozone przez skalary
a; otrzymamy, na mocy wniosku 8.9 macierz o takim samym wyznaczniku,
co macierz A. Otrzymana macierz bedzie miata zerowa kolumne, a wiec jej
wyznacznik bedzie réwny 0, co wynika z wniosku 8.3. O

8.2 Wyznacznik a operacje elementarne

Jak pamietamy, dla macierzy

w1
W2

A= e K»m, gdzie w; € KM,
Wy,
przeksztalcenia
(I) zamiana miejscami dwoch wierszy: wy < wy,

(IT) pomnozenie wiersza przez niezerowy skalar: wy — a - wy, a € K|

(III) dodanie do pewnego wiersza innego pomnozonego przez skalar: wy —
wy + Bwy.

nazywamy operacjami elementarnymi na wierszach macierzy. Kazda z tych
operacji mozemy zapisaé jako iloczyn macierzy E - A, gdzie F € K™" jest
pewng macierzg nieosobliwg. Korzystajac z postaci tych macierzy i definicji
oraz udowodnionych do tej pory wlasnosci wyznacznika mozna sprawdzi¢, ze
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e jezeli E jest macierza operacji wy < wy, to det, F = —1;

e jezeli F jest macierza operacji wy — « - wy, to det, F = «;

e jezeli I/ jest macierza operacji wy — wy + Pwy, to det, E = 1;
Zgodnie z powyzej udowodnionymi faktami zachodzi:
Stwierdzenie 8.11. Niech A € K™". Woéwczas

(i) jezeli E jest macierzq operacji wy, <> wy, to

det,(EA) = —det, A = det, F - det, A;

(i1) jezeli E jest macierzq operacji wy, — « - wy, to

det,(FA) = a - det, A = det, F - det, A;

(i11) jezeli E jest macierzq operacji wy, — wy + [Swy, to

det,(FA) = det, A = det, F - det, A.

Twierdzenie 8.12. Jezeli macierz A € K™ jest nieosobliwa, to istniejg ma-
cierze operacyi elementarnych Ey, ..., E, opisane powyzej, takie, Ze

A=FEFE._1...F

1 wowczas .
det, A = | [ detn B (8.3)

j=1
W dowodzie tego twierdzenia wykorzystamy nastepujacy

Lemat 8.13. Niech B e K¢k, C e K, D e KF! oraz

_|B D k+lk+1
A—[O O]EK .

Wowczas macierz A jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy macierze B 1 C
sq nieosobliwe.

Dowdd. Jezeli macierz A jest nieosobliwa, to jej wiersze sa liniowo niezalezne,
wiec wiersze macierzy [0 C] € KW tez sa liniowo niezalezne, wigc wiersze

macierzy C' tez sg liniowo niezalezne, co oznacza, ze macierz C' tez jest nieoso-
bliwa. Analogicznie, powotujac sie na liniowg niezaleznos¢ kolumn, dowodzimy,

ze macierz B jest nieosobliwa.
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Zatozmy, ze B 1 C' sa nieosobliwe. Wowczas ker B = {0} i kerC' = {0}.
Wystarczy wykazaé, ze ker A = {0}. Zalézmy, ze T € ker A, gdzie ¥ = [g :

@ e KF, v e K'. Wowcezas

. [B D] [&] [Bi+Di
osee[2 2[4 [77]

Zatem Cv = 01 Bu + Dv = 0. Wynika stad, ze v € kerC, czyli v = 0 i
Biu+ Dv = Bu = 0, czyli 4 € ker B. Zatem @ = 01 ¢ = 0, wiec £ = 0. To
oznacza, ze ker A = {0}. O

Dowaéd twierdzenia 8.12. Udowodnimy najpierw, ze macierz nieosobliwa A jest
iloczynem macierzy operacji elementarnych. Stosujemy indukcje wzgledem n.
Dlan = 1 macierz A = [ay 1] jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy a1 1 # 0.
Wowcezas A jest macierzg operacji elementarnej wy — a1 - ws.

Zalozmy teraz, ze kazda macierz nieosobliwa C' € K" 177! jest iloczynem
pewnej liczby macierzy operacji elementarnych. Niech A € K™" bedzie ma-
cierza nieosobliwa. Wykazemy, ze macierz A jest iloczynem macierzy operacji
elementarnych.

Przyjmijmy, ze A™' = [a;;] — to tez jest macierz nieosobliwa. Wérod ele-
mentéw w pierwszej kolumnie macierzy A~! co najmniej jeden jest niezerowy.
Zamieniajac dwa wiersze mozemy sprawi¢, ze ten element niezerowy znajdzie
sie w komércee (1,1). Mnozac pierwszy wiersz przez skalar mozemy sprawié, ze
element w koméree (1, 1) bedzie réwny 1. Nastepnie za pomoca elementu (1, 1)
zerujemy elementy (2,1),(3,1),...,(n,1), odejmujac pierwszy wiersz pomno-
zony przez odpowiednie skalary od pozostatych. Inaczej méwigc, za pomoca
serii operacji elementarnych o macierzach Ej,..., E, sprowadziliSmy macierz
A~1 do postaci

[(1) g] =E, ....-E - A" De KMl C el

Ta macierz jest nieosobliwa, gdyz jest iloczynem macierzy nieosobliwych F;
oraz A71. Wobec lematu 8.13 macierz C jest nieosobliwa i spelnia zaloze-
nie indukcyjne. Istniejg wigc macierze operacji elementarnych Fj, q,..., F, €
K17 =1 takie, ze

C=Fyr-...-F,=Fy1-...-F.- Iy,

Macierze F; ! tez sa macierzami operacji elementarnych, podobnie jak i ma-
cierze

1 0 non .
Eiz[o Fi_I]EK , 1=p+1,...,7
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1 D 1 D
E,,- et Ep+1 . |:0 C:| = |:O In_1:| ) (84)

gdyz macierze 41, ..., I, operuja tylko na wierszach od 2 do n i sprowadzaja
macierz C' do macierzy I,, zgodnie ze wzorem

Ponadto

FElte o FELC=F"' . F Fp-...-F-1,=1,

T p+1

Pozostaje zauwazy¢, ze w macierzy w réwnaniu (8.4), odejmujac wiersze 2, ..., n
pomnozone przez odpowiednie skalary od pierwszego otrzymamy macierz I,,.
Inaczej mowiac, istnieja macierze operacji elementarnych E, 1, ..., Fr 1 ta-
kie, ze
1 D
Er-i-n—l Tl ET+1 ’ |:0 In—1:| = [n
Wykazalismy wiec, ze
Eovni oo By B By By By - AT =1
To oznacza, ze
A=F, ...  E1.
Wykonalisémy krok indukcyjny.

8.3 Dalsze wtasnosci wyznacznika

7 twierdzenia 8.12 wynika wiele waznych wtasnosci wyznacznika.

Twierdzenie 8.14. Macierz A € K™" jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy,
gdy det, A # 0.

Dowdd. Jezeli macierz A jest osobliwa, to det,, A = 0, na mocy stw. 8.10. Jezeli
macierz A jest nieosobliwa, to ze stw. 8.11 i tw. 8.12 wynika, ze A = E, ... Ey,
idet,Fj #0dlaj=1,...,7oraz det, A = [ [}_, det, E}, wigc det,, A # 0. O

Twierdzenie 8.15. Dla dowolnej macierzy A € K™" zachodzi réwnosc
det,, A = det, (A").

Dowéd. Jezeli macierz A jest osobliwa, to macierz AT takze i ze stw. 8.10
wynika, ze det, A = 0 = det, AT. Jezeli macierz A jest nieosobliwa, to z tw 8.12
wynika, ze istnieja macierze operacji elementarnych £}, takie, ze A = E,. ... E.
Ponadto

det, A = 1_[ det, E;.

j=1
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Jednoczesnie AT = ET ... ET i macierze EJT tez sa macierzami operacji ele-
mentarnych oraz det, (E]) = det, E;. Zatem

det, A" = | [det, E] = [ [det,E; = det, A.
j=1

n
j=1
[l

Wobec tw. 8.15, wszystkie wtasnosci wyznacznika, ktore dotyczyty kolumn
macierzy, maja swoje odpowiedniki dla wierszy.
Korzystajac z tw. 8.15 1 stw. 8.1, otrzymujemy:

Stwierdzenie 8.16. Wyznacznik macierzy trojkgtnej A € K™ jest rowny
tloczynowi jej elementow na przekgtner.

Twierdzenie 8.17 (Twierdzenie Cauchy’ego). Jezeli A, B € K™, to
det, (AB) = det, A - det,, B.

Dowaéd. Jezeli macierz A jest osobliwa, to macierz AB tez jest osobliwa, gdyz
dim(im A) < n oraz im (AB) < im A, wiec dim(im (AB)) < n. Zatem det, A =
0 = det,(AB) i teza w oczywisty sposob zachodzi.

Zat6zmy, ze macierz A jest nieosobliwa. Z lematu 8.12 wynika istnienie
macierzy operacji elementarnych Fy,..., E, € K™" takich, ze A = E,.... Fy,
oraz

det,, A = H det, F;.

J=1

Ponadto, dla kazdej macierzy C' € K™" i kazdej z macierzy E; zachodzi
det,(E; - C) = det, £} - det,,C.
Zatem

det,(AB) = det,(F, ... - Ey - B) =
= detn(Er) : detn(Er_l ot El : B) =...=
et, B, ... -det,F; - det,B = det,A - det,B.

(oW

O
Stosujac twierdzenie Cauchy’ego do macierzy B = A™!, otrzymujemy

Whniosek 8.18. Jezeli macierz A € K™™ jest nieosobliwa, to

det,(A™") = (det, A)~".
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7 tego wniosku i tw. Cauchy’ego otrzymujemy kolejny:
Whniosek 8.19. Jezeli A e K™, to
det, (A*) = (det, A)*,
przy czym k € 7 jezeli A jest nieosobliwa i k = 1,2,... jezeli A jest osobliwa.
Zadanie 8.1. Niech A e K™™ B e K™" (C e K™". Udowodnij, ze
det,, 1 n [81 g] = det,, A - det,,C.

8.4 Rozwiniecia Laplace’a

Wyznacznik mozna przedstawi¢ jako rozwiniecie Laplace’a wzgledem dowol-
nego wiersza lub dowolnej kolumny:.

Twierdzenie 8.20 (Rozwiniecia Laplace’a). Dla dowolnej macierzy A € K™

detnA = Z(—l)iJerLi,jdetn,lAi,j dla 1 = 1, 2, o, n (85)
j=1
oraz
detnA = Z(—l)”jai,jdetn_lfli,j dla ] = 17 2, .o,n (86)
i=1

Szkic dowodu. Rozwiniecie z definicji wyznacznika to wzér (8.5) dla i = 1.

Stosujac tw. 8.15 i definicje wyznacznika otrzymujemy wzér (8.6) dla j = 1.
Aby uzyska¢ rozwiniecia dla pozostatych wierszy lub kolumn, zamieniamy

w macierzy A miejscami wiersze 1-szy i i — ty lub kolumny 1-szg i j-tg. O]

8.5 Macierz dopelnien algebraicznych

Definicja 8.2. Niech A € K™". Macierz dopehien algebraicznych macierzy A
jest to macierz Cy = [¢; ;] € K™, gdzie

cij = (1) - dety_1 4j .

Obliczymy teraz iloczyn M = A - (C4)T. Element w k-tym wierszu i I-tej
kolumnie to

n

n
I+j
My = Y arjey = Y g (=)' - dety 1 Ay
7=1

Jj=1
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Zatem myy = det,A. Gdy k # [, to my, jest wyznacznikiem macierzy po-
wstatej z A przez zastgpienie [-tego wiersza jej k-tym wierszem. Jest to wiec
macierz o wyznaczniku zerowym, czyli my; = 0 w tym przypadku. Zatem

A-(C))" = det,A-I,.
Udowodnilismy takze

Stwierdzenie 8.21. Jezeli macierz A € K™"™ jest nieosobliwa, to

L1

_ . T
"~ det, A (Ca)™

Otrzymalismy wiec jawny wzor na macierz odwrotng do danej macierzy
nieosobliwej. Nie trzeba chyba nikogo przekonywac, ze, gdy chcemy policzy¢
macierz odwrotna, to powyzszy wzor nie jest zbyt poreczny.

8.6 Wzory Cramera

Za pomoca wyznacznikow mozna takze wyrazi¢ rozwiazanie oznaczonego ukta-
du rownan liniowych z macierza kwadratowa.

Twierdzenie 8.22 (Wzory Cramera). Zaldimy zZe macierz kwadratowa
A = [d,...,d,] € K™ jest nieosobliwa, b € K" i T = [x1,...,3,]7 € K"

jest rozwigzaniem uktadu réwnan AT = b. Wowczas

. detn[al, ceey A1, b, Qjt1y .- ,an]

det, A

Lj

Dowdd. Jedyne rozwigzanie uktadu mozna zapisa¢, korzystajac ze stw. 8.21,
jako
1

7= A1p= (C4)T.
v do A (©a)
Zatem
Xr;, = 1 . \ (—1)i+jdetn_1Ai bl
7 det, A ~ "
. detn[cfl, R ,C_L’jfl, 6, 6j+1, e ,Jn]

det, A
H

Uwaga 8.2. Wykorzystanie wzorow Cramera do znalezienia rozwigzania ozna-
czonego, kwadratowego uktadu réwnan moze by¢, ze wzgledu na ich pozorna
prostote, bardzo kuszace. Nalezy jednak zdawac sobie sprawe, ze dla wickszych
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uktadow réwnan liczba operacji arytmetycznych, ktore trzeba wykona¢ w ogol-
nym przypadku, jest ogromna. Obliczenie jednego wyznacznika z rozwiniecia
Laplace’a wymaga wykonania O(n - n!) dziatan. Z drugiej strony, eliminacje
Gaussa mozna przeprowadzi¢ wykonujac O(n?) operacji arytmetycznych.

Dodatkowo, obliczenie wyznacznika z definicji lub rozwiniecia Laplace’a na
komputerze, w arytmetyce zmiennopozycyjnej, moze by¢ obarczone ogromnym
btedem (wynikajacym nie tylko z zaokraglenn danych i niedoktadnosci dziatan).
Zmacznie lepszym i szybszym sposobem obliczenia wyznacznika jest sprowadze-
nie macierzy do postaci trojkatnej za pomoca eliminacji Gaussa.



Rozdzial 9

Przestrzenie z iloczynem
skalarnym

W calym rozdziale K oznacza cialo liczb rzeczywistych lub zespolonych.

Aby w przestrzeni liniowej mozna byto rozwazaé pojecia geometryczne,
takie jak odlegltos¢ miedzy wektorami lub kat jaki tworza miedzy soba dwa
wektory, konieczne jest wprowadzenie na niej dodatkowej struktury za pomoca
iloczynu skalarnego.

9.1 Iloczyny skalarne

Niech X bedzie przestrzenia liniowa nad cialem K.

Definicja 9.1. Illoczyn skalarny na X jest to funkcja ¢ : X x X — K, ktora
bedziemy zapisywaé jako (z,y) = ¢(z,y), o nastepujacych wlasnosciach:

(i) dla dowolnych x,y1,y2 € X 1 ay, e € K:
(x,0qy1 + agya) = arl{w, y1) + @, Y2),

(ii) dla dowolnych =,y € X
@,y) =y, ),

(iii) dla dowolnego x € X\{0}
{x,z) > 0.

Uwaga 9.1. W szczegblnosci, w przypadku zespolonym (K = C) warunek (iii)

oznacza, ze iloczyn skalarny niezerowego wektora x € X z samym soba jest
liczba rzeczywistg dodatnia.

87
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Przyktad 9.1 (Standardowy iloczyn skalarny w K"). Dla #,y € K" (gdzie
K =R lub K = C) okreslamy

<f7g>:fH:’j:T1yl+~-+fnyn

—

(jezeli K = R to oczywiscie (T, ) = 71 )
Sprawdzimy, ze istotnie jest to iloczyn skalarny: dla @, v, 7€ K", «, § € K:
(&, o+ B2y = ¥ (ayf + B2) = axfy + pzi 2
= oKT, 1) + B(Z, 2)

oraz

@,y =a"y = (y7)

- <_’7 j:>

Ponadto, gdy & # 0,

gdzie T = [x1,...,1,]".

Przyktad 9.2. Dla z,y € R? niech

(Z,9) = 2x1y1 — Tay1 — T1Y2 + S22y
Jest to iloczyn skalarny: warunki (i) i (ii) sa oczywiste, warunek (iii) zachodz,
gdyz
(x,x) = 223 — 22179 + 5T3
= (25 + 23129 + 23) + (2F — 4oy 20 + 423)

= (21 + 2)* + (21 — 229)* > 0 gdy © # 0

Zadanie 9.1. Niech xy,...,z, € K beda réznymi punktami. Dla p, q € K[z],
okreslamy

{p,qy = imqm).

Pokaz, ze jest to iloczyn skalarny na przestrzeni K|z],. Czy bedzie to prawda,
jezeli wezmiemy pewne k + 1 réznych punktéw g, x1, ...,z dla k #n?

Stwierdzenie 9.1 (Wtasnosci iloczynu skalarnego). Zalozmy, ze (-, -) jest ilo-
czynem skalarnym na przestrzeni liniowej X nad ciatem K. Wowczas:
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(a) dla dowolnych xq1,x9,y € X, aj,a3 € K
<CY1231 + o9, y> = OTl<xl7 y> + CY72<3:27 y>>

(b) dla dowolnego x € X
(x,0) ={0,z) =0,
(¢) dla dowolnego x € X

{x,x)y =0 wtedy i tylko wtedy, gdy x = 0,

(d) jezeli x € X i dla kazdego y € X zachodzi {(x,y) =0, to x = 0.

Dowdd. Podpunkt (a) wynika z warunkéw (i) i (ii) definicji, podpunkt (b)
wynika z ciggu rownosci:

<ZE,O> = <I,ZL‘ - I’> = <I’,ZE> —<1',ZE> =0
oraz (i1), podpunkt (c¢) wynika z (b) i (iii), podpunkt (d) wynika z (c). O

Definicja 9.2. Przestrzen liniowa skonczenie wymiarowa X nad ciatem R z
iloczynem skalarnym (-, -) nazywamy przestrzeniq euklidesowq.

Przestrzen liniowa X nad ciatem C z iloczynem skalarnym (-, -) nazywamy
przestrzeniq unitarng.

Przestrzen liniowa X z iloczynem skalarnym (-, -) : X x X — K zapisujemy

jako pare (X, (-, )).

9.2 Normy

Okreslenie iloczynu skalarnego na przestrzeni liniowej umozliwia zdefiniowanie
pojecia dtugosci wektora, czyli jego normy:

Definicja 9.3. Norma na przestrzeni z iloczynem skalarnym (X, {:,-)), po-
chodzaca od iloczynu skalarnego, jest to funkcja ||-| : X — [0, +o0) zadana

wzorem
|z] = vz, 2),  zeX

Przykltad 9.3. Na przestrzeni K" ze standardowym iloczynem skalarnym
(Z,1y = ¥4 mamy norme

||| = \/|x1|2 + oo+ |z |2

Twierdzenie 9.2 (Nieréwnos¢ Schwarza). W przestrzeni z iloczynem skalar-
nym (X, {:,-)), dla dowolnych x,y € X zachodzi nieréwnosé

[y < =l - [yl
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Dowdd. Przeprowadzimy dowdéd w przypadku, gdy K = C, czyli gdy X jest
przestrzenig unitarna.

Niech z,y € X. Wezmy dowolny skalar ¢ € K i zapiszmy ¢ i (x,y) w postaci
trygonometrycznej:

t=tle’,  la,y) =[xy’
Woéwezas

0< |z +ty|* = (x+ty,x + ty)
=z, m) + (y, @) + (2, ty) + {ty, ty) =
= |lz|* + &z, y) + tz, vy + [t |y
= llz* + [tle™** Kz, yyle™™ + [t |(z, yyle® + [t |y
=l |* + [t][Ca, )l (e 4 e ) 1]y

Liczba t jest dowolna, wiec jej argument o mozemy wybraé tak jak nam pasuje.
Dla a = —( otrzymujemy

2 2
0 < [l + 2[¢][<z, I + [ty
natomiast dla a = 7 — 3:
2 2
0 < Jl* = 2[¢][<a, ] + [t y]”
Zatem, dla dowolnego s € R:
0 < [z + 2slCa, )l + 5° |y

Jest to trojmian kwadratowy zmiennej s, przyjmujacy wylacznie wartosci nie-
ujemne, wiec jego wyroznik jest niedodatni:

0> (2Kz y)l)* — 4 =) lyl*,

lub réwnowaznie
[z, )l < [z - [yll-
O

Zadanie 9.2. Udowodnij nieréwnos$¢ Schwarza w przypadku przestrzeni eu-
klidesowej.

Zadanie 9.3. Pokaz, ze nieréwnos¢ Schwarza staje sie rownoscia wtedy i tylko
wtedy, gdy wektory z,y sa liniowo zalezne.

Stwierdzenie 9.3 (Wlasnosci normy). Niech (X,{:,-)) bedzie przestrzenigq z
iloczynem skalarnym, a || - | to norma na X pochodzgca od iloczynu skalarnego.
Wowczas
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(a) dla kazdego x € X, |z| = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x = 0,
(b) dla dowolnych z € X i a e K
|l = laf - ]|,
(¢) dla dowolnych x,y € X

lz+yll <z +ly]-

Dowdd. Podpunkty (a) i (b) wynikaja z wlasnosci iloczynu skalarnego. Pod-
punkt (c) jest wnioskiem z nier6wnosci Schwarza:
|z +y|* = (& +y,x+y)

= (z,z) + {w,y) + (=) + Yy
= |z|® + |y|* + 2Rez, )

< [2]* + Jyl* + 2z, ) gdyz Rez < 2|
<zl + Jyl* + 2z] - |y z nier. Schwarza.
= (] + lyl)*.
[
Uwaga 9.2. Norma | - | na przestrzeni euklidesowej X zadaje réwniez funkcje

odlegtosci wektoréw, czyli metryke d : X x X — [0, 00):
d(z,y) = |z -yl
7 wtasno$ci normy wynika, ze
o d(x,y) = d(y,x)
e d(x,y) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy = =y,
e d(z,y) < d(x,z)+d(z,vy) dla dowolnych z,y, z € X (nier6wnosé trojkata)

Metryka (a wiec i norma) okreslona na przestrzeni liniowej pozwala nam méwié
o odlegto$ci miedzy wektorami. Dzieki temu mozna zdefiniowaé takie pojecia,
jak granica ciaggu wektoréw, zbiory otwarte i domkniete. Mozna wtedy takze
mowi¢ o bledzie przyblizenia jednego wektora innym jako o odlegtosci miedzy
tymi wektorami.

Definicja 9.4. Zalézmy, ze | - | jest norma na przestrzeni z iloczynem skalar-
nym (X7 <'7 >>
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o sferq jednostkowq w (X, (-, -)) nazywamy zbiér

S=Sx={zxeX:|z| =1}

o fkulg jednostkowqg w (X, {-,-)) nazywamy zbiér
B=Bx={xeX:|z| <1}
Zadanie 9.4. Pokaz, ze kula jednostkowa jest zbiorem wypukliym, tzn. jezeli
r,ye Bx,0<a,f<lia+ =1, to
ax + Py € By.

Uwaga 9.3. Mozna takze wprowadzi¢ pojecie normy na przestrzeni liniowej bez
odwolywania sie do pojecia iloczynu skalarnego:

Niech X bedzie przestrzenia liniowa nad cialem K. Funkcje f: X — [0, 4+0)
nazwiemy normgna X, jezeli |z| = f(x) spelnia wlasnosci (a), (b) i (¢) w stw.
9.3.

Zadanie 9.5. Pokaz, ze nastepujace funkcje sa normami (zgodnie z definicja
w uwadze 9.3) na przestrzeniach R™ i C™:

o |2y =l + o ],
o 7], = max(jza],..., [xnl).

Zadanie 9.6. Niech | - | oznacza norme na R"™ pochodzaca od iloczynu ska-
larnego (Z, 1) = ¥1{. Pokaz, ze

| Allyr = sup {[AZ] - [Z] =1}, dla AeR™"

jest norma (zgodnie z definicja w uwadze 9.3) na przestrzeni R™".

9.3 Ortogonalnosé

W celu uproszcezenia zapisu, wprowadzmy oznaczenie (tzw. symbol Kronecke-
ra):
1 gdyj=*k
djk = ‘ .
0 gdyj#k
Niech (X, {:,-)) bedzie przestrzenia z iloczynem skalarnym.

Definicja 9.5. Powiemy, ze wektory =,y € X sa ortogonalne (prostopadle),
jezeli (x,y) = 0. Piszemy wéwczas = L y.
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Przyktad 9.4. W przestrzeni R? ze standardowym iloczynem skalarnym {z, y) =
71y dany jest wektor & = [a, b, c]T. Jezeli ¥ = [y1, y2, y3]* L 7, to

0 =&"§ = ay + bys + cys,
czyli if nalezy do podprzestrzeni w R? opisanej réwnaniem ay; + by, + cys = 0.

Definicja 9.6. Powiemy, ze uktad wektoréw w1y, ...,z € X jest ukladem or-
togonalnym, jezeli x; # 0 dla kazdego j oraz x; L x; dla i # j.

Ortogonalny uktad wektorow xq,...,x, € X nazywamy uktadem ortonor-
malnym, jezeli dodatkowo |z;| = 1 dla kazdego j. Inaczej méwiac {(z;,z;) =

i ;-

Przyktad 9.5. Wektory €1, ..., ¢, € K" tworzg uktad ortonormalny w K” ze
standardowym iloczynem skalarnym.

Przyktad 9.6. W R* ze standardowym iloczynem skalarnym (7,¢) = 71y
wektory

=1
|

— = = =

St
|

—_
{
|
—_
{
|
—_

tworzg uktad ortogonalny.

Stwierdzenie 9.4. Kazdy ortogonalny uktad wektorow w przestrzeni z iloczy-
nem skalarnym (X, {:,-)) jest liniowo niezaleiny.

Dowdd. Zatdzmy, ze wektory xq, ...,z tworza uktad ortogonalny i ayxy+. ..+
apxp = 0dla o; € K. Dla j = 1,...,k mozemy pomnozy¢ stronami ostatnig
rowno$¢ skalarnie przez x;. Poniewaz (x;,0) = 0, otrzymujemy

k
0= {zj,onz + ...+ i) = Z axj, x;) = oz, T;),
i=1

wige a; = 0. Ostatnia réwno$¢ wynika z tego, ze (x;, z;) = 0 dla i # j. ]

Definicja 9.7. Uktad ortogonalny (ortonormalny) w przestrzeni z iloczynem
skalarnym (X, (-, -)), ktory jest baza tej przestrzeni, nazywamy bazq ortogonal-
ng (ortonormalng).

Przyktad 9.7. Uktad é1,..., €, jest baza ortonormalng w K" ze standardo-
wym iloczynem skalarnym.

Przyktad 9.8. Wektory v7, U5, U3, U4 z przyktadu 9.6 tworza baze ortogonalng
przestrzeni R*.
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Stwierdzenie 9.5. Zaloimy, ze uktad yy,...,y, jest bazqg ortogonalng prze-
strzeni z iloczynem skalarnym (X, (-, -)). Wéwczas kazdy wektor x € X mozemy
zapisac jako
C <yk7 x>
T = Yk -
1; (Yrs Yy
Jezeli natomiast baza yi, .. .,y, jest ortonormalna, to
T = Z<yk,$>yk-
k=1
Dowdd. Istniejg skalary aq, ..., a, € K takie, ze

n
xr = Z AEYp.
k=1

Biorac iloczyn skalarny obu stron z wektorem y; dostajemy
i x) = {ys, ), e
k=1

= Z Y Yn)
k=1
= a;{Y;, Yj)-

W powyzszych przeksztalceniach korzystamy z wtasnosci iloczynu skalarnego
i tego, ze (y;,y;y = 0 dlai # j. ]

Udowodnimy teraz nastepujacy wazny fakt dotyczacy baz ortonormalnych:

Twierdzenie 9.6 (Tozsamo$¢ Parsevala). Jezeli uktad vy, ..., y, jest bazq or-
tonormalng w przestrzeni z iloczynem skalarnym (X, {:,-)) oraz u,v € X, to

(v = §<yj,u><yj, 0.

W szczegolnosci

9 n
[ul® = 3 Kys, wl.
j=1

Dowadd. Korzystajac z ortonormalnosci bazy yi,...,y, 1 wlasnosci iloczynu
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skalarnego, obliczamy

(u,v) = <g<yj, wy;, kzn:@/k, v>yk>

=1

J

= Z <ij u><yj7 U>'

J

i i s wXYre VY55 Yi)

]

Uwaga 9.4. Twierdzenie 9.6 moéwi, ze, jesli w przestrzeni (X, (-, -)) wybierzemy
baze ortonormalna ¥, . .., Yy, to iloczyn skalarny (-, -) wyglada tak samo jak
standardowy iloczyn skalarny na K" (zob. przyktad 9.1). Jezeli bowiem u, v €
Xi
U=y + ...+ apln, v=7Lur 4+ B,
to ze stw. 9.5
g = Yo, ), Be = Yk, v)

vy = 3 G i) = 3 @b

Zatem, jezeli @ = [ay, ..., )T, B = [B1,...,3.]" to wektory wspolrzednych
wektoréw u, v w bazie yq, ..., Yn, to

(u,v) = @5,

Inaczej méwiac, przestrzen euklidesowa lub unitarna wymiaru n, z ustalong
bazg ortonormalng, ma taks sama strukture geometryczng jak R™ lub C" ze
standardowym iloczynem skalarnym i baza standardows.

9.4 Ortogonalizacja Grama - Schmidta

Niech 1, ..., x,, bedzie liniowo niezaleznym uktadem wektorow w przestrzeni z
iloczynem skalarnym (X, (-, -)). Chcemy znalezé uktad ortogonalny (y1, . - ., Ym)
lub ortonormalny (91, ..., Jm) taki, ze dla k = 1,...,m:

Span(xla s >$k> = Span(ylv s 7yk’) = Span(ﬂl? ce agk> (91)

Uktad taki mozna skonstruowaé¢ rekurencyjnie w nastepujacy sposob:

o~ 1
® =211 =
VL= B = it
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e jezeli wyznaczyliSmy juz yi,...,Yx 1 U1,...,Yr Oraz k < m, to
k
<y]7 Ik+1> . - -
Yre+1 = Tpg1 — Z = Tk+1 — Z<ijxk+1>ij
<yj7 yj> j=1
oraz fis1 = g Yk
Twierdzenie 9.7. Otrzymane w powyzej opisany sposéb wektory yi, ..., Ym

sq niezerowe i tworzq uklad ortogonalny taki, ze spelnione jest (9.1).

Dowéd. Poniewaz dla k = 1, ..., m zachodzi y; € span(z1, ..., xx), wiec uktad
Y1, - -+ Yk, Tp+1 Jest liniowo niezalezny i
k
Yk+1 = Tht1 — Z a;y; # 0.
j=1

Ortogonalno$¢ wektorow y; jest rownowazna ortogonalnosci wektoréw ;.
Ortogonalno$¢ uktadu ¢y, ..., yx dowodzimy przez indukcje po k. Gdy k = 1
mamy uktad sktadajacy sie z jednego wektora, ktéry w oczywisty sposob jest
ortogonalny.

Zaloézmy, ze wektory i, ...,y sa ortogonalne. Pokazemy, ze wektor .1
jest ortogonalny do kazdego z nich:

k
{Gjs Yy1) = <§j,$k+1 - Z@z, $k+1>§i>
=1

K
= (@ wer) — O i wrs ) Ty
i=1

= Gj, Trr1) — {Fjs Tr1){Tj> Uj)
= (Gj, Tr1) — {Jj> Thr1)

= 0.
Ponadto, y1, ..., yx € span(zy, ..., xx) sa liniowo niezalezne jako uktad ortogo-
nalny, wiec zachodzi (9.1). O
Przyktad 9.9. Ortogonalizacja Grama - Schmidta uktadu
1 1 1
ol, 1|, |1
0 0 2

w R3 ze standardowym iloczynem skalarnym daje uktad €7, &, ;.

Whniosek 9.8. W kazdej przestrzeni z iloczynem skalarnym (X, {-,-)) skoriczo-
nego wymiary istnieje baza ortogonalna.

Dowdd. Przeprowadzamy ortogonalizacje Grama - Schmidta dowolnej bazy
przestrzeni X. O
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9.5 Rozktad ortogonalny przestrzeni

Definicja 9.8. Zal6ézmy, ze Z jest podzbiorem przestrzeni z iloczynem skalar-
nym (X, {-,-)). Dopelnienie ortogonalne zbioru Z jest to zbior

7+ ={reX:z 1l zdlakazdego z € Z}.

Stwierdzenie 9.9. Z' jest podprzestrzenig liniowg w X

Dowdéd. Jezeli x,y € Z+, to (z,2) = {(z,y) = 0 dla kazdego z € Z. Zatem
dla dowolnych skalaréow «, 5 € K (z,azx + fy) = olz,z) + f{z,y) = 0, wiec
ax + By e Z+. O

7 wlasnosci iloczynu skalarnego wynika nastepujacy fakt:

Stwierdzenie 9.10. Jezeli (X, (-, ")) jest przestrzeniq z iloczynem skalarnym
i 7 =span(z1,...,2,) € X, tox € Z+ wtedy i tylko wtedy, gdy (z1,x) = ... =
(g, )y = 0.

Przyktad 9.10. W R? ze standardowym iloczynem skalarnym niech
Z ={7eR%: z; — 2z + 423 = 0}.

Woéwezas ¥ = [1,—2,4]T € Z+. Ponadto, niech W = span([1, —2,4]7). Wtedy
Wt =2

W ={Ze X : {07 =0 dla kazdego w e W}
={Z¥e X :a[l,-2,4]7 = 0 dla kazdego a € R}
={7e X :[1,-2,4]7 = 0}
={Te X :x; — 229 + 4a3 = 0}
=Z.

Mamy takze Z = span([2,1,0

¢ 017, [—4,0,1]7) i & € Z1 wtedy i tylko wtedy, gdy
Z1[2,1,0]" oraz & L [—4,0,1

17, czyli

[2,1,0]Z = [-4,0,1]7 = 0,
co mozemy takze zapisa¢ jako

2 10

1 _
Z —kerl_4 01

] = span([1, —2,4]") = W.

Ponadto R® = Z@ W = Z @ Z*. Przedstawiliémy R? jako sume prosta pod-
przestrzeni Z i jej dopelienia ortogonalnego.
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Stwierdzenie 9.11. Zalozmy, Ze (X,{-,-)) jest przestrzeniq z iloczynem ska-
larnym 1 Z < X jest podprzestrzenig liniowqg. Wowczas

7 n Z+ ={0}.
Dowdd. Jezeli x € Z*+, to dla kazdego z € Z zachodzi (z,x) = 0. Zatem, dla
e Zn Zt mamy (x,z) = 0, wiec x = 0. O

Twierdzenie 9.12 (Rozktad ortogonalny przestrzeni). Zafozmy, ze (X,{-,-))
jest przestrzenig z iloczynem skalarnym wymiarun < o0 1 Z < X jest podprze-
strzenig lintowqg. Wowczas

X=Z®Z"
Dowéd. Wiemy juz, ze Z nZ+ = {0}, wystarczy wiec pokazaé, ze X = Z+ 2+,
Niech zq, ...,z bedzie baza ortonormalng podprzestrzeni Z i niech z € X

bedzie dowolnym wektorem. Okreslmy
k
z=2<zj,x>zj, w=2x— 2z
j=1

Jasne jest, ze z € Z. Pokazemy, ze w € Z*. Dlai = 1,...,k mamy:
k
<Zi7w> = <Zi7$ - Z<z37x>2.7>
j=1
k
=z ) — D (g, )z, 27
j=1

k
= <Zi> $> - Z<Zjv x>5i7j
j=1

= <Zi> $> - <Zi> $>
= 0.

Pokazalismy, ze wektor w jest ortogonalny do kazdego wektora z bazy prze-
strzeni Z, wiec w jest ortogonalny do dowolnego wektora z przestrzeni Z.
Wobec tego w € Z*+. Poniewaz v = z + w, wiec X = Z + Z*. O]

Whiosek 9.13. dim Z+ = dim X — dim Z.

9.6 Rzut ortogonalny

Definicja 9.9. W przestrzeni z iloczynem skalarnym (X, (-, -)) dana jest pod-
przestrzen liniowa Z. Wéwczas, dla kazdego = € X istnieja jednoznacznie wy-
znaczone wektory z € Z oraz w € Z* takie, ze v = z + w. Wektor z nazywamy
rzutem ortogonalnym wektora x na podprzestrzen Z. Bedziemy go oznaczaé

Pz<l’>



ROZDZIAL 9. PRZESTRZENIE Z ILOCZYNEM SKALARNYM 99

Uwaga 9.5. Niech zq,...,x,, bedzie dowolnym uktadem liniowo niezaleznym
w X. Proces ortogonalizacji Grama-Schmidta tego uktadu mozemy opisa¢ za
pomoca rzutéw ortogonalnych:

Niech X} = span(zy,...,x) dla k = 1,...,m. Wowczas, jezeli wyznaczy-
liSmy juz wektory ortogonalne ¥, ..., Yy, to

Yk+1 = Thr1 — Px, (Tht1)-

Uwaga 9.6. Aby wyznaczy¢ rzut ortogonalny wektora x € X na dana podprze-
strzen Z < X, wystarczy znalez¢ baze ortonormalng z1, ..., 2z podprzestrzeni

Z 1 skorzystaé ze wzoru
k

Py(x) = > {zj,1)7.
j=1
Stwierdzenie 9.14. Jezeli Z < X jest podprzestrzeniq liniowq i x € X, to

xr = Py(z) + Pyi(x).

Dowdd. Niech bowiem zi,...,z; to baza ortonormalna 7, a 2zp,1,...,2, to
baza ortonormalna Z+. Wtedy z1,. .., 2, jest bazg ortonormalng X i

v = (%0,
j=1
k

Py(x) = ) (7, 2)7,
j=1

Pyi(x) = i (zj,T)z;.

j=k+1
O

Przyktad 9.11. W przestrzeni R* ze standardowym iloczynem skalarnym
rozwazamy podprzestrzen

1 1 1
~ A 1 -1 -1
Z ={ZeR": 2z + 2y + 23+ 24 = 0} = span 111 =1l 1
-1 1 -1
Wowezas
1 1 1
. 11 . 1]-1 N
21 5 S %) 5 —11> <3 = § 1
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jest baza ortonormalna podprzestrzeni Z i rzut ortogonalny wektora ¥ =
[1,0,1,—4]" na Z to

Py(@) = (D)2 + (D)% + (7 0)7

=2-21—2-Z%+3- 23
T
=1[3,1,3,-7]".
Zauwazmy jednak, ze w tym przypadku latwiej jest obliczy¢ Py (7). Mamy
bowiem Z+ = span(Zy), 2y = 3[1,1,1,1]7. Potem wystarczy skorzystaé ze
wzoru Py(x) = x — Pyi(x).
Rzut ortogonalny wektora na podprzestrzen mozna takze scharakteryzowac

jako element tej podprzestrzeni potozony najblizej tego wektora:

Twierdzenie 9.15. Rzut ortogonalny Py na podprzestrzen liniowqg Z w prze-
strzeni z iloczynem skalarnym (X,{-,-)) speinia

|z = Pz(2)| < |z — 2|
dla kazdego wektora x € X 1 z € Z. Ponadto rownosé¢ zachodzi wtedy @ tylko
wtedy, gdy z = Pz(x).

Dowdd. Niech z1, ..., z; bedzie baza ortonormalng Z, ktora rozszerzamy wek-
torami zxy1,...,%2, do bazy ortonormalnej caltej przestrzeni X, x € X oraz
z € Z. Wowczas

n k
T = Z<ZJ" Tyzj oraz z = Z a;z;,
J=1 Jj=1

dla pewnych aq, ..., a; € K. Ponadto, na mocy tozsamosci Parsevala
n
2
lo = Pz(@)|* = ), Kz o)
j=k+1
oraz

n

k
2
lz =20 = X, Kag oy — oyl + 35 Gz, )P
j=1

okt
Zatem dla kazdego z € Z |z — Pz(x)| < ||z — z|, a réwnos¢ zachodzi wtedy i
tylko wtedy, gdy (z;,2) —a; =0dlaj =1,...,k, czyli gdy z = Pz(x). O

Zadanie 9.7. W przestrzeni K" ze standardowym iloczynem skalarnym da-
na jest podprzestrzen V. Uktad wektoréow vy, ..., 7, jest baza ortonormalng
podprzestrzeni V. Niech

A=00f +.. + 07,
(a) Pokaz, ze dla kazdego wektora 7 € K" Py (%) = AZ.

(b) Jaki jest rzad macierzy A? Wyznacz podprzestrzenie im A oraz ker A.
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9.7 Kat miedzy wektorami

Zatozmy, ze (X, (-, -)) jest przestrzenia euklidesowa. Dla pary wektorow x,y €

X\{0}
(z,y)

=] - ]
co wynika z nierownosci Schwarza.

e[-1,1],

Definicja 9.10. Kosinus kgta miedzy niezerowymi wektorami x, y definiujemy
jako liczbe
(z,y)
cos(x(2,y)) = -
=] -yl

Kosinus kata daje nam pewna informacje o wzajemnym potozeniu wekto-
rOw x 1 y.

Stwierdzenie 9.16. Niech x,y bedqg dwoma niezerowymi wektorami w prze-
strzeni euklidesowej (X, (-, -)). Wowczas

(a) = = L wtedy i tylko wtedy, gdy cos(x(x,y)) = 1.

Tl = Mol
(b) T = — 1o wiedy i tylko witedy, gdy cos(x(x,y)) = —1.

(c) x Ly wtedy i tylko wtedy, gdy cos(x(z,y)) = 0.
Dowdd. Udowodnimy (a): Niech

& Y
u=-—, V="
g ]
Wowezas |ju| = |v]| = 11 cos(x(z,y)) = cos(x(u,v)). Jezeli u = v, to

cos(x(u,v)) = 1.

Zatozmy, ze cos(x(u,v)) = 1. Wektor v mozemy zapisaé jako sume jego
sktadowej rownolegtej do u i prostopadtej do u: v = au + fw, gdzie w L w i
|lw| = 1. Wowezas 1 = |[v]* = |af?> + |3 oraz

1 =<u,v) = {u,au + pw) = alu, uy + fKu,w) = a,

wobec czego 3 = 0. Otrzymalismy, ze u = v.
Drugi podpunkt dowodzi sie w identyczny sposob. Trzeci podpunkt jest
oczywisty. ]

Mozna takze zdefiniowaé kosinus kata miedzy wektorem i podprzestrzenia:
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Definicja 9.11. Kosinus kgta miedzy niezerowym wektorem x ¢ Y+ i nieze-
rowa podprzestrzenia liniowa Y definiujemy jako liczbe

cos(x(z,Y)) = cos(x(z, Py(x))),

gdzie Py (x) to rzut ortogonalny wektora x na podprzestrzen Y. Jezeli z € Y4,
przyjmujemy, ze cos(x(z,Y)) = 0.

Zadanie 9.8. Pokaz, ze

cos(x(z,Y)) = inf{cos(x(z,y)) : y e Y}.

9.8 Macierz Grama ukltadu wektorow

Definicja 9.12. W przestrzeni z iloczynem skalarnym (X, {-,-)) dany jest
uktad wektoréw vy, ..., v,. Macierz

G =G(vy,...,v) = [(w, vj>]f’j:1
nazywamy macterzg Grama uktadu vy, ..., vg.

Twierdzenie 9.17. Uklad wektorow vy, ..., v jest lintowo niezalezny wtedy i
tylko wtedy, gdy macierz G(v, . .., vy) jest nieosobliwa.

Dowadd. Zatézmy, ze wektory vy, ..., v, sa liniowo niezalezne. Pokazemy, ze
kolumny macierzy G sa liniowo niezalezne. Rozwazmy kombinacje liniowa ko-
lumn macierzy G o wspoétczynnikach oy, . .., oy, za pomoca ktérej zapisalismy
wektor zerowy:

o Gey + ...+ apGeg, = 0.

Inaczej méwiac, dla ¢ = 1,..., k mamy rownosci

0= (v, v1) + ... + v, vg)

= (v, vy + ... + QpUE).

Oznacza to, ze wektor w = ayv; + ... + agu, jest prostopadly do kazdego

z wektoréw v;, jest wiec prostopadly do przestrzeni span(vy,...,v;). To jest
mozliwe tylko wtedy, gdy w = 0. Z liniowej niezaleznosci wektoréw vy, ..., vy
wynika, ze a3 = ... = a = 0.

Zalozmy teraz, ze macierz G = [{v;, v;)]; ; jest nieosobliwa. Przypusémy, ze
a1y + ...+ oy = 0. Zatem, dlat=1,...,k
0 = v, aqv1 + ... + agvg)

= (v, v1) + ... + (v, Vg ).

co oznacza, ze a1Gel + ... + aGéy, = 0. Poniewaz kolumny macierzy G, czyli
wektory Gej, s liniowo niezalezne, wiec oy = ... = ag, = 0. m
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Zadanie 9.9. Jak wyglada macierz Grama ortogonalnego (ortonormalnego)
uktadu wektorow?

Zadanie 9.10. Pokaz, ze macierz Grama jest hermitowska.

Stwierdzenie 9.18. Zaldzmy, ze w przestrzeni z iloczynem skalarnym (X, (-, -))
dana jest baza ortonormalna uy, . .., u,, oraz wektory x1,...,x, € X, przy czym

n
szZai,jui, ai,jeK, jzl,,k
=1

Niech A = [a; ;] € K™*. Wéwczas

G(l’l, c. ,l’k) = AHA

Dowdd. Kolumny macierzy A to wektory wspoéteczynnikow wektorow xq, ..., xy
w bazie uq,...,u,. Teza wynika z definicji macierzy Grama i tw. 9.6 (tozsa-
mosci Parsevala). O

Uwaga 9.7. W szczegolnosci w R” lub C" ze standardowym iloczynem skalar-

nym macierz Grama uktadu wektorow ay, . .., dr mozemy wyznaczy¢ jako:
— — — - 1H — —
G<a17 ) an) = [ala SRR an] [a17 ) an]
Definicja 9.13. Wyznacznik macierzy Grama uktadu wektoréw vy, ..., vp w

przestrzeni z z iloczynem skalarnym (X, (-, -)) nazywamy wyznacznikiem Gra-
ma tego uktadu.

Wobec tw. 9.17, wyznacznik Grama jest r6zny od zera wtedy i tylko wtedy,
gdy uktad vy, ..., v; jest liniowo niezalezny.

Stwierdzenie 9.19. W przestrzeni z iloczynem skalarnym (X, {-,-)) dane sq
wektory xq,...,x, k > 1 1 wektor z jest rzutem ortogonalnym wektora xp na
podprzestrzen span(zry, ..., x,_1)". Wowczas

det,G(xy, . .., xp) = dety_1 Gz, ..., 2p_1) - 2]

Dowdéd. Niech V = span(zy,...,x5-1). Wtedy o, = y+ 21y = Py(xg) € V,
natomiast z = Py (z;) € V1. Mamy

{ry, 21y oo X1, Tpo1) {x1,y + 2)

(g1, 21) oo T, Tpm1)  {Tp—1,Y + 2)
y+z,21) . Y+z,ap1) Y+z,y+2)



ROZDZIAL 9. PRZESTRZENIE Z ILOCZYNEM SKALARNYM 104

Ostatnig kolumne mozemy zapisa¢ jako sume

<$1,y+2> <£L’1,y> <.Z'17Z>
: _ : + : :
<wk—17 Y+ Z> <xk—17 ?/> <xk—1a Z>
Y+zy+2) Y+ 2y Y+z2)
przy czym, wobec y € V' = span(zy, ..., Tr_1), pierwszy sktadnik jest kombina-
cja liniowa pierwszych k — 1 kolumn macierzy G(z1, ..., z;). Poniewaz x; L z
dlaj=1,...,k—1iy L z, drugi sktadnik jest réwny
(x1,2) 0
(Tp_1,2) 0
ly+z,2) {z,2)
Zatem
<I1,Z‘1> <$1,$k_1> 0
detyGar, . ag) = dety | 777
k ( ! k) k <$k_1, $1> Ce <$k—17 a:k_1> 0
y+z,21) oo y+z,xpm1) (2,2)
= detk,1G<$1, . ,LL’kfl) : HZH2 .

Ostatnia rownos$¢ wynika z rozwinigcia Laplace’a wzgledem ostatniej kolumny
macierzy. O

Stwierdzenie 9.20. Wyznaczniki Grama liniowo niezaleznego uktadu wekto-
rOw T, . .., T 1 ukladu zq, . . ., z; otrzymanego w wyniku ortogonalizacyi Grama-
Schmidta uktadu x+, ..., xy sg rowne.

Dowdd. Niech V; = spanuvy,...,v;. Kazdy z wektoréow z; mozemy zapisa¢ jako
r; =y; + 2, ijVj—thEV}L—r
Wobec stw. 9.19

det,G(zy, . .., xp) = detp_1G(z1, ..., 2p1) - | 2]

= dety_oG(1,. .., Tk 2) " ||zk_1H2 . ||zkH2

= det,G(21) - |22 .o |z * - 2wl
2 2 2 2

= [z 22l - 2™ - (2]

= detyG(z1, ..., 2k).
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Zadanie 9.11. Pokaz, ze wyznacznik Grama jest zawsze liczba rzeczywista
nieujemna.

Zadanie 9.12. W R? ze standardowym iloczynem skalarnym dane sa dwa
liniowo niezalezne wektory u,v. Pokaz, ze pole powierzchni réownolegtoboku
wyznaczonego przez te wektory (czyli takiego, ktérego wierzcholki to 0, u, v,
U + U) jest réwne 4/detoG(u,v)

Zadanie 9.13. W R? ze standardowym iloczynem skalarnym dane sa trzy
liniowo niezalezne wektory u, v, w. Pokaz, ze objetos¢ rownolegtoscianu wy-
znaczonego przez te wektory (czyli takiego, ktorego wierzchotki to 0, u, v,

U+ U, W, U+ W, U+ W, U+ U+ W) jest rowna 4/det3G(u, v, w).



Rozdziat 10

Przeksztalcenia liniowe

10.1 Definicja i przyklady przeksztalcen linio-
wych

W przykladzie 4.7 méwilidmy o obrocie pltaszczyzny R? o zadany kat skierowa-
ny 6 skierowany wokét punktu (0,0) jako o przeksztatceniu ptaszczyzny, ktore
mozna wykona¢ mnozac dany wektor przez pewna macierz:

f x|\ |cosf —sinf||x| |wcost —ysind
yl) |sin@ cosf ||y| |xsin®+ycosh|’

Zgodnie z wlasnosciami dziatan na macierzach, jezeli o, 3 € R i Z, % € R?, to

flaZ + By) = af(Z) + Bf(Y),

czyli warto$é¢ przeksztatcenia f od kombinacji liniowej wektoréw jest kombi-
nacjg liniowg o tych samych wspotczynnikach wartosci f od tych wektorow.
Kazde takie odwzorowanie F' nazywamy przeksztatceniem liniowym.

Definicja 10.1. Zatézmy, ze X i Y sg przestrzeniami liniowymi nad ciatem
K. Powiemy, ze odwzorowanie (funkcja) f : X — Y jest przeksztalceniem
lintowym z przestrzenit X w przestrzen Y, jezeli dla dowolnych wektorow z,y €
X i dowolnych skalaréow «, § € K

flax + By) = af(x) + Bf(y).

Przyktad 10.1 (Macierz jako przeksztalcenie liniowe). Rozwazmy funkcje
[ R® — R? ktéra wektorowi [z1,7s,x3]7 przyporzadkowuje wektor
[21 + 29 + 3, 271 — 319 + 623]7. Mozemy napisaé

(@) = B —13 615] v

106
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Takze w tym przypadku f(aZ + By) = af(Z) + Bf(Y), czyli f jest przeksztal-
ceniem liniowym z R? w R2.
Ogoélnie, kazda macierz A € K"™" zadaje przeksztatcenie liniowe z K" w
K™
fa(@) = AZ.

Przyktad 10.2. Rozwazmy nastepujaca funkcje z przestrzeni f : R[z]y — R:
f(p) = p(0) = 2p(—1).

Przeciwdziedzine R utozsamiamy z przestrzenig liniowg R!. Tak zadana funk-
cja f jest przeksztalceniem liniowym z R[z], w R = R.

Przyktad 10.3. Funkcja f : K* — K[t],_; jest zadana wzorem
f(Z) = z1 4+ 2ot + 23t® + ...+ 2"
To jest przeksztaltcenie liniowe z K" w K[t],_1. Jezeli Z, € K", o, 8 € K, to
faZ + By) = (axy + By1) + (awy + By)t + ... + (axy, + Byn)t" "

=a(m; +aot + ... F 2t )+ By ot + . yt™ )
= af(%) + Bf(Y),

wiec f jest przeksztalceniem liniowym z K" w K[t],,_;

Przyktad 10.4 (Pochodna wielomianu). Wielomianowi p € K[z],

p(x) = Z apx®
k=0

przyporzadkowujemy wielomian D(p) = p’ € K[x] zadany wzorem
p(x) = Z kapa*t.
k=1

D jest przeksztatceniem liniowym z przestrzeni K[z] w K[z].

Przyktad 10.5 (Iloczyn skalarny). Jezeli (X, {:,-)) jest przestrzenia z iloczy-
nem skalarnym, a € X jest ustalonym wektorem, to funkcja f,(x) = {(a,x)
jest przeksztalceniem liniowym z X w przestrzen liniowa K = K! (K = R lub

K = C).

Przyktad 10.6 (Rzut ortogonalny). Niech (X, (-, )) bedzie przestrzenia eu-
klidesowg lub unitarna, V' < X jest podprzestrzenig liniowg i vy,...,v, jest
baza ortonormalna V. Wowczas rzut ortogonalny

n

Py(z) = Z@k, T YUk

k=1
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jest przeksztatceniem linowym z przestrzeni X w siebie, bowiem dla z,y € X,
a,feK

Py (ax + fy) = Z@k, az + [yyvg
1

ey
Il

I
NgE

(vk, ) + Bk, ) v

e
I

1
= o ) (op, 2y + B (g, y)ow
k=1 k=1

= aPy(x) + Py (y).

10.2 Przestrzenie przeksztalcen liniowych

Zalozmy, ze X 1Y sg przestrzeniami liniowymi nad ciatem Ki f: X — Y jest
przeksztatceniem liniowym. Dla skalara a € K mozemy okresli¢ przeksztatcenie
liniowe af : X — Y w nastepujacy sposéb: dla x € X

(af)(@) = o f(x).

Podobnie, jezeli g : X — Y tez jest przeksztatceniem liniowym, to mozemy
zdefiniowa¢ sume przeksztatcen f i g: dlax e X

(f +9)(@) = f(z) + g(x).
Mozemy takze rozwazaé przeksztalcenie zerowe z X w Y:
0: X —-Y r—0eY dla zelX.

Dla przeksztatcenia liniowego f : X — Y mozemy okresli¢ przeksztalcenie
przeciwne —f = (—1) - f, czylidla z € X

(=) = —f(x).

Definicja 10.2. Zbiér wszystkich przeksztatcen liniowych z przestrzeni linio-
wej X w przestrzen liniowa Y bedziemy oznaczaé¢ L(X,Y"). Wraz z dzialaniami
mnozenia przez skalar i dodawania okreslonymi powyzej oraz przeksztatceniem
zerowym zbior ten jest przestrzenia liniowg nad cialem K, ktéra nazywamy
przestrzeniq przeksztatcen lintowych z X w Y.

Zadanie 10.1. Sprawdz, ze zbiér L(X,Y) spetnia wszystkie warunki z definicji
przestrzeni liniowej.
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Stwierdzenie 10.1 (Sktadanie przeksztalcen liniowych). Jezeli f € L(X,Y)
ig e L(Y,Z), gdzie X,Y,Z sq przestrzeniami liniowymi nad cialem K, to
odwzorowanie

h=gof  h@)=g(f@), ceX
jest przeksztalceniem liniowym z X w Z, czyli h € L(X, Z).
Zadanie 10.2. Udowodnij powyzsze stwierdzenie.

Odpowiemy teraz na pytanie, jaki jest wymiar przestrzeni L(X,Y) i jak
konstruowaé¢ bazy tej przestrzeni.

Stwierdzenie 10.2. Zalozmy, ze dim X =n < o0, xy1,...,x, jest bazqg prze-
strzeni X 1 z1,...,2z, € Y. Wowczas istnieje dokiadnie jedno przeksztatcenie
liniowe f e L(X,Y) takie, ze

flz;)) =2 dla i=1,...,n. (10.1)

Dowdd. Pokazemy, ze z warunku (10.1) wynika, ze mozemy juz jednoznacz-
nie okresli¢ przeksztalcenie liniowe f : X — Y. Dla x4,...,z, definiujemy
f(z;) = z. Dla dowolnego x € X istnieja jednoznacznie wyznaczone skalary
ai, ..., ap € Ktakie, ze © = ayxy + . . . + axy,. Okreslamy funkcje f: X — Y

f@)=az1+ ...+ apzy = f(xy) + ..o+ anf(z). (10.2)
Jezeli teraz z,u € X,
T=oqT .+ QT U=y + .+ By,
iy, e K, to
fWz + &u) = Yo f(z1) + ... + o f(zn) + E61f(x1) + ... + EBuf (@)

=Y(anf(zy) + ... +anf(x,)) +EBif(z1) + ... + Buf(zn))
=Y f(z) +&f(u),

czyli f jest przeksztalceniem liniowym.
Kazde przeksztalcenie liniowe speliajace (10.1) musi spetniaé (10.2), skad
wynika jednoznacznosc. O]

PokazaliSmy, ze przeksztatcenie liniowe f € L(X,Y) jest jednoznacznie
zadane przez wartosci, ktére przyjmuje na dowolnej bazie przestrzeni X.

Zadanie 10.3. Przeksztalcenie f € L(R? R3) spetnia

f([la *2]T) = [17 07 *3]Ta f([?)a 1]T) = [27 17 75]T
Znajdz macierz A € R*? taka, ze f(T) = AT dla kazdego x € R2.
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Twierdzenie 10.3. Jezeli dim X =n ¢t dimY =m, m,n < oo, to
dim L(X,Y) =

Ponadto, jezeli uktad xq,...,x, jest bazqg przestrzeni lintowej X, natomiast
uklad yy, . .., Ym jest bazq przestrzeni Y, to ukiad przeksztalcen liniowych F j :
X -Y,

. gdy k=,
F, j(zy) = i 9% j dla k=1,....,n (10.3)
0 gdyk#j,

i=1,...,m, j=1,...,n jest bazq przestrzeni L(X,Y).

Dowdd. Na mocy stw. 10.2, wzér (10.3) okresla przeksztalcenia liniowe. Po-

kazemy, ze uktad F;;, i = 1,...,m, j = 1,...,n rozpina przestrzen L(X,Y").

Niech f e L(X,Y). Dla kazdego wektora x; z bazy przestrzeni X istnieja
skalary «; j, ¢ = 1,...,m takie, ze

xr ) = Z ai,jyi-
i=1
Zatem
;) = ), i Fij(x;).
i=1

Zauwazmy teraz, ze dla x € X, x = Y | Y,rx mamy

Z Yl (xk) = v Fi ().

Wobec tego

1
=
2
INgE
2
&
)
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Inaczej mowiac,

m n
=220
i=1j=1

Pokazalismy, ze L(X,Y) =span{F,;:i=1,....,m,j =1,...,n}.
Pokazemy teraz, ze przeksztalcenia F;; s liniowo niezalezne. Zatézmy, ze

X oo

||
I Mg

Oznacza to, ze dla kazdego x € X

0= Z Z OZLJ'F’Z"]'(IL').
i=1j=1
W szczegblnosci, dla z = xy,
0=>"> aijFi (i)
i=1j=1
= 2 Qi kY-
i=1
Poniewaz uktad vy, ...,y jest baza, wiec o, = 0.
Pokazalismy, ze przestrzen L(X,Y’) ma baze liczaca mn elementow, wiec
dim L(X,Y) = mn. O

Uwaga 10.1. Dowolna macierz K™" zadaje przeksztatcenie liniowe z K" w K™.
Baza tej przestrzeni sg jednostki macierzowe E; ; (zob. przyktad 6.21). Jezeli
w K" ustalimy baze z; = €;, a w K™ baze y; = €, to otrzymanym w wyze]
opisany sposob przeksztalceniom F;; beda odpowiada¢ wlasnie macierze £ ;.

Przyktad 10.7. W R? mamy baze €}, é, w R[t]y mamy baze¢ 1,t,t%. Prze-
ksztalcenia bazowe Fj; € L(R? R[t],), to, dla & = [x1, z2]7,

F1,1(f) = T, F1,2(f) = T2,
FQJ(f) =T t, Fgg(f) = T2 t,
Fg@(f) =T t2 Fg}g(f) = T2 tz

Rozwazmy przeksztatcenie f € L(R? R[t]y),

—

F(&) = 21 — 29 + (221 — 322)t + (21 + dao)t>.
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Woéwcezas
f(e1) =1+ 2t +t% f(&) = —1— 3t + 4¢%,
wiec
[= Fii —  Fip
+ 2Fy — 3F,

+ F3’1 + 4F3’2.

10.3 Macierz przeksztalcenia liniowego

Aby zapisa¢ przeksztaltcenie liniowe f : X — Y w bazie F; ;, zapisujemy obrazy
wektoréw bazy przestrzeni X w bazie przestrzeni Y:

Wtedy

Definicja 10.3. Jezeli f € L(X,Y), uklad z1,...,x, jest baza przestrzeni X,
uktad y1,...,yn jest baza przestrzeni Y, przeksztalcenia F; ; sa baza L(X,Y)
zdefiniowana wzorami (10.3) i

i=1j=1

to macierz

a1 a1 pn

A= 1. .............

am1 -+ Qpmn
nazywamy macierzq przeksztatcenia f w bazach xv,...,x, T Y1, .., Ym. Jezeli
Y=Xiy,=x;dlaj=1,...,n, to méwimy o macierzy przeksztatcenia f w
bazie x1,...,x,.

Przyklad 10.8. Przeksztalcenie f € L(R% R[t]y) z przykladu 10.7 ma w
bazach €;, ¢, 1 1,t,t*> macierz

1 -1
2 =3
1 4

Zadanie 10.4. ZnajdZ macierz przeksztalcenia D € L(K|[z],, K[x],),

D(p) =’
w bazie 1,x,...,2". (Zob. przyktad 10.4).
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Uwaga 10.2. Wiemy juz, ze dim L(K", K™) = mn = dim K"". Ponadto, kazda
macierz A € K™ zadaje przeksztalcenie liniowe f e L(K" K™):

F(@) = Az, (10.4)

Macierz A jest woéwczas macierza przeksztatcenia f w bazach standardowych
w K™ 1 K™. Wobec tego kazde przeksztatcenie liniowe f € L(K™ K™) mozemy
zapisa¢ w postaci (10.4).

Uwaga 10.3. Zatézmy, ze f € L(X,Y), uktad zq,...,x, jest baza przestrzeni
X, uktad y1,...,ym — bazg Y i A € K™" jest macierza przeksztalcenia f w
tych bazach. Jezeli z € X i

T =121+ ...+ QT a=lo,...,a,)" e K",
to dla wektora [31,. .., Bn]t = 3 = Ad e K™

f(x) =B + ... + BrYm-

Stwierdzenie 10.4 (Macierz zlozenia przeksztatcen). Zalozmy, ze f € L(X,Y),
g€ L(Y, Z), gdzie X,Y, Z sq przestrzeniami liniowymi nad ciatem K,

® Ty,...,x, jest bazg X, y1,...,yn —bazq Y, z1,..., 2, — bazq Z;
o Ae K™ jest macierzqg f w bazach x1,...,2p, 1 Y1,...,Yn;
e B e K™" jest macierzqg g w bazach yy, ..., Yn © 21, Zm.

Wéwczas C = B - A € K™P jest macierzq przeksztalcenia go f € L(X,Z) w
bazach x1,...,xp © 21,. .., Zm.

Zadanie 10.5. Udowodnij powyzsze stwierdzenie.

10.4 Rzad, obraz i jadro przeksztalcenia linio-
wego

Zaktadamy, ze X i Y sa przestrzeniami liniowymi nad cialem K i f e L(X,Y)
jest przeksztalceniem liniowym.

Definicja 10.4. Jadrem przeksztalcenia liniowego f € L(X,Y) nazywamy
zbior

ker f = {z e X : f(z) = 0} = f({0}).

Definicja 10.5. Obrazem przeksztalcenia liniowego f € L(X,Y) nazywamy
zbior

imf={f(x)eY :xeX}=f(X).
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Definicja 10.6. Rzedem przeksztalcenia liniowego f € L(X,Y) nazywamy
liczbe
rank f = dimim f.

Bardzo tatwo jest udowodni¢ co nastepuje:
Stwierdzenie 10.5. Dila f e L(X,Y)
(i) Zbior ker f jest podprzestrzeniq liniowg w X .
(i1) Zbior im f jest podprzestrzeniq liniowg w'Y .
Przyktad 10.9. Wyznaczymy jadro, obraz i rzad przeksztalcenia f € L(R? R[t]),
f(Z) =z — 29 + (221 — 3wo)t + (21 + 4g)t?

z przyktadu 10.7.
Zauwazmy, ze f(Z) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy

Il—IQZO, 2.1‘1—3132:0, $1+4l’2:0.

Zachodzi to tylko wtedy, gdy Z = 0, wiec ker f = {0}.
Aby wyznaczy¢ obraz, zauwazmy, ze

F(Z) = 21 (1 4+ 2t + %) + 29(—1 — 3t + 4¢?),

wiec im f = span(1 + 2t + t2, —1 — 3t + 4t?) i te dwa wielomiany sa liniowo
niezalezne, wiec sg tez bazg im f. Zatem rank f = 2.

Zadanie 10.6. Wyznacz jadro, obraz i rzad przeksztatcenia D z zadania 10.4.
Odpowiednikiem twierdzenia 7.3, ktére zachodzi dla macierzy jest:

Twierdzenie 10.6. Zalozmy, ze X 1Y sq przestrzeniami liniowymsi skonczo-
nego wymiaru, f € L(X,Y). Wowczas

dimker f + dimim f = dim X.

Dowod tego twierdzenia jest bardzo podobny do dowodu tw. 7.3, dlatego
go pominiemy.

Zadanie 10.7. Zalézmy, ze fe L(X,Y) i A e K™ jest macierza przeksztal-
cenia f w bazach x1,...,x, 1 y1,...,ym. Zastanow sie, jak, znajagc A i obie
bazy, wyznaczy¢ jadro i obraz przeksztatcenia f.

Zadanie 10.8. Zatézmy, ze f € L(X,Y) i uktad xy,...,x, jest baza prze-
strzeni X. Pokaz, ze

im f = Span(f(xl)v R f(x?”L))
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10.5 Monomorfizmy i epimorfizmy
Definicja 10.7. Przeksztalcenie liniowe f € L(X,Y') nazwiemy
(a) monomorfizmem, jezeli f jest réznowartosciowe,
(b) epimorfizmem, jezeli im f =Y.
Przyktad 10.10. Przeksztalcenie liniowe f € L(R? R*) dane wzorem
1+ To
() -y
Ty + 39
jest monomorfizmem: jezeli f(7) = i€ R3, to

T+ X2 = Y1,
1 — T2 = Yo,

1+ 3T = Y3

i z pierwszych dwoch réwnan wynika, ze z1 i x5 sg jednoznacznie okreslone
PYZ€Z Y1, Y2:

Y1+ Y2 Y1 — Yo
I = R To = .
2 2
Jezeli wiec
T uy n
r(Ea]) = (L)) = =)
Y3
to
x=y1+y2=u x=y1_y2:u
1 2 1 2 9 29

wiec [ur, us]? = [z1,22]7. Zatem przeksztalcenie f jest réznowartodciowe, jest
wiec monomorfizmem.

Przyktad 10.11. Przeksztalcenie D € L(K[t],, K[t],—1), D(p) = p’ jest epi-
morfizmem, ale nie jest monomorfizmem.

Stwierdzenie 10.7. Zaléimy, Ze dim X < oo i f € L(X,Y). Nastepujgce
warunki sq rownowazne:

(i) [ jest monomorfizmem,
(ii) ker f = {0},
(#i) dimim f = dim X,
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(iv) dla pewnej bazy x4, ..., x, przestrzeni X uklad f(z1),..., f(x,) jest bazq
przestrzeni im f

(v) dla dowolnej bazy x1,...,x, przestrzeni X uklad f(z1),...,f(x,) jest
bazq przestrzeni im f,

(vi) dla kaZdego liniowo niezaleznego uktadu wektorow x1,...,xx € X uklad
f(xy),..., f(xg) jest liniowo niezalezny.

Dowdd tego stwierdzenia zostawiamy jako ¢wiczenie.

Zadanie 10.9. Zalézmy, ze przeksztalcenie liniowe f € L(X,Y) ma w pew-
nych bazach macierz A € K™". Pokaz, ze

(a) f jest monomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy ker A = {0},

(b) f jest epimorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy rank A = m.

10.6 Izomorfizmy

Definicja 10.8. Przeksztalcenie liniowe f € L(X,Y), ktore jest monomorfi-
zmem i epimorfizmem, nazywamy izomorfizmem.

Jezeli dla pary przestrzeni liniowych X, Y nad cialem K istnieje izomorfizm
f: X — Y, to méwimy, ze przestrzen X jest izomorficzna z przestrzenig Y.

Przyktad 10.12. Przeksztalcenie liniowe f e L(K" K][¢],—1) zadane wzorem
f(Z) =21 + 2ot +ast> + ...+ zt" !
jest izomorfizmem, a przestrzenie K™ i K[t],_1 sa izomorficzne.

Przyktad 10.13. Jezeli macierz A € K'™" jest nieosobliwa, to przeksztatcenie
liniowe f : K*" — K" zadane wzorem f(Z) = AZ jest izomorfizmem: f jest
monomorfizmem, gdyz, jezeli f(¥) = f(4), to A(¥ — @) = 0, wiec ¥ — 4 = 0,
gdyz A jest nieosobliwa. Ponadto, dla kazdego ¢ € R" f(A™'y) = ¢, wiec f
jest epimorfizmem.

Przyklad 10.14. Przeksztalcenie liniowe f € L(X, X) takie, ze f(z) = x
dla kazdego wektora x € X jest izomorfizmem. Przeksztalcenie to nazywamy
wdentyczno$ciowym i oznaczamy idx.

Twierdzenie 10.8. Jezeli przeksztalcenie liniowe f: X — Y jest izomorfi-
zmem, to okreslona jest funkcja odwrotna do f: f~':Y — X taka, ze

fof=idy, fof=idx
oraz f~' e L(Y, X).
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Dowdd. Istnienie funkcji f~!: Y — X wynika z tego, ze f jest bijekcja z X na
Y. Pokazemy, ze f~! jest przeksztalceniem liniowym. Niech oy, ap € K, 41,2 €
Y iy = a1y1 + asys. Istniejg jednoznacznie wyznaczone wektory x1, xo,x € X
takie, ze

fx) =y, fl@2) =92, flz)=y.
Ponadto,

flarmy + aoxa) = ay f(@1) + o f(22) = aqyr + gy = v,

wiec T = a1T1 + Qoxy. Zatem

f_l(Oéﬂ/l + aoys) = f_l(Oélf(xl) + s f(x2)) = f_l(f(alxl + Qu13))
= (f(@) ==
= a121 + aaws = arf T (f(z1)) + aof T (f(22))
= a1 f N (y1) + a2 f T (ya)-

]

Twierdzenie 10.9. Jezeli X jest przestrzeniq liniowg nad ciatem K ¢ dim X =
n, to przestrzen X jest izomorficzna z przestrzenig K.

Dowdod. Wskazemy izomorfizm f : X — K”. Niech x4, ...z, bedzie bazg prze-
strzeni X. Dla x € X istnieja jednoznacznie wyznaczone skalary aq, ..., a, € K
takie, ze

T =011+ ...t apTy.

Okreslamy
f(z) =[on,...,an]".

Wowcezas im f = K" i f jest monomorfizmem, jest to wiec izomorfizm. m

Uwaga 10.4. Dla przestrzeni liniowych nad cialem K prawdziwe sg nastepujace
stwierdzenia:

e kazda przestrzen X jest izomorficzna ze sobg,

o jezeli przestrzen X jest izomorficzna z przestrzeniag Y, to takze przestrzen
Y jest izomorficzna z X,

e jezeli przestrzen X jest izomorficzna z przestrzenia Y, a Y jest izomor-
ficzna z przestrzenig 7, to takze X jest izomorficzna z Z.

Inaczej méwiac, izomorfizm przestrzeni liniowych jest relacjg réwnowaznosci
okreslona na zbiorze wszystkich przestrzeni liniowych nad danym ciatem K. W
przypadku przestrzeni skonczonego wymiaru klasy abstrakcji tej relacji row-
nowaznosci odpowiadaja wymiarom przestrzeni, a reprezentantem danej klasy
jest przestrzen K”.
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10.7 Przestrzenie dualne

Cialo K mozemy utozsamié¢ z przestrzenig liniowg K!.

Definicja 10.9. Niech X bedzie przestrzenia liniowa nad ciatem K. Przestrzen
dualna (sprzezona) do X jest to przestrzen L(X,K). Oznaczamy ja symbolem
X*. Elementy przestrzeni X* nazywamy funkcjonatami liniowymina X. Funk-
cjonaty liniowe czesto oznacza sie symbolami x*, u*, itp.

7 twierdzenia 10.3 wynika natychmiast:

Twierdzenie 10.10. Jezeli X jest przestrzeniq lintowqg i dim X = n < 400,
to takze dim X* = n.

Przyklad 10.15 (Funkcjonaly na K"). Niech a = [ay, ..., a,] € K" Wow-
czas a zadaje funkcjonal na K":

n
a*(f)za‘szakxk, = [z,...,z.]"

B
—_

jest funkcjonatem liniowym na K”.
Mozemy okregli¢ F € L(KM, (K™)*):
(

F(a)(Z) =a- .
Tak zadane przeksztatcenie jest izomorfizmem. Zatem wzér (10.15) opisuje
wszystkie funkcjonaly liniowe na K" i przestrzen (K")* mozemy utozsamié z
Kb,
Przyktad 10.16. Niech ¢, € K. Wowczas funkcja x* : K[t] — K dana wzorem

z*(p) = p(to)
jest funkcjonatem liniowym na K|[t],,.
Przyklad 10.17. Slad macierzy A = [ai;]i; € K™™ definiujemy nastepujaco:

min(m,n)

trA = Z Qi -

i=1
Jest to funkcjonalt liniowy na przestrzeni K™".

Przyktad 10.18. Jezeli (X, (-, -)) jest przestrzenig euklidesowa i dim X =n <
o0, to kazdy wektor a € X okresla funkcjonal liniowy na X wzorem

a*(z) = {a, ) (10.5)
i gdy a # b, to funkcjonaly a*,b* sa rozne: jezeli a*(x) = b*(x) dla kazdego
r e X, to{a—0b,z)=0dlakazdego =, wiec a — b = 0.
Mozemy okresli¢é monomorfizm F' € L(X, X*) wzorem
F(a)(z) = <a,z).
Wobec 10.7, dimim F' = n, wiec im F' = X*. Zatem F jest izomorfizmem i
kazdy funkcjonat liniowy na (X, {:,-)) jest postaci (10.5).
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10.8 Bazy dualne

Rozwazamy nastepujacy problem: w przestrzeni liniowej X nad ciatem K dana
jest baza x4, ..., x,. Chcemy znalez¢ funkcjonaty liniowe z7, ..., 2} € X* takie,
ze dla dowolnego wektora x € X

Inaczej mowiac, szukamy funkcjonatow, za pomoca ktérych mozemy wyznaczy¢
wspotrzedne dowolnego wektora z przestrzeni X w zadanej bazie.

Przyktad 10.19. W przestrzeni R” rozwazamy baze €1, . . ., €,. Wowczas funk-
cjonaty liniowe
6T(f):x17 ) € (f):xn

spetniaja, dla kazdego wektora ¥ € R"

Za pomocy funkcjonatow e jesteSmy w stanie wyznaczy¢ wspotezynniki kaz-
dego wektora ¥ w zadanej bazie €, ..., €,.

Przyktad 10.20. W przestrzeni R? dana jest baza

[ [}

Szukamy funkcjonatéw u*, v* takich, ze dla kazdego wektora & € R?
T = u*(Z)u + v*(2)v.

Jezeli & = [x1, 2o]T, u*(Z) = a, v*(Z) = 3, to

ol o)

skad
a = 3x1 — drg, 0= —x1+ 2x,.
Zatem
u*(¥) = 3wy — bxa, v (Z) = —xq + 2a29.
Przyktad 10.21. Jezeli uktad zq, ..., x, jest baza ortonormalng w przestrzeni

euklidesowej lub unitarnej (X, -, -)), to szukane funkcjonaty sa postaci z7(z) =

<xj7 :L’>



ROZDZIAL 10. PRZEKSZTALCENIA LINIOWE 120

Zauwazmy, ze szukane funkcjonaty sg jednoznacznie zadane przez nastepu-
jacy uktad warunkow:

*( ) 1 ngiZj,
xi(x;) = )
E 0 gdyi+#j.

Twierdzenie 10.11. Zatozmy, ze X jest przestrzeniq liniowq nad ciatem K,

dim X = n ¢ dane sq wektory xy,...,x, € X oraz funkcjonaly =¥, ..., z} e X*
takie, ze dlai,j =1,...,n
1 gdyi=y,
x; (x;) = e = (10.6)
0 gdyti+#j.
Wowczas

(i) uklad x1, ..., x, jest bazq przestrzeni X,
(ii) uklad %,... x% jest bazq przestrzeni X*,

(iii) dla kazdego wektora x € X

Dowdéd. (i): dim X = n, wystarczy wiec pokazaé, ze wektory zy,...,z, sa
liniowo niezalezne. Zatézmy, ze dla pewnych skalaréw o; € K

a1+ ...+ oz, = 0.
Wowczas dlai =1,....,n
0=z (a1x1 + ... + Qpxy,) = aqz) () + ... + az) (z,) = oz} () = .
Zatem uktad x4, ..., x, jest liniowo niezalezny, wiec jest baza X.
(i)): dim X* = n, wystarczy wiec pokazaé, ze funkcjonaly xf,... z¥ sa

liniowo niezalezne. Zatézmy, ze dla pewnych skalarow g; € K

0=/pxl + ...+ Bux),
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czyli, dla kazdego z € X

0=/l (z) + ...+ Bozh(x).

Dla x = x; dostajemy

0= fraf(x;) + ... + Bax(x;) = Bixk(x;) = B;,

czyli uktad funkcjonatow 7, ..., z} jest liniowo niezalezny, jest wiec baza prze-
strzeni dualnej do X.

(iii): Niech x € X. Istniejg skalary o, € K takie, ze © = oaqzy + ... + @y
Dla+=1,...,n mamy

zi(x) = i (x4 ...+ apxy) = ozl (7)) = ;.

(iv): Zatézmy, ze x* € X*. Istnieja f; € K takie, ze * = 12} + ... + Bk,
Zatem, dla j =1,...,n

¥ (x;) = By (w5) + ..+ Bury () = Bz (x;) = B;.
Il

Uwaga 10.5. Zauwazmy, ze w zatozeniach twierdzenia 10.11 nie zakltadamy, ze
uktad x4, ..., z, jest bazg przestrzeni X. Wynika to jedynie z warunku (10.6).

Definicja 10.10. Zalézmy, ze uktad x4, ...z, jest bazg przestrzeni X i uktad
funkcjonatow liniowych «7, ..., x} przestrzeni X* jest zadany przez warunki

*( ) 1 gdinj,
L 0 gdyi#j.

Wowcezas z tw. 10.11 wynika, ze uktad (zf,...,2%) jest baza przestrzeni X*,
ktora nazywamy bazq dualng (sprzezong) do bazy xq, ..., x,.

Natomiast jezeli uktad funkcjonatéow z7,...,z} jest baza przestrzeni X*
i wektory z1,...,x, € X spelniaja warunki (10.6), to uklad (z1,...,x,) jest
baza przestrzeni X, ktéra takze nazywamy bazq dualng (sprzezong) do bazy
(x%,...,z%). Uwaga ponizej méwi o tym, ze przestrzen (X*)* mozna w natu-
ralny sposob utozsamic z przestrzenig X, o ile dim X < oo.

Uwaga 10.6. Nic nie stoi na przeszkodzie, aby rozwazac przestrzen dualng do
X* (ktéra mozemy oznaczyé X**). Mozna okresli¢ tzw. kanoniczny monomor-
fizm ® przestrzeni X w X**:

O(z)(z*) = 2™ (x), reX, z¥eX*®

W powyzszym wzorze ®(z) jest funkcjonatem liniowym na X* i ®(z)(z*) to
warto$¢ (skalar), ktéra ten funkcjonat przyjmuje dla elementu z* € X*.

Jezeli dim X < oo, to @ jest ,naturalnym” izomorfizmem przestrzeni X i
X**,
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Przyktad 10.22. (Baza Lagrange’a w K[t],,). Wybierzmy n + 1 réznych liczb
to,t1,...,t, z ciata K i rozpatrzmy n+ 1 funkcjonatéw liniowych na przestrzeni
K[t]n:

l5(p) = p(to), 1(p) =pt), ..., Lip)=ptn).

Okreslmy tez wielomiany:

t—1; ‘

Li(t) = || ra— j=0,1,...,n.

i=0,....,n J ¢
i#]

Wowezas [F (1) = 6; ;. Uktad ly, [y, . . ., I, jest wiec bazg przestrzeni K[z],,, ktora
nazywamy bazq Lagrange’a dla punktow to,tq,...,t,. Baza dualna to w tym
przypadku funkcjonalty wyznaczajace wartosci wielomianu w punktach ¢;.
Jezeli szukamy wielomianu p € K|z],, takiego, ze p(z;) = y; dla zadanych
wartosci o, . . . , Yn, to wielomian ten mozemy zapisa¢ w bazie Lagrange’a jako

p= > vil;.
=0

Przyktad 10.23. Zatézmy, ze w przestrzeni K” mamy dang baze 51, . ,5n.
Wéwezas baze dualng mozemy utozsamic z uktadem macierzy a; € K" takich,
ze a;b; = 0; ;. Rozwazmy macierze

a1
B=[b,....,by] e K™,  A=]:|eK"™

Qp

-

Woéwcezas AB = I,,, czyli A = B~!. Zatem baza dualna do 51, ..., b, sktada sie
z funkcjonatéw odpowiadajacych wierszom macierzy odwrotnej do B:

bi(Z) = el B~1%.



Rozdziat 11

Endomorfizmy

W tym rozdziale zajmiemy sie badaniem przestrzeni L(X, X), ktorej elementy
to przeksztalcenia liniowe danej przestrzeni liniowej X w siebie. Wygodnym
sposobem zapisu takiego przeksztalcenia jest jego macierz w ustalonej bazie
przestrzeni X. Dlatego najpierw wprowadzimy kilka nowych poje¢ dotycza-
cych macierzy kwadratowych, ktore pdézniej wykorzystamy przy omawianiu
przeksztatcen liniowych.

11.1 Wielomian charakterystyczny macierzy

Definicja 11.1. Niech A € K™". Wielomian charakterystyczny macierzy A

jest zdefiniowany jako
pa(A) = det, (A — A,).

Uwaga 11.1. Mozna pokazaé, ze pa jest wielomianem stopnia n o wspotczyn-
nikach z ciata K.

Przyktad 11.1. Jezeli A = [_85 _74], to

pa(A) = det {_58_ A 7__4A] = (=5 =A)(7T—\) +32

=X -2 -3=A+1)(\A-23).
Przyktad 11.2. Jezeli A = diag(ay,as, ..., a,) (macierz diagonalna), to

pa(A) = (a1 — N)(azg — N) ... (a, — N).

11.2 Podobienstwo macierzy
Wprowadzmy nastepujaca definicje:

123
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Definicja 11.2. Powiemy, ze macierze A, B € K™" sg podobne, jezeli istnieje
macierz nieosobliwa C' € K™" taka, ze B = CAC™!.

Definicja 11.3. Powiemy, ze macierz A € K™" jest diagonalizowalna, jezeli
jest podobna do pewnej macierzy diagonalnej D(Ay, ..., A,).

Zadanie 11.1. Pokaz, ze podobienstwo macierzy jest relacja réwnowaznosci
na zbiorze K™".

Stwierdzenie 11.1 (Niezmienniki podobienstwa). JezZeli macierze A, B €
K™™ sq podobne, to

(i) detA = detB,

(ii) macierze A i B majg takie same wielomiany charakterystyczne, czyli
pPA = PB-

(iii) trA = trB,
(iv) rankA = rankB.

Dowdéd. Podpunkt (i) jest wnioskiem z twierdzenia Cauchy’ego 8.17. B =
C~1AC dla pewnej nieosobliwej macierzy C' i dla dowolnej liczby A € K:

CY A= \,)C =C'AC — C7'\I,,C = B — \,,,

co oznacza, ze macierze A— A\, i B— \I,, tez sa podobne, wiec ich wyznaczniki
sg réwne, czyli

pa(N) = det(A — AI,) = det(B — A\I,,) = pp(A).
Pozostate podpunkty zostawiamy jako ¢wiczenia. O
Zadanie 11.2. Udowodnij podpunkty (iii) i (iv) w stw. 11.1.

Zadanie 11.3. Dla A € K™", czy im A i ker A sg niezmiennikami podobienstwa
macierzy?

Zadanie 11.4. Zalézmy, ze macierze A, B € K™" sa podobne i vg,v1,...,7 €
K. Pokaz, ze macierze

¢ = ZT: A", D = ZT: Yo B
k=0 k=0

tez sa podobne. (Przyjmujemy, ze A = I,,.)
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11.3 Macierz zmiany bazy

Rozwazamy nastepujace zagadnienie: zat6zmy, ze w przestrzeni liniowej X ma-

my dane dwie bazy: x1,...,2, i uq,...,u, i dla danego wektora x znamy jego
wspotrzedne w bazie x4, ..., x,
~ T
T =121 + ...+ Qpxy,, a=lag,...,a,]" e K"

Szukamy macierzy C' € K™" niezaleznej od x i takiej, ze dla wektora

-

ﬁ:[ﬁla"'aﬁn]T:C&

mamy
xzﬁlul—l—...—i—ﬁnun.

Taka macierz C' mozna zdefiniowa¢ nastepujaco:

Definicja 11.4. W przestrzeni liniowej X dane sa dwie bazy: x = (x1,...,2,) 1
u = (uy,...,u,). Macierz zmiany bazy z X na u jest to macierz przeksztatcenia
identycznosciowego idx : X — X w bazach x i u.

Stwierdzenie 11.2. Jezeli w przestrzeni liniowe; X dane sq¢ dwie bazy: x =
(X1,...,xp) tu = (Ug,...,uy,), oraz baza u* = (uf,... u*) przestrzeni X*
dualna do bazy u, to macierz zmiany bazy z X na u jest postaci

C = [ui(z))]i; € K.

Dowéd. W j-tej kolumnie macierzy C' muszg sie znalez¢ wspotrzedne wektora
x; = idx(z;) w bazie u, czyli liczby uj(x;),. .., uk(x;). O

Przyktad 11.3. W przestrzeni K" dane sa dwie bazy a = (dy,...,d,) i b =
(b1, ..., b,). Woéwczas macierz zmiany bazy z a na b ma postaé

C=[by,....bp " [@,. .. a&).

Zauwazmy, ze macierz zmiany bazy zawsze jest nieosobliwa. Odnotujmy
jeszcze jedno stwierdzenie:

Stwierdzenie 11.3. X jest przestrzeniq lintowq nad ciatem K wymiaru n

(i) Jezeli A € K™ jest macierzq zmiany bazy a na baze b, to macierz A~}
jest macierzqg zmiany bazy b na baze a.

(i1) Jezeli A € K™ jest macierzq zmiany bazy a na baze b, B € K™ jest
macierzg zmiany bazy b na baze ¢, to B - A jest macierzq zmiany bazy a
na baze c.
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11.4 Definicja endomorfizmu

Definicja 11.5. Endomorfizmem przestrzeni liniowej X w siebie nazywamy
dowolne przeksztalcenie liniowe f € L(X,X). Przestrzen L(X, X) bedziemy
zapisywaé jako L(X).

Stwierdzenie 11.4. Zatéimy, ze dim X < o0 i f € L(X) jest endomorfizmem.
Wowczas nastepujgce warunki sg rownowazne:

(i) [ jest monomorfizmem,
(ii) [ jest epimorfizmem,
(iii) f jest izomorfizmem.

Zadanie 11.5. Udowodnij powyzsze stwierdzenie. Podaj przyktad na to, ze
zatozenie dim X < oo jest potrzebne.

Definicja 11.6. Endomorfizm f przestrzeni liniowej X, ktéry jest izomorfi-
zmem, nazywamy automorfizmem.

Zatézmy teraz, ze w przestrzeni X mamy dane dwie bazy a = (ay,...,a,)
oraz b = (by,...,b,). Niech f e L(X) i My, € K™ jest macierzag endomorfi-
zmu f w bazie a. Oznacza to, ze, dla

T =11+ ... +apa, €X, a=lag,...,a,)" (11.1)
mamy
flx) = brar + ...+ Opa,,  dla[6y,...,0,]7 =0 = M;.a.

Niech C' € K™" bedzie macierzg zmiany bazy a na baze¢ b. Wowczas macierz
My, endomorfizmu f w bazie b spetnia

My =C-Mpq-C™

Istotnie, mozemy napisa¢ f = idy o f o idyx, natomiast C' to macierz endo-
morfizmu idx w bazach a i b, natomiast C~' to macierz idxy w bazach b i

a. Zatem, jezeli x = [B1by + ... + Bub,, czyli 3= [B1,...,B.]7 jest wektorem
wspotrzednych wektora z w bazie b, to

° 0—15 jest wektorem wspoétrzednych wektora x w bazie a,

o M;,- C~153 jest wektorem wspotrzednych wektora f (x) w bazie a

o C M, C~13 jest wektorem wspétrzednych wektora f (x) w bazie b.

Udowodnilismy
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Stwierdzenie 11.5. Macierze tego samego endomorfizmu f w réznych bazach
sq podobne.

Uwaga 11.2. Jako ze macierz C' w definicji 11.2 jest nieosobliwa, jest ona ma-
cierza zmiany bazy w przestrzeni K”. Zatem macierze A i B sg podobne wtedy
i tylko wtedy, gdy sa macierzami pewnego przeksztalcenie liniowego F' € L(K")
w roznych bazach.

Zgodnie ze stw. 11.1, wyznacznik, wielomian charakterystyczny i slad sa
niezmiennikami podobienstwa macierzy. Wynika z tego poprawnos¢ nastepu-
jacej definicji:

Definicja 11.7. Zatézmy, ze X jest przestrzenig liniowa nad ciatem Kidim X <
. Niech f e L(X) i b bedzie dowolng bazg przestrzeni X, My, to macierz f
w tej bazie. Dla endomorfizmu f okreslamy

o Slad trf jako $lad macierzy My yp:

tl"f = tI(Mﬁb),

o wyznacznik detf jako wyznacznik macierzy My y,:

detf = det(Mf,b),

o wielomian charakterystyczny ps(X) jako wielomian charakterystyczny ma-
cierzy My p:
pf</\) = PM;y ()‘)

Zanotujmy nastepujacy fakt:

Stwierdzenie 11.6. Niech X bedzie przestrzenig lintowg wymiaru n < o0 nad
ciatem K i f € L(X). Nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(i) im f < X,
(ii) ker f # {0},
(iii) detf = 0.

Zadanie 11.6. Udowodnij stw. 11.6.
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11.5 Wektory i wartosci wlasne

Definicja 11.8. Zalézmy, ze f € L(X) jest endomorfizmem przestrzeni linio-
wej X nad cialem K.

e Powiemy, ze skalar \ € K jest wartoscig wlasng endomorfizmu f, jezeli
istnieje niezerowy wektor v € X taki, ze

f(v) = Av.

e Taki wektor v nazywamy wektorem wtasnym endomorfizmu f, odpowia-
dajgcym wartosci wiasnej \.

e Jezeli A € K jest wartoscia wlasng endomorfizmu f, to zbior
Vw={ve X: f(v)= v}

nazywamy podprzestrzenig wtasng endomorfizmu f, odpowiadajgcg war-
tosci whasnej .

Uwaga 11.3. Poniewaz V), = ker(f — Aidy), wiec zbidr ten jest podprzestrzenia
liniowg w X.

Definicja 11.9. Widmem endomorfizmu f € L(X) nazywamy zbiér wszyst-
kich wartosci wlasnych f. Zbior ten oznaczamy symbolem o(f).

Definicja 11.10. Dowolng macierz A € K™" mozemy interpretowaé jako en-
domorfizm przestrzeni K": f(Z) = AZ. Warto$é wlasng, wektor wlasny i pod-
przestrzen wiasng macierzy A definiujemy jako wartos¢, wektor i podprzestrzen
wtasne tak zdefiniowanego endomorfizmu f. Tak samo definiujemy widmo ma-
cierzy A, ktoére oznaczamy o(A).

Przyktad 11.4. Dany jest endomorfizm F € L(R[z],),
F(w)(t) =t-w'(t).

Wowcezas wielomiany 1,¢,t2, ..., t" sa wektorami wlasnymi endomorfizmu f
odpowiadajace (kolejno) wartosciom wtasnym 0,1,... n.

Przyktad 11.5. Niech A = l5 4]. Mozna obliczy¢, ze

8 7

1 1 -1 -1
LA ]
Zatem A ma wartosci wltasne —1, 3, a odpowiadajace im wektory wtasne to

AL
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Przyktad 11.6. Jezeli A € K™" jest macierzg diagonalna,

ay
az
A= ,
Qn
to liczby aq, as, ..., a, sa wartosciami wlasnymi macierzy A, a odpowiadajace
im wektory wtasne to €1, és,...,€,.

Zauwazmy, ze zachodzi nastepujace

Stwierdzenie 11.7. Niech f € L(X). Wéwczas X € K jest wartoscig wlasng
endomorfizmu f wtedy i tylko wtedy, gdy dimker(f — Aidy) > 0.

Ze stw. 11.6 wynika teraz, ze A € K jest wartoscig wtasng endomorfizmu f
wtedy i tylko, gdy det(f — Aidyx) = 0. Zatem

Twierdzenie 11.8. Niech dim X < o i f € L(X). Wéwczas A € K jest
wartoscig wlasng f wtedy i tylko wtedy, gdy ps(X) = 0.

Inaczej méwiac, wartosci wlasne endomorfizmu (macierzy) to pierwiastki
jego (jej) wielomianu charakterystycznego.

Przyktad 11.7. Wielomian charakterystyczny macierzy A = _85 _74] zZ

przyktadéw 11.11 11.5 to pa(A) = (A + 1)(X\ — 3). Zatem macierz ta ma do-
ktadnie dwie wartosci wtasne: -1 oraz 3.

Przyklad 11.8. Wyznaczymy wartosci wtasne macierzy A = (1] _01 . Ja-
ko endomorfizm R? jest to obrét o kat m/2. Mamy ps(A\) = A? + 1, wigc A
nie ma rzeczywistych wartosci wtasnych. Jednak, jezeli A potraktujemy jako
endomorfizm C?, to pa(A\) = (A +i)(A — 7). Wowezas A ma dwie zespolone
wartosci wlasne: A\ =7, Ay = —i.

Zadanie 11.7. Wyznacz (zespolone) wektory wlasne macierzy A z przyktadu
11.8.

Stwierdzenie 11.9. Jezeli A, Ao, ..., A\ s¢ réznymi wartosciami wlasnymi
endomorfizmu f € L(X) iv; € X oznacza wektor wlasny odpowiadajgcy war-
tosci wlasnej Aj, to wektory vy, vs, ..., vy sq lintowo niezalezne.

Dowdd. Stosujemy indukcje po k. Dla k = 1 teza jest oczywista. Zatézmy, ze
teza zachodzi dla k£ — 1 i niech

v + ..+ o = 0. (11.2)
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Zatem
flaguy + ..o+ agvg) = a1 Avg + agdave + ...+ apAgv, = 0
Mnozac (11.2) stronami przez A, dostajemy
Q1A U] + agAvs + ...+ ap v = 0,
wiec po odjeciu ostatnich dwoch réwnosci stronami, otrzymujemy
as(Ag — A)vg + ...+ o (A — Ao = 0.

Wobec zatozenia indukecyjnego ap = ... = a; = 0, wigc takze oy = 0 i pokaza-
liSmy liniowa niezaleznos$¢ wektorow vy, . . ., vg. O]
Jako wnioski ze stw. 11.9 otrzymujemy:

Stwierdzenie 11.10. Zalézmy, ze f € L(X) i A\, Ay € o(f), przy czym A\ #
Xo. Wowezas Vy, n'Vy, = {0}.

Dowdd. Jezeli x € V), n' V), to f(x) = Mz = Az, wiec (A — Ay)x = 0.
Poniewaz Ay # A9, wiec z = 0. ]

Stwierdzenie 11.11. Zaldzmy, Ze f € L(X) i Ay,..., \x € o(f), przy czym
Ai # Aj dla 1 # j. Wowczas

V)\1+...+V>\k=V)\1@...@V)\k.

Uwaga 11.4. Zapis U = U1 @U@ ... @ U, oznacza, ze kazdy wektor u € U ma
jednoznaczne przedstawienie postaci u = uy + ug + ... + u,, gdzie u; € U; dla
jg=12...,n.

Dowdd. Stosujemy indukcje po k. Dla k = 2 mamy V), n V), = {0}, wiec
Vi, + Vi, = Vi, @ V). Zalézmy wiec, ze teza zachodzi dla k — 1. Mamy

(V)\l + ...+ V)\k_l) + ka = (V)q @P... @V)\k_l) + V>\k.

Niech zx € (V), ®...®Vy,_,) 0 Vy,. Wowezas v = aqvy + ... + ap_10p—1. Gdy
x # 0, to jest to wektor wtasny f odpowiadajacym wartodci wtasnej Ag, ktory
przedstawiony zostal jako kombinacja liniowa wektoréw wtasnych odpowiada-
jacych innym wartosciom wlasnym. Uzyskujemy w ten sposéb sprzecznosé ze
stw. 11.9. Zatem (V), ®... @ V,,_,) n V), = {0} i tym samym

(V)\l éP... G_)VAk—l) + VAk = (V)\l @...8 V)\kil) @V)\k
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11.6 Krotnos$¢ wartosci wlasnych

Jezeli macierz A € K™" jest diagonalizowalna i podobna do macierzy diago-
nalnej D = diag(ay, ..., a,), to
pa(z) =pplx) = (-1)"(x — 1) ... (z — ay),

skad wynika, ze krotnos¢ kazdej wartosci wtasnej macierzy A jako pierwiastka
wielomianu charakterystycznego jest réwna wymiarowi odpowiedniej podprze-
strzeni wlasnej. Inaczej mowiac, jezeli

pa(z) = (=1)"(x=A )™ ... (x—= )™, Ni# Njdlai# 3, m+.. A+ =m0,
to, gdy macierz A jest diagonalizowalna,
dim Vy, = ry, 7=12,... k.

Jednak przyktad 11.13 pokazuje, ze krotnos¢ wartosci wtasnej A € K jako
pierwiastka wielomianu charakterystycznego nie musi by¢ réwna wymiarowi
podprzestrzeni wtasnej.

Definicja 11.11. Zalézmy, ze )\ € K jest warto$cig wtasng macierzy A € K™"
(lub endomorfizmu f € L(X), gdzie X jest przestrzenia liniowa nad K).

e fkrotnosé algebraiczna wartosci wtasnej A jest to krotnos¢ A\ jako pier-
wiastka wielomianu charakterystycznego macierzy A (lub endomorfizmu

f);

e fkrotnosé geometryczna wartosci wlasnej A jest to wymiar podprzestrzeni
wtasnej V).

11.7 Podprzestrzenie niezmiennicze
Definicja 11.12. Podprzestrzen U — X nazywamy podprzestrzenig niezmien-
niczg endomorfizmu f € L(X), jezeli f(U) c U.

Przyktad 11.9. Jezeli D € L(K[t],), D(p) = P/, to D ma podprzestrzenie
niezmiennicze span(1,...,t*) dla k =0,1,...,n.

Przyktad 11.10. Rozwazmy endomorfizm f € L(R®), f(¥) = AT, gdzie

1
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Endomorfizm f ma podprzestrzenie niezmiennicze
U = span(eéy, €3), V =span(es), W = span(éey,€s).
Natomiast podprzestrzenie wtasne f to
Vs = span(e}) < U, Vi =span(e;) <V, V, =span(ey) < W.
Stwierdzenie 11.12. Jezeli \ jest wartoscig wlasng endomorfizmu f, to pod-
przestrzen wtasna Vy jest podprzestrzenig niezmienniczg dla f.

Zadanie 11.8. Niech f € L(X). Pokaz, ze podprzestrzenie im f oraz ker f sa
niezmiennicze dla f.

Stwierdzenie 11.13. Jezeli U < X jest podprzestrzenig niezmienniczqg endo-
morfizmu f € L(X), to wielomian charakterystyczny endomorfizmu
flo € L(U) jest dzielnikiem wielomianu charakterystycznego endomorfizmu f.

Dowdd. Niech uq, ..., u; to baza podprzestrzeni U, ug,q,...,u, to jej dopet-
nienie do bazy calej przestrzeni X. W tej bazie macierz f ma postac

i[5 ¢

wobec czego, z zadania 8.1

pr(\) = det(A — \I,,) = det lB — ALy ¢ ]

0 D — M, _;
— det(B — AI},) - det(D — M,,_)
= pf|U()‘) . det(D — )\]n—k)

]

Zadanie 11.9. Pokaz, ze krotnos¢ geometryczna wartosci wlasnej endomorfi-
zmu [ € L(X) nigdy nie jest wieksza od jej krotnosci algebraiczne;.

11.8 Twierdzenie Jordana

Definicja 11.13. Klatka Jordana jest to macierz postaci

1 -
A

> =

Jk’,\ = ' S Kk’k.

> =
> =
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W szczegdlnosel Jp = [A].
Macierz Jordana jest to macierz postaci

v/

‘]k2,)\2
J= ' e K™", (11.3)

Tk A

gdzie k1 + ... + k. = n.
Powiemy, ze baza wy, ..., w, przestrzeni X jest bazqg Jordana dla endomor-
fizmu f e L(X), jezeli macierz f w tej bazie jest macierza Jordana.

Zadanie 11.10. Pokaz, ze klatka Jordana Jj » dla k > 1 nie jest diagonalizo-
walna.

Twierdzenie 11.14 (Twierdzenie Jordana). Jezeli wielomian charakterystycz-
ny endomorfizmu f € L(X) jest iloczynem czynnikéw liniowych, to w X ist-
nieje baza Jordana dla endomorfizmu f i macierz f w tej bazie jest macierzg
Jordana.

Uwaga 11.5. Jezeli macierz A € K™" ma wielomian charakterystyczny, ktory
jest iloczynem czynnikow liniowych, to mozemy zastosowaé twierdzenie Jorda-
na do endomorfizmu f € L(K") danego wzorem f(Z) = AZ. Teza twierdzenia

Jordana méwi wowcezas, ze macierz A jest podobna do pewnej macierzy Jor-
dana J € K™".

Uwaga 11.6. W macierzy Jordana dla danego endomorfizmu f (macierzy A),
liczba klatek Jordana Jj, 5 dla ustalonej wartosci wtasnej A jest rowna krotnosci
geometrycznej wartosci wtasnej A, czyli wymiarowi podprzestrzeni wtasnej V).

Uwaga 11.7. Poniewaz wielomian charakterystyczny jest niezmiennikiem re-
lacji podobienstwa macierzy, wiec z postaci wielomianu charakterystycznego
wynika, jakie sa elementy na przekatnej macierzy Jordana J dla danego en-
domorfizmu f (macierzy A): sa to wszystkie pierwiastki tego wielomianu, z
uwzglednieniem ich krotnosci.

Dowdd twierdzenia Jordana. W ramach przygotowania poczynimy kilka spo-
strzezen dotyczacych endomorfizmu h € L(X), o ktérym zaktadamy, ze w bazie
wi, . .., w, ma macierz Jordana J, taka jak w (11.3).

Niech Iy = 0, ly = ki, I3 = ki + ko, ..., b, = k1 + ...+ ke, Ly =
ki+ ...+ k. =n. Wowczas:

1. span(wy, 11, .., W, +k,) to podprzestrzen niezmiennicza h, odpowiadajaca
blokowi Jy, », macierzy J.

2. w41 to wektor wtasny h odpowiadajacy wartoéci wlasnej \s, w szczegdl-
nosci wy, 11 € im h.
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3. Jezeli Ay = 0, to wy, 11 € ker h. Ponadto ker h = span{w; ;1 : As = 0}.

4. h(wi,45) = Wi g1 + Aswi,4; dla j = 2,3,..., ks (wynika to z postaci klatki
Jordana Jj_ »,).

5. Podprzestrzen im h jest rozpigta przez kombinacje liniowe wektoréw w;, a
wspotezynniki kazdej takiej kombinacji to wyrazy pewnej niezerowej ko-
lumny macierzy J. Dla Ay = 0 wektory w;_yx, (czyli ostatnie elementy cia-
gu wektoréw bazowych (wy, 11, ...wy 4x,) odpowiadajacego klatce Jordana
Jr. . ) jako jedyne nie wystepuja w tych kombinacjach liniowych. Jest ich
n —dimim h = dim ker A i sg one liniowo niezalezne, wiec

X =imh @ span{wy, 1, : As = 0}.

Dowodzac twierdzenie Jordana, stosujemy indukcje po n = dim X. Jezeli
n = 1 to twierdzenie jest oczywiste, gdyz kazda macierz 1 x 1 jest macierza
Jordana.

Zatozmy, ze twierdzenie zachodzi dla dowolnej przestrzeni wymiaru mniej-
SzZego Niz n.

I. Rozwazmy sytuacje, gdy dimim f < n. Niech

g = f|imf S L(lm f)

Wielomian charakterystyczny p, jest dzielnikiem wielomianu py, na mocy stwier-
dzenia 11.13. Wobec tego p, jest iloczynem czynnikéw liniowych i mozemy
stosowaé zatozenie indukcyjne do endomorfizmu g.

W podprzestrzeni im f istnieje baza Jordana dla g: wy, ..., w,,, m = dimim f.

Jezeli im f @ ker f = X, to baze wy,...w,, rozszerzamy o dowolna baze
ker f, otrzymujac baze¢ Jordana dla f.

W przeciwnym przypadku im f n ker f # {0}. Mamy tez

ker g = ker f nim f.

Niech t = dim ker g. Mozemy przyjac, ze pierwsze t klatek Jordana dla g od-

powiada wartosci wtasnej 0, czyli \y = ... = A\ = 0. Wtedy
kerg = Span(wll-i-lv s 7wlt+1)'
Ponadto, wy, 4k, .., Wy, +k, € im f, wiec istnieja wektory vy,...,v; € X takie,
ze
f(vl) = wl1+k17 s 7f<vt) = wltJrkt'
Uktad wy, 11, ..., w41 (baze ker g) uzupelniamy wektorami us, ..., u,_m—y do

bazy ker f.
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Pokazemy, ze uktad wektoréw
Wy e oy Wiy U1y e ooy Uy ULy -+ oy Uyt (11.4)
jest liniowo niezalezny, czyli jest baza X. Zalézmy, ze
w1 + .o QW + G101+ o+ B + U+ - Vet Un—mt = 0.

Na obie strony tej réwnosci dziatamy endomorfizmem f, pamietajac, ze flim 5 =
g, f('Us) = Wig4kss f(ul) = 0. DOSta’jemy

alg(wl) +... amg<wm) = _Blwll+k1 e T ﬁtwlt+k)t'

Lewa strona tej rownosci to wektor z im g, co, wobec spostrzezenia 5. powyzej,
oznacza, ze jest ona réwna 0. Zatem (3, = ... = s = 0. Mamy wiec

QW1 + .o O Wy + 11U+ o F Ve tUn—m—t = 0,

wiec U = YUy + ... + Vnem—tUn_m—¢ € im f N ker f. Wobec wyboru wektoréw
u; jako uzupetienia bazy im f nker f do bazy ker f oznacza to, ze u = 0, wiec
Y1 = ... = Yn—m-t = 0. Teraz z liniowej niezaleznosci wy, ..., w,, dostajemy
a1 =...=qa,, =0.

Uktad (11.4) ustawiamy w nastepujacej kolejnosci:

ULy« Un—m—t, Wiy41y -« Wik, V1, W41, - - Wig ks, V2, oo vy

wlt+17"'7wlt+kt7vt7 wlt+1+17' "7wm‘

Wobec sposobu okreslenia wektoréw v i uj, jest to baza Jordana dla endomor-
fizmu f.

II. Jezeli dimim f = n, postepujemy nastepujaco: niech \ bedzie dowolna
wartoscia wlasna f (jest A # 0) i niech F' = f — Mdyx. Do F stosujemy
cze$¢ I dowodu. Otrzymana baza Jordana dla F' jest tez baza Jordana dla
f = F + Aidx. Macierz Jordana dla f otrzymujemy z macierzy Jordana dla F
dodajac do niej A\I,. O]

Odnotujmy jeszcze nastepujace wnioski z twierdzenia Jordana:

Whniosek 11.15. Jezeli X jest przestrzeniq liniowg nad C i f € L(X), to dla
f istnieje baza Jordana.

Whniosek 11.16. Jezeli A € K™ ¢ wielomian charakterystyczny pa(\) jest
iloczynem czynnikéw liniowych, to macierz A jest podobna do pewnej macierzy
Jordana.
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Dowdd. Nalezy wyznaczy¢ baze Jordana (dy, ..., u,) i odpowiadajaca jej ma-
cierz Jordana J dla endomorfizmu f € L(K") danego wzorem f(Z¥) = AZ.
Wtedy, dla U = [uy, . .., i,]

A=UJU L

Przyktad 11.11. Wyznaczymy macierz Jordana podobna do macierzy

3 -1 0 1
0 3 4 4
A=10 0 5 s
0 0 4 7

Obliczamy wielomian charakterystyczny: pa(z) = (z — 3)3(z + 1). Jest on
czynnikiem iloczynéw liniowych, wiec zachodzi teza twierdzenia Jordana, czyli
istnieje macierz Jordana J podobna do macierzy A.

Ponadto, macierz A ma 2 wartosci wlasne: \; = 3 oraz Ay = —1. Krotno$é¢
algebraiczna wartosci wlasnej 3 jest rowna 3, a krotnos¢ algebraiczna wartosci
wtasnej —1 wynosi 1, wiec jesteSmy w stanie okresli¢, jak wyglada przekatna
macierzy J:

370 0
037 0
T=1003 0
0 00 -1
Wyznaczamy podprzestrzenie wtasne:
0 -1 0 1 1 0
0 0 4 0 1
V3 = ker(A — 3I) = ker 0 0 -8 -8 = span ol |1 ,
0O 0 4 4 0 1
4 -1 0 1 0
0 4 4 1
V1 =ker(A+ 1) = ker 0 0 _4 _g| =span D
0O 0 4 8 1

Zatem dim V3 = 2 oraz dimV_; = 1. Sg wiec 2 klatki Jordana dla wartosci
wlasnej 3: J; 3 oraz Jy3, jak i jedna klatka Jordana dla wartosci wtasnej —1:
Ji-1. Zatem

<

I
o oo w
oo wo
o W o

o oo
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11.9 Diagonalizacja

Macierz diagonalizowalng zdefiniowaliémy jako podobna do pewnej macierzy
diagonalnej. Mozemy takze rozwaza¢ endomorfizmy diagonalizowalne:

Definicja 11.14. X jest przestrzenig liniowg skonczonego wymiaru nad ciatem
K. Powiemy, ze endomorfizm f € L(X) jest diagonalizowalny, jezeli w pewnej
bazie przestrzeni X endomorfizm f ma macierz diagonalng.

Zajmiemy sie teraz charakteryzacja macierzy i endomorfizméw diagonali-
zowalnych. Najpierw pokazemy kilka faktéw pomocniczych.

Twierdzenie 11.17. X jest przestrzenig liniowg wymiaru n nad ciatem K,
F e L(X) i pr € K[A],, jest iloczynem czynnikéw stopnia 1. Wowczas endo-
morfizm F jest diagonalizowalny wtedy i tylko wtedy, gdy krotnosci algebraiczne
wszystkich jego wartosci wlasnych sq rowne ich krotnosciom geometrycznym.

Dowdd. Zatézmy, ze F' jest diagonalizowalny i w bazie uy, ..., u, ma macierz
diagonalng
A1y,
Ao T,

eI,
gdzie \; # Aj dlai # j, ki + ... + k = n. Wtedy Aq,...,\, to rézne war-

tosci wlasne F' i pp(\) = H()\S — \)Fs. Zatem krotnosé¢ algebraiczna wartosci
s=1
wlasnej A; jest réwna k. Ponadto, podprzestrzen wtasna odpowiadajaca war-

tosci wlasnej Ag to V), = ker(F — A, -idx) i z postaci macierzy M wynika, ze
dim V), = k. Zatem krotnos¢ geometryczna wartosci wtasnej \; tez jest rowna
ks.
Zaloézmy teraz, ze Ay, ..., \s to wszystkie rozne wartosci wtasne F'iich krot-
noéci algebraiczne sa roéwne krotnosciom geometrycznym. Wowczas
T

pr(A) = H(/\s — N, wiec ki + ... + k, = n. Ponadto

s=1
dim Vy, = dim(ker(f — A - idx)) = ks.
Niech uktad v, ... v§ € X bedzie bazg przestrzeni Vy,. Wowczas uktad ztozony
z baz wszystkich podprzestrzeni Vy,, ..., V), , czyli

1 1 r r
Ul,...Ukl,...,Ul,...UkT

jest liniowo niezalezny (co wynika stw. 11.9) i sktada sie z n = dim X wektordéw,
jest wiec baza przestrzeni X, w ktorej F' ma macierz diagonalna M. O
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7 powyzszego twierdzenia mozna bez trudu wywnioskowa¢ nastepujace

Stwierdzenie 11.18. Zalézmy, Ze dimX = n < o i F € L(X). Niech
Ay .oy A 0znaczajg wszystkie wartosci wtasne endomorfizmu F, przy czym
Ai # Aj dlai # jiniech Vy,, j =1,...,r to podprzestrzenie wlasne odpowiada-
jace tym wartosciom wlasnym. Wowczas endomorfizm F' jest diagonalizowalny
wtedy 1 tylko wtedy, gdy

T
dim V)\j =n.
7j=1

Uwaga 11.8. Poniewaz kazda macierz A € K™" mozemy traktowaé jako endo-
morfizm przestrzeni K", wiec twierdzenie 11.17 mozna takze stosowaé¢ w celu
rozstrzygania, czy dana macierz jest diagonalizowalna.

Przyklad 11.12. Zbadamy diagonalizowalno$¢ endomorfizmu f € L(R?),

ﬁ S . -5 —4 . .
f(#) = AZ, zadanego macierza A = 85 7 |- 7, wezesniejszych przyktadow
wiemy juz, ze endomorfizm f (jak réwniez macierz A) ma wartosci wlasne
A1 = —11 Xy =3, a odpowiadajace im wektory wlasne to

L) e

Zatem f ma 2 podprzestrzenie wtasne, V_; = span(t7), V3 = span(@y), obie
wymiaru 1. Z tw. 11.17 wynika, ze endomorfizm f jest diagonalizowalny i

=

. : . Do oy . -1 0
macierz A (czyli macierz f w bazie €}, &) jest podobna do macierzy { ]

R T S A R

skad dostajemy

I s I e s

W iloczynie powyzej

Zauwazmy, ze

1 9 ] zmienia baze z v, U na €7, €,

e macierz [

-1
1 . . — — — —
1 o zmienia baze €1, €; z powrotem na baze vy, Us.

e macierz [
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[loczyn macierzy daje wiec macierz f w bazie v, v,. Z drugiej strony, wy-
znaczajac wartosci i podprzestrzenie wlasne f pokazaliSmy, ze macierz f w

1
bazie v, U, jest rowna l_Ol g] Macierz l—ll _21] jest dla endomorfizmu

f macierzg zmiany bazy €7, €5 na baze wlasng.

Przyktad 11.13. Zbadamy, czy macierz B = lg é] jest diagonalizowalna.

W pierwszym kroku wyznaczamy wartosci wlasne, znajdujac pierwiastki wie-
lomianu charakterystycznego:

pp(z) = det(B — 1) = det [3 6 v 3 i x] = (3 —x)

Macierz B ma jedng wartos¢ wtasng A = 3.
W kolejnym kroku wyznaczamy baze¢ podprzestrzeni wtasnej odpowiadaja-
cej wartosci wtasnej 3. Jest to podprzestrzen

oo a1 |2 1] <an (1]

Zatem dim V3 = 1. Z twierdzenia 11.17 wynika, ze macierz B nie jest diagona-
lizowalna.

Zadanie 11.11. Pokaz, ze macierz A = lO jest diagonalizowalna nad C

—1
1 0
(jako element przestrzeni C??) i nie jest diagonalizowalna nad R.

11.10 Macierze ortogonalne i unitarne

Definicja 11.15. Powiemy, ze macierz U € R™" jest ortogonalna, jezeli UTU =
I,.
Powiemy, ze macierz U € C™" jest unitarna, jezeli UMU = I,,.

Uwaga 11.9. 7 definicji powyzszej wynika, ze kazda macierz ortogonalna lub
unitarna U jest nieosobliwa i U1 = UT (gdy U jest ortogonalna) lub U~ =
U (gdy U jest unitarna).

Przyktad 11.14. Macierz
1 1 1
1 -1 -1

-1 1 -1
-1 -1 1

c K4,4

[\
— = = =

jest ortogonalna (dla K = R) i unitarna (dla K = C).
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Przyktad 11.15. Macierz A € R*? obrotu o kat 6 jest ortogonalna.

e lcos@ —sin@]

sinff  cosf

ATA — [ cosf sinf |cosf —sind

| —sinf cosf| |[sinf cosd

B [ cos® 6 + sin® 0 —cosfsin @ + sind cos 0

| —sinfcosf + cosfsinf sin® § + cos®

{10

S0 1)”
Przyktad 11.16. Niech z,...,2, € C1i |z| = 1 dla j = 1,...,n. Wowczas
macierz diag(zy,. .., z,) € C™" jest unitarna, U? = diag(z,,...,%,).
Stwierdzenie 11.19. Macierz U = [y, ..., u,] € K*", u4; € K", jest ortogo-
nalna/unitarna wtedy i tylko wtedy, gdy jej kolumny u; tworzq baze ortonor-
malng w K" ze standardowym iloczynem skalarnym (%, ) = 717
Dowéd. Macierz U”U to macierz Grama uktadu @, . .., @,. Mamy

Utu = [<Uiaﬁj>]?,j=1 = [ﬁfiﬁj]Zj:l = I.

O

Zadanie 11.12. Macierz U € K™" jest ortogonalna/unitarna, (-, ) to stan-
dardowy iloczyn skalarny na K". Pokaz, ze dla dowolnych wektoréow Z, i € K"
zachodzi

(&) = UZ,UP).

Uwaga 11.10. Na przestrzeni K" rozwazamy standardowy iloczyn skalarny
i, U € K™" jest macierza unitarnag / ortogonalna. Rozwazamy endomorfizm
f € L(K") zadany wzorem f(Z) = UZ. Wowczas f zachowuje iloczyny ska-
larne i normy wektorow — méwimy, ze f jest izometrig przestrzeni euklideso-
wej /unitarnej K.

Zadanie 11.13. Zalézmy, ze macierz U € C™" jest unitarna. Pokaz, ze
(a) jezeli A1 € C jest wartoscia whasna U, to [A\;| =1,

(b) jezeli A1 1 Ay sa réznymi wartosciami wlasnymi, a ¢ i U to odpowiadajace
im wektory whasne, to v L ¥y (czyli 09, = 0).
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Zadanie 11.14. Zalézmy, ze macierz U € C™" jest unitarna. Udowodnij, ze
istnieje macierz diagonalna

D = diag(A,..., A\,) € C™", gdzie [\ =1dlaj=1,...,n,
oraz macierz unitarna V € C™" takie, ze
U=V"DV.

Uwaga 11.11. Inaczej méwigce, macierz unitarna U jest diagonalizowalna nad
C, jej wartosci wtasne lezg na okregu jednostkowym i istnieje baza wtasna dla
U, ktora jest ortonormalna.

11.11 Diagonalizacja macierzy hermitowskich

W tym podrozdziale K oznacza cialo R lub C. Zaktadamy takze, ze w prze-
strzeni K" mamy standardowy iloczyn skalarny

@i = @,

Jak pamietamy, macierz A € K™" jest hermitowska, jezeli A” = A. W przy-
padku, gdy K = R, sa to macierze symetryczne, czyli takie, ze AT = A.

Stwierdzenie 11.20. Zalézmy, ze A € K™ jest macierzq hermitowskq (gdy
K = C) lub symetryczng (gdy K = R). Wowczas

(i) dla dowolnych wektorow Z,y € K" zachodzi
(AZ, )y = (&, AY),
(i1) jezeli Ay jest wartoscig wltasng macierzy A, to Ay € R (takze w sytuacyi,
gdy K =C),

(i1i) jezeli Ny i Ay to dwie rézne wartosci wlasne macierzy A, to odpowiadajgce
im podprzestrzenie wtasne Vy, 1 Vi, sqg ortogonalne, czyli dla vy € Vy,,
Uy € Vi, mamy (U1, 75) = 0.
Dowéd. (i): sprawdzamy, ze (AZ, ) = (AT)§ = #7 Ay = (T, AY)
(i1): niech Z; € K" bedzie takim wektorem, ze ||71]| = 1 1 AZ; = \7.

Wtedy

A1 = )\1 . <fl7fl> = <'fl7 Alfl> = <:)_517A:fl>
= <Aflafl> = <)\1'fla fl> = )\1<fla f1> = )\17

czyli Ay € R.
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(iii): mozemy zatozy¢, ze A # 0. Wobec podpunktow (i) i (ii):
I 1 L. 1 .,
<U1, Uz> = *<>\11}1, UQ> = *<A01,U2>
A A
1 N 1 N Ao,
= )\*1<U17AU2> = )\*1@1; >\202> = §<U1,U2>-

Zatem (1 — i—f) (U1, 75) = 0. Poniewaz A\; # Ay, wiec (¥}, U,) = 0. O

Twierdzenie 11.21. Dla dowolnej macierzy hermitowskiej A = A e C™"
istnieje macierz ortogonalna/unitarna U € K™ oraz macierz diagonalna D €
R™™ takie, ze

A=U"DU =U""'DU.

Uwaga 11.12. Inaczej moéwige, macierz A jest podobna do macierzy diagonal-
nej, a macierz podobienstwa jest unitarna. W szczegolnosci, w C™ ze standar-
dowym iloczynem skalarnym istnieje baza ortonormalna ztozona z wektorow
wlasnych macierzy A.

Dowdd. 7 tw. Jordana (11.14)wynika, ze istnieje macierz J € C™" podobna do
macierzy A

th/\l
J— sz,)\z
Jir Ar
Wobec stw. 11.20 Ay,..., A, € R. Pokazemy, ze wszystkie klatki Jordana w
macierzy J majg rozmiar 1 x 1. Niech w1, ..., 1, to baza, w ktorej endomorfizm

F e L(C"), F(Z) = AZ, ma macierz J i ;,...,u;4+x—1 to poduklad tej bazy
odpowiadajacy klatce Ji x. Zatézmy, ze k > 1. Wtedy Au; = A\u; 1 At =
Ui + Nigy1. Ze stw. 11.20 (AW, ;41 ) = {U;, Ati11), wiec (U, U1 ) = (U, U; +
)\ﬁi+1>7 Sk@d
Ny, Wiy1) = Uy, W) + MUy, Uit

Zatem {(u;,u;) = 0, czyli 4; = 0, co jest niemozliwe. Zatem k = 1. Skoro
wszystkie klatki Jordana maja rozmiar 1x 1, to macierz A jest diagonalizowalna
i jest ona podobna do macierzy

Ay,
Aol

APIZP

gdzie \; # A; dla ¢ # j. Niech UY), .. 17,(;) to ortonormalna baza podprzestrze-

(1) (1) ~(p) 17}(617))
P

ni wlasnej Vy,. Wowezas (i1, ..., u,) = (07°,... 0, ..., 01 ;... to baza
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ortonormalna C", w ktérej F' ma macierz D. Jezeli U = [uy,. .., 4,] " (czyli
jest to macierz zmiany bazy €1, ...,€, na iy, ..., u,), to
A=U"'DU =U"DU.
O

Twierdzenie 11.22. Dia dowolnej macierzy symetrycznej A = AT e R™"
istnieje macierz ortogonalna U € R™™ oraz macierz diagonalna D € R™" takie,
ze

A=U"DU =U"'DU.

Dowdod. Macierz A jest takze hermitowska, wiec z tw. 11.21 wynika, ze py
jest iloczynem czynnikow stopnia 1. Ze stw. 11.20 wynika, ze czynniki te sa
rzeczywiste. Dalej dowod przebiega tak samo jak w przypadku tw. 11.21. [



Rozdzial 12

Okreslonos¢ macierzy
symetrycznych

Definicja 12.1. Macierz A € R™" jest symetryczna. Powiemy, ze A jest

(i) dodatnio okreslona, jezeli dla kazdego ¥ € R™\{0} zachodzi 7T AT > 0
(ozn. A > 0);

(ii) wjemnie okreslona, jezeli dla kazdego ¥ € R™\{0} zachodzi 7T AT < 0
(ozn. A < 0);

(iii) nieujemnie okreslona, jezeli dla kazdego ¥ € R" zachodzi ¥7 AT = 0 (ozn.
A= 0);

(iv) niedodatnio okreslona, jezeli dla kazdego T € R zachodzi #7 A7 < 0 (ozn.
A <0);

v) nieokreslona, jezeli istnieja #, 7 € R” takie, ze 7 AZ > 01 4T Ay < 0.
J Jja T,y Yy Ay

Stwierdzenie 12.1. Macierz A € R™ jest symetryczna i \q, ..., \, to jej war-
tosci wlasne (z uwzglednieniem ich krotnosci). Wowczas

(i) A jest dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy M1, ..., Ay > 0;
(ii) A jest ujemnie okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy Ay, ..., A\, < 0;
(i1i) A jest nieujemnie okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy A1, ..., A\, = 0;
(iv) A jest niedodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy A1, ..., A\, <0;

(v) A jest nieokreslona, wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnych i,j A\; > 0 i
>\j < 0.

144
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Dowdd. Udowodnimy podpunkt (i). Dowody (ii) - (iv) sa podobne, a (v) wy-
nika z (i) - (iv).

Zatozmy, ze A > 01 v; jest wektorem wlasnym dla wartodci wlasnej \;.
Wowezas 0] Av; = 05 (1) = (07 0;) > 0, wige \; > 0.

Zat6zmy, ze wszystkie wartosci wlasne A sg dodatnie. Z tw. 11.22, istnieje
baza ortonormalna 4, . .., U, taka, ze Av; = \;0;. Jezeli ¥ € R™\{0}, to istnieja
ai, ..., ap € R, nie wszystkie réwne 0, takie, ze & = o101 +. . . + a,vU,. WoOwczas

FTAT = (0] 4+ . 4+ 0h) - A- () + ... + an®y)

i i -, -,

= (¥, + ...+ a,0,) (Mgt + ... + A, ty,)
2 T 2 T

=Nao] BT+ ...+ o, - T,T,

> 0.

O

Jezeli chcemy sprawdzi¢ tylko czy macierz jest dodatnio lub ujemnie okre-
slona, mozemy skorzystac¢ z ponizszego kryterium:

Stwierdzenie 12.2 (Kryterium Sylwestera). Zaléimy, ze A = AT e R", A =

laij]f =y Niech Ay, = [a;;1¥;_,. Wowczas

(i) A >0 wtedy i tylko wtedy, gdy detyAp >0 dla k =1,2,...,n;

(ii) A <0 wtedy i tylko wtedy, gdy (—1)*det Ay >0 dla k =1,2,...,n.
Dowdd tego faktu znajduje sie w kolejnym rozdziale (zob. tw. 13.8).

Zadanie 12.1. Zal6ézmy, ze macierz symetryczna A € R" jest dodatnio okre-
slona. Pokaz, ze istnieje macierz symetryczna i dodatnio okreslona B € R"
taka, ze

B? = A.



Rozdziat 13

Formy hermitowskie i
kwadratowe

W tym rozdziale zaktadamy, ze K oznacza ciato R lub C.

13.1 Formy hermitowskie

Definicja 13.1. Funkcje ¢ : X x X — K nazywamy formgq hermitowskq na
X, jezeli

(i) dla dowolnych z,y;,y2 € X oraz ag,as € K

d(x, a1y + coy2) = o d(z, 1) + azd(x, ya),

(ii) dla dowolnych z,y € X

o(x,y) = ¢y, ).

Uwaga 13.1. Widzimy, ze forma hermitowska to taki iloczyn skalarny bez wa-
runku dodatniej okreslonosci, czyli nie zadamy, aby ¢(z,z) > 0 dla z # 0.
Analogicznie jak w przypadku iloczynu skalarnego

e dla dowolnych xy,x9,y € X oraz a;,as € K
P11 + oo, y) = a1d(21,y) + Aad(22,Y);

e jezeli K = R, to forma ¢ jest liniowa wzgledem obu argumentow i sy-
metryczna (¢(z,y) = ¢(y, z)). Takie funkcje sa nazywane formami dwu-
liniowymi symetrycznymi. Dla uproszczenie, tutaj bedziemy postugiwaé
sie terminem ,forma hermitowska” takze w przypadku K = R;

e 7 warunku (ii) definicji wynika, ze ¢(x,x) € R dla kazdego = € X.

146
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Przyktad 13.1. Kazdy iloczyn skalarny na przestrzeni liniowej X jest forma
hermitowska.

Przyklad 13.2. Dla 7,4 € C? niech
O(T, ) = T1yz + Tay1 + 3T3ys — iT2ys + iT3Ye.
Funkcja ¢ : C* x C* — C jest formg hermitowska.
Przyktad 13.3. Dla 7,7 € R? niech
Y(T,9) = 1191 — 222y2 + 3T1Y2 + 3Y172 — T1Y3 — T3y
To jest forma hermitowska na R*.

Stwierdzenie 13.1. Jezeli A € K™" jest macierzq hermitowskq, to odwzoro-
wanie ¢ : K* x K" — K dane wzorem

o(2,9) = " Ay
jest formq hermitowskq na K.
Dowdd. Sprawdzamy warunki z definicji 13.1:
¢(x, iy + i) = T Al ffi + if)
= a TP A + o Aify = 1 0(Z, 1) + o (T, i),
¢(y.7) = gTAT = (g7 AD)" = FT AT (5T = 7" Ay
= o(7, 7).

—

]

Uwaga 13.2. W szczegdlnodei, gdy K = R, kazda macierz symetryczna A € R™"™
zadaje forme hermitowsksg na R™:

o(2,9) = " Ay.

Przyktad 13.4. Forme ¢ z przyktadu 13.2 mozna zada¢ wzorem:

01 0
o@ g =7" 1 0 —i|7
0 ¢+ 3

Przyktad 13.5. Forme ¢ z przyktadu 13.3 mozna zadaé¢ wzorem:

1 3 —1 U1
7/J(fa y) = [551711327353] 3 =2 01|y
—1 0 0 Ys

Zwr6éémy uwage na to, ze element w i-tym wierszu i j-tej kolumnie macierzy,
to wspotczynnik w wielomianie zadajacym 1, stojacy przed z;y;. Jest on takze

réwny 6(, &)).
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13.2 Macierz formy hermitowskiej

Ustalajac baze w przestrzeni liniowej X, kazdej formie hermitowskiej na X
mozna przyporzadkowaé¢ pewng macierz hermitowska / symetryczna.

Definicja 13.2. Macierz formy hermitowskiej ¢ : X x X — K w bazie
x1,T9,...,T, przestrzeni X jest zdefiniowana jako

M = [¢(x, 373‘)]23':1-

Przykltad 13.6. Macierze w bazie standardowej formy ¢ i v z przyktadow
13.21 13.3 sa podane w przyktadach 13.4 1 13.5.

Uwaga 13.3. 7 warunku (ii) w definicji formy hermitowskiej wynika, ze ma-
cierz M jest hermitowska, czyli M = M (lub symetryczna w przypadku
rzeczywistym )

Stwierdzenie 13.2. M jest macierzq formy hermitowskiej ¢ : X x X — K w
bazie x1, ..., x, wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych z,y € X,

r= Y i, y= ). B,
i=1 j=1
gdzie @ = [aq, ..., a7, 3= [B1,...,8:)F, zachodzi

$(x,y) = a’"MB. (13.1)

Dowdéd. Zatézmy, ze M jest macierza formy ¢. Obliczamy

¢(z,y) = ¢(Z O‘i%Zﬂj%’) = Z@iﬁjéb(xia%‘) = a"Mp.

Z drugiej strony, jezeli zachodzi (13.1), to ¢(x;, x;) = € Mé; — jest to element
w i-tym wierszu i j-tej kolumnie macierzy M. O]

Stwierdzenie 13.3. Jezeli M jest macierzg formy hermitowskiej

¢: X xX — K wbazie x1,...,x,, natomiast yi,...,y, jest inng bazq prze-
strzeni X, to macierz formy ¢ w bazie yi, . ..,yn jest rowna

M,
gdzie C to macierz zmiany bazy z x1,...,%, NQ Y1, ..., Yn.

Dowdd. Jezeli v = 33", i, y = D51 0yj, t0 @ = 20 auwy, y = D0 B
dla @ = C¢, g = C1j oraz

d(z,y) = a"MB = (CEFM(Cq) = E(CTMO)7.



ROZDZIAL 13. FORMY HERMITOWSKIE I KWADRATOWE 149

Przyktad 13.7. Jezeli A = A € K™ to (7, %) = # Ay jest forma hermi-
towska na K". Zarazem A to macierz formy ¢ w bazie standardowe;j.

Jako uzupelienie stwierdzenia 13.2 sformulujemy nastepujaca definicje:

Definicja 13.3. Powiemy, ze macierz hermitowskie A, B € K™" sg przystajgce
(kongruentne), jezeli istnieje macierz nieosobliwa C' € K™" taka, ze

B=CPAC.

Uwaga 13.4. Mozna pokazac, ze przystawanie macierzy jest relacja rownowaz-
nosci na zbiorze macierzy hermitowskich. W podrozdziale 13.5 zajmiemy sie
sposobem okreslenia klasy abstrakcji tej relacji dla danej macierzy hermitow-
skiej.

13.3 Formy kwadratowe

Definicja 13.4. Zat6zmy, ze X jest przestrzenia liniowg nad cialem K i ¢ :
X x X — K jest formg hermitowsksa. Wowczas funkcje

. X >R O(x) = ¢(x,x)
nazywamy formgq kwadratowg na X.

Uwaga 13.5. Poniewaz ¢(z,x) = ¢(x,x), wiec ®(z) € R takze w przypadku,
gdy K = C.

Przyktad 13.8. Na C? dana jest funkcja
() = 2Re(T129) + 3|a3)® + 2Im(Tox3).
Mozna (i warto) sprawdzié, ze ®(Z) = ¢(Z, Z), gdzie ¢ jest forma hermitowska
z przyktadu 13.2. Zatem ¢ jest formg kwadratows na C3.
Przyktad 13.9. Na R? dana jest funkcja

U(Z) = 22 — 202 + 62105 — 22175,

Jest to forma kwadratowa, gdyz W (Z) = ¢(Z, ¥) dla formy hermitowskiej ¢ z
przyktadu 13.2.

Przyktad 13.10. Jezeli (X, {:,-)) jest przestrzenia z iloczynem skalarnym,
to ®(z) = |lz|* = (x,z) jest forma kwadratowg na X zadang przez forme
hermitowska ¢(z,y) = (x,y).

Przyktad 13.11. Jezeli A = A” € K™, to funkcja ® : K — K zadana
wzorem

d(7) = 27 AT
jest forma kwadratowa na K". Odpowiada jej forma hermitowska ¢(Z, ) =
71 Ag.
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13.4 Okreslonosé form

Definicja 13.5. Powiemy, ze forma kwadratowa ® : X — K jest
(i
(ii

) dodatnio okreslona, jezeli ®(x) > 0 dla kazdego x € X\{0},

)
(iii) nieujemnie okreslona, jezeli ®(x) > 0 dla kazdego = € X,

)

)

ujemnie okreslona, jezeli (z) < 0 dla kazdego = € X\{0},

(iv) niedodatnio okreslona, jezeli ®(x) < 0 dla kazdego x € X,

(v

nieokreslona, jezeli ®(z) > 0 dla pewnego x € X oraz ®(y) < 0 dla
pewnego y € X.

Definicja 13.6. Powiemy, ze forma hermitowska ¢ : X x X — K jest dodat-
nio, ujemnie, niedodatnio, nieujemnie okreslona, lub nieokreslona, jezeli forma
kwadrtowa ®(x) = ¢(z,x) jest odpowiednio dodatnio, ujemnie, niedodatnio,
nieujemnie okreslona, lub nieokreslona.

Uwaga 13.6. Kazda dodatnio okreslona forma hermitowska ¢ : X x X — K
jest iloczynem skalarnym na X.

Definicja 13.7. Powiemy, ze macierz A = A" € K™ jest dodatnio, ujemnie,
niedodatnio, nieujemnie okreslona, lub nieokreslona, jezeli forma kwadrtowa
d(z) = AT jest odpowiednio dodatnio, ujemnie, niedodatnio, nieujemnie
okreslona, lub nieokreslona.

Uwaga 13.7. Okreslonos¢ formy hermitowskiej ¢ jest taka sama jak okreslonosc¢
macierzy tej formy w pewnej (kazdej) bazie.

Zadanie 13.1. Niech C' € K™". Pokaz, ze macierz A = C*C jest nieujemnie
okreslona. Sformutuj warunek konieczny i dostateczny na to, aby macierz A
byta dodatnio okreslona.

Przyktad 13.12. Na R? forma ¢(Z, ) = aziy1 + Brays jest
e dodatnio okreslona dla «, 5 > 0,
e ujemnie okreslona dla o, 3 < 0,
e nieujemnie okreslona dla a;, 3 > 0,
e niedodatnio okreslona dla «, 8 < 0,

e nieokredlona dla a > 01 < 0.
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13.5 Twierdzenie o bezwladnosci

Wygodnym sposobem badania okreslonosci formy hermitowskiej jest bada-
nie jej macierzy. Z twierdzenia 11.21 o diagonalizacji macierzy hermitowskich
otrzymujemy nastepujacy wniosek:

Whniosek 13.4. Jezeli ¢ : X x X — K jest formqg hermitowskg na X, to
istnieje baza 1, . .., x, przestrzeni X, w ktorej macierz formy ¢ jest diagonalna
1 Tzeczywista.

Dowdd. Niech A to macierz formy ¢ w pewnej bazie vy, ..., y,. Wtedy A =
CHDC, gdzie D jest diagonalna i rzeczywista, natomiast C' to macierz unitarna
/ ortogonalna, ktora jest macierza zmiany bazy z y1,...,y, na xy,...,T,. O

Z wniosku 13.4 wynika, ze macierz A formy hermitowskiej ¢ przystaje do
pewnej macierzy diagonalnej, czyli

D = CHAC,

gdzie macierz C' jest nieosobliwa. Z twierdzenia 11.21 wiemy, za macierz C' mo-
ze by¢ ortogonalna / unitarna. Jednak w definicji 13.3 przystawania macierzy
wymagamy jedynie, aby macierz C' byta nieosobliwa. To pozwala nam jeszcze
bardziej uprosci¢ macierz D.

Przeksztatcajac dalej macierz D, stosujemy operacje elementarne na kolum-
nach i wierszach. Aby w wyniku takich przeksztatcen otrzymac ciag macierzy
przystajacych, kazdej operacji elementarnej na kolumnach musi odpowiadac¢
yhermitowsko sprzezona” operacja na wierszach, a doktadniej:

(I) operacji przestawienia kolumn k; i k; odpowiada operacja przestawienia
wierszy w; i wj,

(IT) operacji pomnozenia kolumny przez skalar «, czyli k; — ak; odpowiada
operacja w; — aw;,

(IIT) operacji dodania do kolumny innej pomnozonej przez skalar «, czyli
k; — k; + ak; odpowiada operacja w; — w; + aw;.

Jezeli E jest macierza danej operacji elementarnej na kolumnach, to £ jest
operacja odpowiadajacej jej ,hermitowsko sprzezonej” operacji na wierszach.

Niech D’ oznacza macierz otrzymang z D za pomocy ciggu takich prze-
ksztatcen. Wowczas

D' =E" EFYEFDE\E,.. . E,=K"DK =L"AL,

gdzie K = E1E;...FE,, L = CK. Macierz A przystaje wiec do macierzy D’.
(Jednak nie jest juz prawda, ze macierze A i D" sa podobne!)
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Przeksztalcimy teraz macierz hermitowska A do mozliwie prostej macierzy
przystajacej. Z wniosku 13.4 wynika, ze macierz A przystaje do macierzy

dy

dy
D = _ , gdzied; e R, 1=1,...,n.

dn,

Teraz przestawiamy elementy na przekatnej macierzy D tak, abySmy najpierw
mieli r liczb dodatnich, potem s liczb ujemnych, a na koncu n —r — s zer.
Mozemy to zrobi¢ za pomocg par operacji przestawiania wierszy i kolumn: aby
przestawic¢ elementy d; oraz d;, najpierw przestawiamy kolumny ¢ oraz j, a
potem wiersze i oraz j. W ten sposéb otrzymamy macierz D’ przystajaca do
macierzy D:

/ . ! U U !
D' = diag(d;, ...,d,,d,. ,...,d,0,...,0),

gdzie dy,...,d, > 0, d,,,,...,d. ., < 0. Nastepnie, dla 7 = 1,...,r + s, i-
ta kolumne oraz i-ty wiersz mnozymy przez \di\_l/ 2 otrzymujac macierz D"

przystajaca do D', D i A:

D" = diag(1,...,1,—1,...,—1,0,...,0).

T Tazy s razy
Udowodnilismy

Twierdzenie 13.5 (Twierdzenie Sylwestera - Jacobiego o bezwtadnosci). Za-
tozmy, ze X jest przestrzeniqg liniowg wymiaru n nad ciatem liczb rzeczywistych
lub zespolonych K. Niech ¢ : X x X — K bedzie formq hermitowskq na X.
Wowczas w X istnieje baza, w ktorej ¢ ma macierz diagonalng

L
D= ~1, . (13.2)
0

Poniewaz kazda macierz hermitowska zadaje forme hermitowsks, wiec na-
tychmiast otrzymujemy twierdzenie o bezwtadnosci dla macierzy hermitow-
skich:

Whiosek 13.6. Kazda macierz hermitowska A € K™™ przystaje do macierzy
diagonalnej
I
D= -1
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Definicja 13.8. Liczbe r we wzorze (13.2) nazywamy dodatnim indeksem bez-
wtadnosci formy hermitowskiej ¢.

Liczbe s we wzorze (13.2) nazywamy ujemnym indeksem bezwladnosci for-
my hermitowskiej ¢.

Analogicznie definiujemy dodatni i ujemny indeks bezwladnosci macierzy
hermitowskie;j.

Indeksy bezwtadnosci formy / macierzy hermitowskiej jednoznacznie okre-
slaja klase abstrakcji relacji przystawania macierzy, do ktorej naleza macierze
danej formy i daja nam pelng informacje o jej okreslono$ci:

Twierdzenie 13.7. Niech r i s oznaczajg odp. dodatni i ujemny indeks bez-
wladnosci formy hermitowskiej ¢ na n-wymiarowej przestrzei liniowej X (lub
macierzy hermitowskiej A € K™™ ). Wéwczas forma ¢ (macierz A) jest

(a) dodatanio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy r = n,
(b) ujemnie okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy s = n,
(¢) nieujemnie okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy s = 0,
(d) niedodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy r = 0,
(e) nieokreslona wtedy i tylko wtedy, gdy r >0 1 s > 0.

Zadanie 13.2. Udowodnij twierdzenie 13.7.

Zadanie 13.3. Wyznacz indeksy bezwladnosci macierzy [(1) (1)]

Zadanie 13.4. Pokaz, ze suma dodatniego i ujemnego indeksu bezwtadnosci
macierzy hermitowskiej A € K™" jest rowna n wtedy i tylko wtedy, gdy macierz
A jest nieosobliwa.

13.6 Kryterium Sylwestera

Na koniec udowodnimy proste kryterium, ktére pozwala rozstrzygaé¢ o dodat-
niej i ujemnej okreslonosci form i macierzy hermitowskich niewielkich rozmia-
rOW.

Twierdzenie 13.8 (Kryterium Sylwestera). Zalézimy, ze ¢ : X x X — K jest

formaq hermitowskq na przestrzeni lintowej X, x1,...,x, to baza X 1 Ay =
[(ﬁ(xi,xj)]ﬁj:l dla k=1,...,n. Wowczas forma ¢ jest

(a) dodatnio okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy detyAx >0 dla k =1,...,n,
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(b) ujemnie okreslona wtedy i tylko wtedy, gdy (—1)kdet, Ay > 0 dla k =
1,...,n.

Dowéd. W dowodzie wykorzystamy twierdzenie 13.5. Zal6ézmy, ze forma ¢ jest
dodatnio okreslona. Niech Vj, = span(zxy, ..., xy). Wowczas forma ¢, = ¢y, «v;,
tez jest dodatnio okreslona, wiec w pewnej innej bazie ma macierz identycz-
nosciowy I, przy czym macierze Ay i I}, sa przystajace:

A, =CHIC, = CHCy,

skad detAy = detCH - detCy = detCl, - detCy, = detCy, - detCy, = |detCy|> > 0.

Zatozmy teraz, ze detp Ay > 0 dla k = 1,...,n. Pokazemy przez indukcje,
ze kazda z form ¢y jest dodatnio okreslona (na Vj). Dla k = n otrzymamy
teze. Dla k = 1 dimVj, = 11 ¢y ma macierz A; = [a11], a11 > 0. Zatem ¢,
jest dodatnio okreslona.

Zalézmy teraz, ze forma ¢ jest dodatnio okreslona (na podprzestrzeni
Vi = span(zy, ..., xx)). Ag to macierz formy ¢, w bazie xy,...,z,. Forma ¢
zadaje iloczyn skalarny (u,v) = ¢x(u,v) = ¢(u,v) na podprzestrzeni Vj.

Niech ¥, ...y to baza podprzestrzeni Vj, w ktorej forma ¢, ma macierz
identycznosciowa [. Wzgledem iloczynu skalarnego zadanego przez ¢y jest to
baza ortonormalna. Okreslmy

Yk+1 = Th+1 — Z Cb(yja $k+1)yj'

j=1
Zauwazmy, ze yrr1 € Vip1\Vi, wiec uktad vy, ..., Yk, Yk+1 jest baza podprze-
strzeni Vi, 1. Ponadto, dla j = 1,...,k, z ortogonalnosci uktadu yq, ...,y

K
O(Yjs Yre1) = ¢ (yj7xk+1 - Z¢ yiakarl)y')

=1
k
_¢y]7xk+1 Z yz,$k+1 y],yi)

= ¢(yj7 $k+1) - (b(yja $k+1)

=0,
Zatem macierz formy ¢ w bazie yi, ..., yrr1 to
D = [¢(yi, yj)li =1 = diag(1, ..., 1, &(Yrs1, Yrt1))-
Poniewaz Ay, to macierz ¢ w bazie x1,. .., 2,41, wiec A, = CHDC, gdzie C
jest macierzg zmiany bazy z x1,...,Try 1 DA Y1, ..., Ypr1. Ponadto

0 < detA, = det(CH DC) = det(CH) - detC - detD
= detC - detC - detD = |detC]* - ¢(Yii1, Yrr1),



ROZDZIAL 13. FORMY HERMITOWSKIE I KWADRATOWE 155

wiec ¢(Ygpr1,Ykr1) > 0, czyli wszystkie wyrazy na przekatnej macierzy D sa
dodatnie — macierz ta przystaje wiec do macierzy I, skad wynika, ze forma
¢ jest dodatnio okreslona.

W przypadku formy ¢ ujemnie okreslonej, wystarczy zauwazy¢, ze forma
—¢ jest dodatnio okreslona i skorzysta¢ z wlasnosci wyznacznika. O
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