Analiza - klasa 4a Zestaw 1. 3.9.2024

Funkcje wykladnicza i logarytmiczna I

Tw. 1. (istnienie i wlasnoSci funkcji wyktadniczej). Dla kazdego = € R ciag

an(z) = (1 + %)n,

neN

jest zbiezny do granicy g(x) € R, ktéra zapisujemy exp z.

Funkcje exp : R — R nazywamy funkcjg wykladniczg lub eksponentg. Ma ona naste-
pujace wlasnodci:

ldlaz>
exp(z + y) = exp(x) exp(y) dla dowolnych z,y € R;

(i) exp(z) > 0 dla kazdego x € R oraz exp(x) > Oiexp(z) <ldlaxz<0

(i)
(iii) jezeli z € Q, to expxz = €%;
1
(iv) expx > 1+ « dla kazdego x € Riexpz < ST dla z < 1;
-z
(v)
Ze wzgledu na punkty (ii) i
Tw. 2. Dla kazdego z € R

funkcja exp jest $cisle rosnaca; jesli x,, — +o0 to expx, — +o0 i exp(—z,) — 0.

(iii) ma sens zapis e* = exp x dla dowolnego z € R.

no_k

lim r

eXpxr = _—

p n—»ooz il
k=0

Stw. 3. (i) Jesli (z,), jest ciagiem liczb rzeczywistych takim, ze z, — = € R, to

lim expx, = expz.
n— oo

(ii) Niech z € R i (t)n jest ciagiem liczb rzeczywistych réznych od zera i zbieznym
exp(z +t,) —expx

do zera. Wowczas lim

= exXpx.
n—o0 tn

Tw. 4. Obrazem funkcji exp jest cala péiprosta (0,+00). Zatem exp : R — (0, +00)
jest bijekcja.

Definicja. Logarytm naturalny liczby dodatniej y > 0 jest to jedyna liczba x € R
taka, ze exp(x) = y. Piszemy wéwezas Iny = x.

Stw. 5. Dla kazdego x € R zachodzi In(expz) = z; dla kazdego x > 0 zachodzi
exp(lnz) =z, czyli In : (0, 400) — R jest funkcja odwrotna do exp.

) = —Inux;

1
(iii) dla kazdego = > 0 spelnione sa nieréwnosci 1 — — < lnz <z — 1;
x

Stw. 6. (Wlasnosci logarytmu naturalnego)

(i) Funkcja Inz jest rosnaca;

(i) In(ay)

ISH

=Inz + Iny dla dowolnych =,y > 01 In (

(iv) jezeli t, > -1 dlan € Nit, — 0, to limIn(l+¢,)=0=1Inl i
In(1+1¢,
i 2Ot
n—oo ty

(v) jezeliz, >0dlaneNiz, —2>0,to lim Inz, =Inz;

n—oo

(vi) jezli z,, > 0i @, — +00, to Inz,, — +00;

(vii) jezli &, > 01z, — 0, to Ina, — —oc0.

1. Wykaz, 7e dla kazdego = € R zachodzi nieréwnoéé |e® — 1 — z| < |z|? - el®l.

. Niech ¢ € (0,1), z,y € Riz # y. Udowodnij nier6wnosé

(1—q)expz+gexpy > exp((1 — ¢)z + qy).

Niech a > 0 i z € Q. Udowodnij, ze a® = exp (z - Ina).

4. Niech a > 0. Oblicz granice lim n - ({/a —1).
n—oo

10.

11.

12.

n
. Niech z,, — = € R. Udowodnij, ze lim (1 + x—n) =e".
n

n—oo

1 t,) —1 1
Niech ¢, #0, t, — 01z > 0. Udowodnij, ze lim M = -,
T

n— oo tn

1 1
Udowodnij, ze ciag a, =14+ = + ...+ — — Inn jest zbiezny.
n

2
Oblicz granice

, 1 1 1 e (—1)RH
1 — 4.+ = b) 1 —_—
<a>n£r;o(n+1+n+2+ +2n)» (o) Jim >
n/ gy 4+ ... /am n
Niech aq,aq,...,am, > 0. Oblicz granice lim ( ot Y + Ve ) .
n— o0 m
Dany jest ciag (an), taki, ze (a) lim a, =a, (b) lim Gt tan
n—oo n—oo n

Udowodnij, ze

1 n
3% g
0 2

Dany jest ciag liczb dodatnich (a,) taki, ze lim n <1 — a"“) = g. Udowodnij,

n—oo n
ze
. 1
lim — -In— =g.
n—oo Inn an

Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x1,xo,...,
rownosé

exXpxr; +expxrs +...
n

+ exp T, <x1+x2+...+xn>
= exp .
n

r, prawdziwa jest nie-
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Funkcje wyktadnicza i logarytmiczna 11

Definicja potegi o wykladniku rzeczywistym. Niech a > 0. Wiemy juz, ze jesli
z € Q, to a® = exp(zlna). Ostatnia réwnosé ma sens dla dowolnego =z € R, wigc
definiujemy potege liczby a z wykladnikiem z € R wzorem

zlna

a® =exp(zlna) =e

Funkcje f : R — (0,400) dana wzorem f(x) = a® nazywamy funkcjg wykladniczq o
podstawie a.

Stw. 1. Jezeli a,b > 0ix,y € R to
1 1\"
(ia* Y =a* - aVia %= — = <> (ii) a®¥ = (a®)?, (iii) a® - b* = (ab)®,

a* a
Stw. 2. Obrazem funkcji wykladniczej o podstawie a # 1 jest zbiér (0, +00). Ponadto

e Jezeli a > 1 to funkcja x — a” jest Scidle rosnaca Jesli x,, — 400, to a*» — +o00 i
a " — 0.

e Jezeli a < 1 to funkcja © — a” jest $cidle malejaca Jedli x,, — +o0, to a®™ — 0 i
a” " — +00.

Definicja logarytmu. Niech a > 0 i a # 1. Wéwczas funkcja a® : R — (0, +00)
jest bijekcja, ma wiec funkcje odwrotna. Logarytmem o podstawie a z liczby y > 0
nazywamy jedyng liczbe rzeczywisty o taka, ze a® = y. Piszemy wéwczas

log,y = =.
Logarytm o podstawie a = 10 nazywamy logarytmem dziesietnym 1 zapisujemy
logy = log,oy. Oczywiscie Iny = log, y.
Stw. 3. Jezelia >01ia # 1, to
(i) log,1=01ilog,a=1;
(i) log,(zy) = log, x + log, y dla x,y > 0;
(ili) log, (z¥) =y -log,z dlaxz>01iy €R.

Stw. 4. Funkcja x — log, x, gdzie = € (0, +00) jest rosnaca dla a > 1 i malejaca dla
a < 1, a jej obrazem jest caly zbiér liczb rzeczywistych.

Stw. 5. (Zmiana podstawy logarytmu) Niech a,b > 0, a,b # 1, x > 0. Wowczas

1
log, = = %8 %

~ logya’

1. Cgzy liczba niewymierna podniesiona do potegi niewymiernej moze dac liczbe wy-
mierng?

2.

3.

4.

10.

11.
12.

13.

Wykaz, ze dla a1, a9,...,ax >0, a; # 1

log,, az -log,, as ... log,  aj-log, a; =1

1
Wykaz, ze dla a,b > 0, a # 1, oraz p # 0 zachodzi réwnosé log,, b = —log, b.
p

Uprosé wyrazenia

(a) logy /527 (f) log 527 -loggy 16

(b) 2o — 5oss?

(C) (\/ﬁ)log2 9 (g) logg \/g -logys \3/? . logi 32
1.

(d) <\3/§) Pioss ) h log, 24 _ log, 192

(e) logh -log20 + (log2) loggg 2 logy, 2

. ZnajdZ granice (a > 01ia # 1)

(a) lim (log,(n + 1) —log, n), (d) Tim {/log,n,
1 . 1
(b) lim 22" 45, () lim n@eaw,
n—00 n n—oo
(¢) lim log, x, z >0, (f) lim log,(n +1).

1
Wykaz, ze jedli 0 < a <1 < b, to logab+zlogba+1 < 0.

Niech a,b,c,x > 01 a,b, c,abc # 1. Wiedzac, ze log, x = 2, log, © = 3, log,x = 6,
oblicz log,;,. x.

Niech x1,29,...,Zn,a > 01 2129 ...2, = a. Udowodnij, ze

(loga x1)2 + (loga x2)2 .t (loga l'n)2 >

s |-

Niech n > 2. Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych aq,a9,...,a, > 1
log, (as) +log,,(as) + ... +log, _ (an)+log, (a1)>n.

Niech n > 2. Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a1, a9, ...,a,, 2 > 1

108 varasman (%) < T\l/loga1 (z) -log,,(z) -...-log, (x).

2
Niech z > 0. Udowodnij nieréwnosé x — % < In(l + ).

Dany jest ciag liczb dodatnich (a,) taki, ze a, # 11 a,, — 1. Udowodnij, ze

1
lim —9n .
n—>00an*].

Oblicz granice ciagu o wyrazach

an<1+nlg> <1+§2>...(1+:2).



Analiza - klasa 4a Zestaw 3. 17.2.2024
Funkcje wyktadnicza i logarytmiczna III
Funkcje hiperboliczne. Dla x € R niech
e* +e* et —e™® sinhx e¥ —e™®
h = 1 h = h = = .
coshx 5 , sinhx 5 , tghx coshz prap—

(a) Funkcja cosh z maleje na pélprostej (—oo, 0] i rodnie na [0, +00), natomiast funk-
cja sinh z jest Scile rosnaca.

(b) Zachodzi tozsamosé¢ zwana jedynkq hiperboliczng: cosh? x — sinh® z = 1.
(¢) Zachodzg tozsamosci:

sinh(z + y) = sinh z cosh y + cosh z sinh y

cosh(z + y) = cosh z cosh y + sinh z sinh y

1. Wyznacz funkecje odwrotna do cosh z na [0, +00) i funkecje odwrotna do sinh x.

2. Udowodnij, ze funkcja tghaz jest rosnaca bijekcja R na przedzial (—1,1) i wyznacz
jej funkcje odwrotna.

3. Udowodnij, ze dla dowolnych =,y € R zachodzi nieréwnos¢

cosh x 4 coshy > cosh x4+ y7
2 2
natomiast dla z,y > 0 zachodzi takze nieréwnosé
sinhz + sinh y > sinh T+ y
2
x? ot
4. Udowodnij, ze jesli x € R, to coshz > 1+ o + TR
5. Rozwiaz réwnania:
(a) 7775 = 95—, (J) log(yy9) 16 =2,
(b) 7*H 4+ 77 = 56, (k) log, 7+ log,: 7 =6,
(c) 2@’ 5246 =1, 1) Va* \/E’
(d) 8 —3-4*—6- 2”—}—8—0, (m) z'*
(e) 4V*=2 416 =10-2V*® (n) 1 4 B
(f) 93z 7r—2 _ g 17 5—4logz 1+10g1‘_
(g) 8% + 187 = 2. 277, (o) log4(w +2)-log, 2 =1,
(h) ] (Sx + 1) 4 (p) r1 log z+7) lolog z+1
(1) 2x+2 — 2z+2 32:1071, (q) 1/logz _ 10:1:4

(r) logy(9°71 +7) = 2+ logy(3*~ ' + 1)

(s) logy (2logsz (1 +logy(1 +logy z))) = 5
2

(t) xlogz x+log(z3)+3 —

1 1
Vitx—1 Vi+xz+1

6. Dla danej liczby a > 0 rozwiaz réwnanie
4—z
1+ log, o = (log(loga) — 1) -log, 10.

7. Wyznacz najwieksza wartosé funkeji f: (0,1) — R:
f(z) =In(z) + In(1 — z).

8. Rozwiaz nieréwnosci

2zx—1
1
(a) (2> <3 (i) (@>+zx+1)*<1
() lzl”* =2 <1
1 1
D1 1) —1 2
(C) 8w_2<184m71_32$+1 ()ln(x+ ) nfﬂ‘<
m) lo T <
(d) 22-27 422771 >0 (m) 10g (23,
) ) (n) log,(z—1)>2
(e) > x—2
22 — 17 1—2=-1 1 —2>1
(0) 08(z Yy —47”

(p) log% ve+1< 1+log% V4 — z?

(q) log, 2 -logy, 2 > (logy, 2)*
log(35 — x3)
30 22 —z+1 _—
() oi* < (va)' ®) Tog5=a) ~°

(f) (;)x -7t >

(g) 3w+% + 390—% > 4r+3 _ 921

9. Niech a € (0,1). Funkcja f jest okreslona wzorem
flz)=a"+(1—-a)*, zeR.

Rozwiaz nieréwnosci f(z) <11 f(z) > 1.
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Granica funkcji

Definicja. Niech A € R. Méwimy, ze liczba b € R jest punktem skupienia zbioru
A, jezeli istnieje ciag liczb a, € A\ {b} taki, ze a, — b. Przyjmujemy, ze 400 jest
punktem skupienia zbioru A niegoraniczonego z gory, a —oo jest punktem skupienia
zbioru A niegoraniczonego z dotu. Umawiamy sie, ze R U {—o0, +00} = R.
Definicja Heinego (ciagowa) granicy funkcji w punkcie. Niech A C R, b € R
jest punktem skupienia zbioru Ai f: A — R. Méwimy, ze g € R jest granica funkcji
f w punkcie b, jezeli dla kazdego ciagu a,, € A\ {b}, takiego ze a,, — b zachodzi
f(ay,) — g. Piszemy wéwczas lin%7 fley=9g lub  f(x) =0, g-

xr—
Granice jednostronne. Méwimy, ze g jest granica prawostronng (lewostronna) funk-
cji f w punkcie b € R jezeli dla kazdego ciagu a,, € AN (b, +00) (an, € AN (—00,b))
takiego, ze a, — b zachodzi f(a,) — ¢. Piszemy wéwczas

lim+ f(x) = g (granica prawostronna) 1 lim f(z) = g (granica lewostronna).
z—b r—b~

Stw. 1. Niech A C R, b € R jest punktem skupienia zbioru A i f: A — R. Wéwczas
lin}) f(z) = g wtedy i tylko wtedy, gdy lirn+ fl@)= lim f(x)=g.
r— z—b z—b—
Stw. 2. (Wlasnosci arytmetyczne granicy funkcji) Niech A C R, f,g: A — R,
b € R jest punktem skupienia zbioru A i istniejg granice lin%) f(z) =c, lirr%) g(x) =d,
r— r—

gdzie b, c € R. Wéwczas

(i) jesli jest okreslona suma/réznica ¢+ d, to litri(f(:v) tg(x))=c=td.

(ii) jesli jest okreslony iloczyn c - d, to lirr}) f(x)g(z) = cd.

I c . flx)
(iii) jesli jest okreslony iloraz > to glglir}) m =7

Stw. 3. (Granica zlozenia funkcji) Niech A, BCR, f: A— R, g: B— R. Jezeli

e f(4)CB,
e a € R jest punktem skupienia zbioru A, lim f(z) =b € R i f(z) # b dla = dosta-

tecznie bliskich a,

e b jest punktem skupienia zbioru B i lirr}7 g(y) =ceR,
yAP

to lim ¢g(f(z)) = c.

r—a

Stw. 4. (Wazne granice)

~ 1- 1 -
© i 552 =1 @) lm ==y
Yrri-1 1 In(1
(i) lim 8% — 1 (v) lim Y2 1=1 1 (vi) lim 2O+
z—0 z—0 T k z—0 T

1. Udowodnij, korzystajac z definicji granicy funkcji w punkcie, ze

1

(a) lim Inz=—oc0 (b) limsine=0 (c) imcosz=1 (d) lim — =0
z—0+ x—0 x—0 x—+00 lnx
e’ Inx
2. Niech a > 0. Udowodnij, ze lim — =4o0i lim = 0.
rz—+oo % r—+oo %
3. Oblicz granice, o ile istnieja, badajac odpowiednie granice jednostronne.
1 1 1
li li — lim — lim ——
@i O lme|] @il @
4. Oblicz granice
2
(a) lim Vz+1—+vz—1 (¢) lim " —1
ree 21222 —x—1
. 2?1 (T4 2)(1+22)(1+32) -1
S S (d) lim p
) 1 (14 z)° — (14 52) N . ANIT—x =T
e) lim 3 = () lm e
z—0 z2 4+ 2z z—-32 24 Yz
(f) hmx+m2+..,+x202272022 ) 27T ¥ 6x — 1427 — 3
z—1 x?2 -1 (k) ili% T+ x2 + 3
257 .
(g) lim & 2577+ 250 0 tim VDO = V3). (1= Ya)
x—1 (.’L‘ - 1) ot (1 o m)gg
4 6 8 10,
(h) lim VeV Yot Vet Ve (m) lim Ve+1l—+ya—1
Tr— 00 —
V961z + 1024 T
. . wﬁ - 8 . 3 3
() Jim oA () tim ¥z (Yar 17— Y12
5. Oblicz granice
sin(az) . In(cos® z)
(2) 200 sin(Bzx)’ ap 70 (®) ili% e —2e +1
s z_ 1
(b) lim SRCMT) (g) im T~ a>0
z—0 x z—0
(c) lim Y2Fsine — Vo —sinz ) tim EFD =L g
z—0 {3/5 z—0 T
2
(d) lim vz -sin(va +1 - ) (i) lim In(e*™” — 1)
e z—0 tg2(sin(5z))
(e) lim IL—L(e”—l) (G) lm (1 —&—sina:)% a>0
2—0 In?(1 4 sinz) z—07F '

i 1\" z
6. Oblicz granice (a) lim 2%, (b) lim z*"% (c) lim (ln ) (d) lim (e® —1)".

rz—0+ rz—0t z—0+ T z—0t

7. Wykaz, ze funkcja Riemanna f: R — R

q

Fa) = 1 gdy z € Q\ {0}, =2, gdzie p € Z, ¢ € N, NWD(p, q) = 1
o gdy c¢ Qlubz =0

ma w kazdym punkcie a € R granice réwna 0.
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Granica funkcji I1

1. Definicja Cauchy’ego granicy funkcji. Niech A C R, a € R jest punktem
skupienia zbioru A, f : A — R i g € R. Udowodnij, ze nastepujace warunki sa
réwnowazne:

(i) Liczba g jest granica funkcji f w punkcie a.
(ﬁ) ve>0 - §>0 vxEA\{a} |x - a| <0 = \f(x) - 9| <é.

2. Sformutuj i udowodnij warianty definicji Cauchy’ego granicy funkcji dla przypad-
kéw gdy b = +oo lub g = +o0.

3. Funkcja f: (—a,a)\ {0} — (0,400) spelnia warunek

1
lim | f(x)+ ) =2.
tm (760 + 75
Udowodnij, ze lir% flz) =

2
4. Funkcja f : R — R jest monotoniczna i hrf ];(( ;v)) = 1. Udowodnij, ze
r——+00 x
lim f(cz) =1 dla kazdego ¢ > 0.
T—+00 f(aj)
5. Niech f:[0,1] — [-M,M], a,b > 11 f(az) = bf(z) dla z € [0, 1]. Udowodnij, ze

lim f(z) = £(0).

Powtdrzenie

6. Rozwiaz réwnania

(a) log(x + 5) + log(z — 4) = log(x — 3) + log(xz — 2),
(b) log(3 + z) =log 3 — logz,
(¢) = +log(l+2%) = zlogh + log6,
)
)

1
(d) (2z +1)nEetD=3 = =

(e) logy (2% +4%) — 3 = log, ((22 -3 )
7. Rozwiaz nieréwnosci

(a) 52+l > 5% 44 (c) logy z + log, = + logg x < 2,
(b) 20" —6a+3 > i (d) log, ‘ +i) > 1.

logg 3 + logg 16
logg - logg 48 + logg 4

8. Oblicz warto$¢ wyrazenia

: . . a
9. Niech a,b >0, ab # 1 i log,; a = 4. Oblicz log,, %

10. Niech a,b,c > 01 a,b,ab # 1. Oblicz warto$¢ wyrazen
(2) (logay a)(loggy (ab®)) + (logg, b)%,  (b) aV'®8«® - pvicene,
11. Oblicz granice ciagdéw

In(1 " 1 1
(a) lim M7 (b) lim n-sinh —, (¢) lim n <cosh —— 1).
n—oo n n—o0 n n—oo n

12. Oblicz granice

zt + 32 — 4 (2) lin%xctgx

: vVrz4+1-1
1— ¥x im-—'- -
Vo (b) %12% In(cosh z)

1-—- 1-—
R e v/ (i) lim cos(1 — cos )
(¢) lim oy x?

z—0 1—+vVor+1

. .. sinx-sin (IR
(d) 1 Vsinz — \/cos T (i) Jim — sgna: =
m ——— o .

=%  sinx —cosx (k) lim e®In (1 + e_””)
(e) 1 sinh x T
e) lim

z—0 T @) hEn \/2x2 +1+ 3/1‘3 —r+2

In(1+In(1+2)) - tg(e® — 1)

(f) :l% cos(sine) — 1 (m) Igmoo V(e +1)2 = /z(z— 1)

(n) lim sinvz+2-(sinva + 1 —sinyx)

T—+00
cosh(In(22? + 1))
=00 sinh(In(z2 — 1))

(0)

13. Oblicz granice
1— (cos(2z))"

z—0 sinx - tgziﬁ

14. Udowodnij, ze jesli —1 < x < 1, to

|x|V2 — x2

1 .
coshex < —— oraz |sinhz| < 5
1—x

1— 22
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Cigglosé funkcji 1

Wszedzie I, J to przedzialy (skonczone lub nie) zawarte w R.
Definicja. Funkcja f : I — R jest ciagla w punkcie ¢ € I, jezeli lim f(z) = f(c).

Funkcja f jest ciagla (na I) jezeli jest ciagla w kazdym punkcie ¢ € I.

Ciaglos¢ funkcji f w punkcie ¢ jest rownowazna warunkowi:
v5>0 El 6>0 v16(675,c+5) |f((E) - f(C)| <e&.

Stw. 1. Jezeli funkcje f,g: I — R sa ciagle w punkcie ¢ € I, to funkcje f+gi f-g
tez sa ciagte w punkcie c. Ponadto, jezeli f(c) # 0 to funkcja 1/f jest okreslona na
pewnym przedziale otwartym zawierajacym punkt c i jest ciaglta w c.

Whiosek. Kazdy wielomian jest funkcja ciagla na R. Kazda funkcja wymierna jest
ciggla na calej swojej dziedzinie.
Stw. 2. Jezeli f: I — J, g:J — R, funkcja f jest ciagglta w punkcie ¢ € I i funkcja g
jest ciagla w punkcie f(c), to funkcja g o f jest ciagla w punkcie c.
Stw. 3. Kazda z funkcji &z, 2% (x > 0), 2¥ (k € Z), sinz, cos z, tgx, ctgx, a® (a > 0),
log, = sa jest ciagla w kazdym punkcie swojej dziedziny.
Definicja. Kresy gorny i dolny funkcji f : A — R definiujemy odpowiednio jako kres
goérny i dolny zbioru f(A) C R. Kresy to zapisujemy jako sup f(z) i in(f4 f(x) lub sup f
z€A ze A

iinf f.
in f
Tw. Weierstrassa o kresach Jezeli funkcja f : [a,b] — R jest ciagla, to istnieja
¢, d € [a,b] takie, ze f(c) =sup fi f(d) = inf] f

[a,b]

[a,b

Whiosek. Kazdy wielomian parzystego stopnia o dodatnim (ujemnym) wspdlczynni-
ku wiodacym przyjmuje warto$é najmniejsza (najwieksza).

Whiosek. Jezeli funkcja f : R — R jest ciagla i okresowa, to f przyjmuje wartosé
nawigksza i najmniejsza.

1. Dla jakich a, b, c € R ciagle sa funkcje
log(1+ )

1 —cosax —— gdyz <0
—— gdyz#0 sin(sin(ax)) sy
f(z) = r ) g(w) = b gdy 2 =0
b gdy =0
r+c gdy x >0

2. Funkcja f : I — R jest ciagla. Udowodnij, ze funkcja |f| tez jest ciagla. Czy
prawdziwa jest implikacja odwrotna?

Funkcje f,g : I — R sa ciagle i f(z) = g(z) dla kazdego z € I N Q. Udowodnij,
zde f=g.

4. Funkcje f,g: I — R sa ciagte. Czy funkcja h(z) = max(f(z), g(z)) jest ciagta?

5. Wyznacz zbiory punktow ciaglosci funkeji f,g: R — R

10.

11.

12.

13.

14.

gdy r € R\ Q

0
J(@) = {sin || edy z€Q

(z) = 4 8(T0) gdy €RAQ
g 0 gdy x € Q

Znajdz zbiory punktéw ciaglosci funkeji f(z) = |z]sin(nz) i g(x) = |2?| sin(rz),
x € [0, +00).

Udowodnij, ze funkcja Riemanna jest ciagla w kazdym punkcie niewymiernym i
nie jest ciagla w kazdym punkcie wymiernym.

Zbadaj ciagtos¢ funkcji

B A . In(e™ +2™)
(b) f(z) = nll_)H;O %, z€R (d) f(z)= lim *Vcos?"z +sin®z, 2 R

Wyznacz wszystkie funkcje f : R — R ciagle w 0 i takie, ze f(z+vy) = f(z)+ f(y)
dla dowolnych z,y € R.
Wykaz, ze jedyna funkcjg ciagla f : R — R taka, ze f(z +y) = f(z)f(y) dla
dowolnych z,y € R oraz f(1) = e, jest funkcja f(z) = e®.
Funkcja f : R — R jest ciagla i okresowa. Udowodnij, ze funkcja g : R — R,
g(x) = f(x) - - eIl przyjmuje warto$é najwicksza i najmniejsza.
Funkcja f : [0,400) — R jest ciagla, funkcja g : [0,+00) — R jest okreSlona
wzorem

g(x) = sup{ f(t) : 0 < £ < ).

Udowodnij, ze funkcja g jest ciagla i niemalejaca.

Podaj przyklad funkcji ograniczonej na przedziale [0, 1], ktéra
(a) nie przyjmuje swego kresu gérnego i dolnego,
(b) nie przyjmuje kresu gérnego i dolnego na zadnym przedziale [a,b] C (0,1).

Udowodnij, ze funkcja f : R — R okresowa, ciagla i rézna od stalej ma okres
podstawowy (czyli minimalny okres dodatni).
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Cigglosé funkcji 11

Definicja. Niech I C R to przedzial. Méwimy, ze funkcja f : I — R ma wlasno$¢ Dar-
boux (wlasno$é przyjmowania wartosci posrednich), jezeli dla dowolnych x1,29 € I i
dowolnej liczby y lezacej pomiedzy f(x1) i f(z2) istnieje liczba t lezaca pomiedzy xq
iz 1 taka, ze f(t) =y.

Tw. 1. Funkcja ciagla f : (a,b) — R ma wlasno$é Darboux.
Przyktad. Funkcja f: R — R,

1
sin— dlaz#0
flx) = T
0 dlaz =0
ma wtasno$¢ Darboux, ale nie jest ciagla w 0.

Whiosek. Jezeli funkcja f : (a,b) — R jest ciagla, to dla kazdego przedzialu domknig-
tego [c,d] C (a,b) jego obraz f([c,d]) C R réwniez jest przedzialem domknietym.

Whiosek. Kazdy wielomian nieparzystego stopnia ma pierwiastek rzeczywisty.
Whniosek. Funkcja f : (a,b) — R ciagla i réznowartosciowa jest $cisle monotoniczna.

Tw. 2. Niech I C R bedzie przedziatem. Jezeli funkcja f : I — R jest ciagla i rézno-
wartosciowa, to funkcja f~1: f(I) — I jest ciggla.

Definicja (funkcje cyklometryczne).

(i) arcsin : [~1,1] — R to funkcja odwrotna do sinz, z € [-F, 7]
(ii) arc cos : [-1,1] — R to funkcja odwrotna do cosz, = € [-F, §],
(iii) arctg : R — R to funkcja odwrotna do tgz, z € (=3, 3),
(iv) arc ctg : R — R to funkcja odwrotna do ctgz, x € (0, 7).
Stw. 3. Funkcje cyklometryczne sa ciagte.

1. Funkcja f : [0,1] — [0,1] jest ciagla. Udowodnij, ze istnieje ¢ € [0,1] takie, ze
fle) =c.

2. Funkcje f,g : [a,b] — R sa ciagle, f(a) < g(a) i f(b) > g(b). Udowodnij, ze
istnieje ¢ € (a,b) takie, ze f(c) = g(c).

3. (a) Udowodnij, ze réwnanie 2z = sinx + 1 ma rozwiazanie w przedziale (0,1).
(b) Udowodnij, ze réwnanie e* = 3z ma co najmniej dwa rozwiazania.
(¢) Udowodnij, ze réwnanie 2* = 1 ma dokladnie jedno rozwiazanie.

4. Funkcja f : R — R jest ciagla i malejaca. Udowodnij, ze istnieje ¢ € R takie, ze
fle)=c

5. Funkcja f : [0,2] — R jest ciagta i f(0) = f(2). Udowodnij, ze istnieja punkty
a,b € [0,2] takie, ze b—a =11 f(a) = f(b).

10.

11.

12.
13.
14.

15.

Funkcja f : [1,+00) — R jest ciagla i nieograniczona z géry i z dotu. Udowodnij,
ze f przyjmuje kazda warto$¢ nieskonczenie wiele razy.

Podaj przyktad funkcji ciaglej f : R — R, ktéra przyjmuje kazda warto$é¢ do-
kladnie trzy razy. Czy istnieje funkcja ciagla f : R — R, ktora przyjmuje kazda
wartos¢ doktadnie dwa razy?

Funkcja f : R — R jest ciagla i réznowartosciowa i istnieje n € N takie, ze n-ta
iteracja funkcji f jest identycznoscia, czyli f™(x) = x dla wszystkich 2 € R. Udo-
wodnij, ze

(a) jedli f jest rosnaca, to f(x) = x dla wszystkich z € R,

(b) jedli f jest malejaca, to f2(z) = x dla wszystkich z € R.

Dana jest funkcja ciagta f : R — R spelniajaca warunki

£(1000) =999,  f(z)- f(f(x) =1 dlaxzeR.

Oblicz f(500).

Dana jest funkcja f(z) = 2° + 2, € R. Udowodnij, ze f ma funkcje odwrotna i
wyznacz granice

-1
o [ ()
@ e
23
Dana jest funkcja f(r) = ———, = € R. Udowodnij, ze f ma funkcje
V1+ 22+ 26
odwrotng i oblicz granice
-1
lim 7f (y)
y—=0 Yy

Udowodnij, ze jesli x > 0, to arctger < < arcsinz.
Oblicz granice funkcji arctgz i arc ctga w £oo.

Oblicz granice

. arcsinzx . arctgw . arccoszw
a) lim —— b) lim ¢) lim ——.
(a) lim——, (b) lim—==, (c) lim T

Udowodnij tozsamosci
(a) cos(arcsinz) =sin(arccosz) = V1 — 22, 2z € [-1,1]
(b) arccosz = arcsin (V1 —22), z€[0,1]

arc cos(2x? — 1) arc cos (1 — 222)

(c) arccosz = —y ———, aic sinx = 5 , x€l0,1]
. T 1
(d) sin(arctgz) = Niwwrt cos(arctgx) = it z€eR

(e) arctgz +arcctgr = =, z€R

|

1
(f) arctgz + arctg— = g, x>0
x
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Dowdd zasadniczego twierdzenia algebry

Definicja. Ciag liczb zespolonych (z,) jest zbiezny do liczby zespolonej a wtedy i

tylko wtedy, gdy |z, —a| — 0.

o 2, — a <= Re(z,) — Re(a) i Im(z,) — Im(a).

o Jezeli z, — a, to |z, — |al.

e 7 wlasnoéci arytmetycznych granic ciagoéw liczb rzeczywistych wynikaja identyczne
wlasnoéci arytmetyczne granic ciggdéw liczb zespolonych.

Stw. Z kazdego ograniczonego ciagu liczb zespolonych mozna wybraé¢ podciag zbiezny.

Definicja. Zbiér E C C (lub E C R? lub E C R) jest domkniety, jezeli dla kazdego
ciagu punktéw a,, € E takiego, ze a, — a zachodzi a € F.

Przyktad: Kolo D, = {z € C: |z| <1} jest zbiorem domknigtym.

Definicja. . Funkcja f : C — C jest ciagla w punkcie a € C, jezeli dla dowolnego
ciagu z, — a, z, # a, zachodzi f(z,) — f(a). Funkcja f jest ciagla, jezeli jest ciagla
w kazdym punkcie a.

Przyklady: Funkcja f(z) = |z| jest ciagla. Jezeli P jest wielomianem o zespolonych
wspoélezynnikach, to P jest funkcja ciagla. Wéwcezas funkcja g(z) = |P(z)| tez jest
ciagla.

Tw. Weierstrassa o kresach (wersja nad C). Funkcja f : C — R jest ciagla, E C C
jest zbiorem domknietym i ograniczonym. Wéwczas istnieja a,b € E takie, ze

fl@=inff i f(b)=sup/.
E E
Lemat. Niech n > 1, P(z) jest wielomianem o zespolonych wspo6tczynnikach stopnia
n. Wéwczas istnieje zg € C takie, ze
P = inf |P(2)|.
IP(z0)] = inf [P()

Zasadnicze tw. algebry. Kazdy wielomian dodatniego stopnia o wspdlczynnikach
zespolonych ma pierwiastek zespolony.

Idea dowodu: Za pomoca Lematu pokazujemy, ze inf,cc |P(2)| = 0.
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Pochodna funkcji I

Definicja. Méwimy, ze funkcja f : (a,b) — R jest rézniczkowalna w puncie zg € (a,b),
jezeli istnieje skoniczona granica

F(zo) = i @R = F@0) _ , f@) = Flzo)

h—0 h T—To r — o

f(@) = f(zo)

T — X9

Liczbe f'(zo) nazywamy pochodng funkcji f w punkcie xo. Wyrazenie

nazywamy tlorazem roznicowym.

d
Stosuje si¢ takze oznaczenie f'(zq) = %(mo).

Stw. Jezeli funkcja f : (a,b) — R jest rézniczkowalna w punkcie zg € (a,b), to jest
ona ciagla w tym punkcie.

Tw. (Arytmetyczne wlasnoSci pochodnych) Jezeli funkcje f,¢g : (a,b) — R sa

rézniczkowalne w punkcie zg € (a,b), to
(i) funkcja f + g jest rézniczkowalna w xg i (f + g)' (x0) = f/(x0) + g'(z0);

=f
(ii) funkcja f - g jest rézniczkowalna w zo 1 (f - g) (o) = f/(z0)g(zo) + f(x0)g’ (z0);

(iii) gdy g(z) # 0 na pewnym otoczeniu g, to funkcja f jest rézniczkowalna w xq i
g

f ' _ f'(w0)g(x0) — f(20)g' (0)
- (.’170) = 2 .
g 9(z0)

Lemat o przyblizaniu funkcja liniowa. Funkcja f : (a,b) — R jest r6zniczko-
walna w punkcie zg € (a,b) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba k € R i funkcja
¢ : (a,b) — R takie, ze

f(@) = f(zo) + k- (x—x0) + P() - (x — x0) dla z € (a,b)

oraz lim ¢(x) = 0. Woéwczas k = f'(xo).
T—x

Tw. (Pochodna zlozenia funkcji) Jezeli funkcja g : (a,b) — (¢, d) jest rézniczko-
walna w punkcie g € (a,b) oraz funkcja f : (¢,d) — R jest rézniczkowalna w punkcie
g9(z0) = yo € (¢,d), to funkcja FF = fog: (a,b) — R jest rézniczkowalne w xg i

F'(x0) = f'(y0) - ¢'(w0) = f'(g(20)) - ¢ (0)-

Definicja. Pochodne jednostronne funkcji f w punkcie zg definiujemy jako

f(xo +h) — f(x0)

fi(zo) = hhm+ pochodna prawostronna
—0

h
h) —
fl(zo) = hlirgf f(wo+ }z f(@o) pochodna lewostronna

Jezeli f : [a,b) — R i istnieje f) (a) to méwimy, ze f jest rézniczkowalna w punkcie a
i f'(a) = f (a). Podobnie definujemy rézniczkowalnos¢ i pochodng funkcji g : (a, b] w
punkcie b.

Stw. Funkcja f : (a,b) — R jest rézniczkowalna w punkcie zy € (a,b) wtedy i tylko
wtedy gdy istniejg obie pochodne jednostronne funkcji f w punkcie xq, sa skonczone
i sa sobie rowne.

Definicja. Niech I C R oznacza przedzial, Méwimy, ze funkcja f : I — R jest roznicz-
kowalna, jezeli jest ona rézniczkowalna w kazdym punkcie zg € I. Funkcje z — f/(z),
x € (a,b), nazywamy pochodng funkeji f.

Stw. (Pochodne funkcji elementarnych)

(i) (z*) =ar* ' dlaz e Riae€Nlubz >0ia>0lubz #0ia€Zlubx #£0i
_ _1 .
a—m,neN,

ii) (a®) =lna-a® dlaa>0iz eR;

(
(ili) (log, x) = ! dla z > 0;
8a®) = Tlna ’
(iv) (sinz)’ = cosz, (cosz)’ = —sinz dla z € R;
-1
( :1+tg2xdlax7§@, (ctgz) = —
x sin” z

1
v) (tgz) = — dla z # kr, k € Z.
cos

1. Oblicz z definicji pochodna funkeji f(x) = v/4x + 1 w punkcie zy = 2.
2. Zbadaj rézniczkowalno$é funkcji f(z) = |z| i g(z) = ¢z w punkcie 29 = 0.
3. Wyznacz dziedzine funkcji, oblicz jej pochodna i wyznacz dziedzine pochodne;j:

a ) = Vor — 12 _ sinz
@ 7w = 2 () (@) = ==

¢ —2x+5
(b) f(z) = A9 (d) f(z) =tg*(sinx)
(e) flz) = (\/1:2+sin2x+1> . <2j'2—1>

ogy(z? — i I
(6 f() =2 1) ) S(a)

icte 0) f(@) = Gin V)=

(g) f(x) =mze™ —3.2008% (k) f(z)=log,e
(h) f(z)=a" (1) f(z) =log,> (cosz + 1)

4. Niech a > 01 )

|z|*-sin— gdy z #0
x

0 gdy x =0

fz) =

Dla jakich wartosci a funkcja f jest rézniczkowalna w 07
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Pochodna funkcji I1

Tw. (Pochodna funkcji odwrotnej) Jezeli funkcja f : (a,b) — (c,d) jest bi-
jekcja, jest rézniczkowalna w punkcie zg € (a,b), f'(x9) # 0 i funkcja odwrotna
ft:(c,d) — (a,b) jest ciagta w punkcie yo = f(z0), to funkcja f~! jest rézniczko-
walna w punkcie yo = f(x0) i

1
—1\/ _
(f ) (yo) f/(fto) .
Pochodne funkcji cyklometrycznych:
ing) = —— 1,1 tgz) = ! R
° (arc smx) = ﬁ, T € (— s ) [ ] (arc gl‘) = W, x e
e (arccoszx) = 1 x € (—1,1) ( tgx)’ —1 cR
— T /s ) o = —F .
N arc ctgx T 2 x

Lemat Fermata. Jezeli funkcja f : (a,b) — R jest rézniczkowalna w punkcie ¢ € (a, b)
i ma w tym punkcie ekstremum lokalne, to f’(c) = 0.

Tw. Rolle’a. Funkcja f : [a,b] — R jest ciagla na [a,d] i rézniczkowalna na (a,b).
Jezeli f(a) = f(b), to istnieje £ € (a,b) takie, ze f/'(£) = 0.

1. Okresl parametry a,b,c,d tak, aby funkcja f miata pochodng na calym zbiorze
liczb rzeczywistych:

axr+0b dla z <1,
flz) = ax’+c dlal<z<2,
dz? +1
AL Qe
x

2. Podaj przyklad funkcji rézniczkowalnej, ktérej pochodna nie jest ciagla.

3. Liczba xg jest k-krotnym pierwiastkiem wielomianu P i k > 1. Wykaz, ze xq jest
(k — 1)-krotnym pierwiastkiem wielomianu P’.

4. Funkcja f : (a,b) — R jest rézniczkowalna w x¢ € (a,b). Wykaz, ze

lim f(zo+h)— f(zo —h)

Lim o7 = f'(z0).

Czy z istnienia powyzszej granicy wynika rézniczkowalno$é funkcji f w xq?

5. Znajdz wzory dla sum (a) Z kx*=1) (b) Z kek®.
k=1 k=1

10.

11.

12.

Funkcje f i g sa rézniczkowalne w punkcie a. Oblicz granice

(a) lim 2@ =af(@) (b) lim £@9(@) = F@)g@)

r—a r—a r—a €T —a

Funkcje fi1, fa, ..., fr : (a,b) — R sa rézniczkowalne w punkcie g € (a,b). Znajdz
wzér na (f1- fo ... fi) (zo).

Wyznacz pochodne funkeji f(z) = &z i g(x) = Inz korzystajac z tw. o pochodnej
funkcji odwrotnej.

Oblicz pochodne

(a) f(x) = sin(arc cos z) (c) f(x) = arctg(ed®)

(b) f(x) = arcsin (Mf:z:?) (d) f(z) =In’(arctgz + %)

Wielomian W o wspolczynnikach rzeczywistych ma n réznych pierwiastkow rze-
czywistych. Wykaz, ze wielomian W’ ma co najmniej n — 1 réznych pierwiastkéw
rzeczywistych.

Funkcja f : [a, +00) — R jest ciagla na [a, +00) i rézniczkowalna na (a, +00) oraz
1irl1 f(x) = f(a). Wykaz, ze istnieje £ € (a, +00) takie, ze f'(§) = 0.

Wielomian P stopnia n ma n réznych pierwiastkéw rzeczywistych. Wykaz, ze
dla dowolnej liczby a # 0 wielomian P’(x) + aP(x) ma n réznych pierwiastkow
rzeczywistych.
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Powtdrzenie

1. Czy mozna okresli¢ f(0) tak, aby otrzymaé funkcje ciagla f : R — R, jesli dla
x#0 (a) f(z) = exp(3), (b) f(z) = exp(5s), (¢) f(z) = exp(—33)?

2. Funkcja f : R — R jest dana wzorem

sinx
e2arctgz _ | gdy z 7& O’

fz) =
a gdy x = 0.

Dla jakich wartosci a € R funkcja f jest ciagta?
3. Czy funkcja f(x) = el sinz przyjmuje na R warto$é¢ najwiekszg i najmniejsza?

4. Udowodnij, ze
(a) réwnanie e = 2cosx ma co najmniej 2 rozwiazania w przedziale (0, 27)
(b) réwnanie 104/ = e* ma co najmniej 2 rozwiazanie w przedziale (0, +00).

sin x

5. Funkcja f : [0,5) — R jest dana wzorem f(z) = sinz +

1
. Wyznacz ob-
Vcosx

raz funkcji f i udowodnij, ze istnieje funkcja odwrotna f~': f([0,%)) — [0,5).

Oblicz granice
-1
lim f~!(x) oraz lim [ @)

z—1+t =1t Tz —1"

6. Oblicz pochodna funkcji we wszystkich punktach, w ktérych istnieje:

e L, In (arctg (e*) + V/sin J:)
(a) arc sin P2 (b) sin”(v/x), (c) .

7. Wyznacz wszystkie pary liczb rzeczywistych a, b takie, ze funkcja

cosh(arctgz)

ar +bcosxz dlax >0
fl@)=4<1—coszx

- dla —m<2x<0
rsinx

jest rézniczkowalna na przedziale (—m, 00).

8. Funkcja f : R — R jest dana wzorem f(z) =x + sinz.
(a) Udowodnij, ze f jest bijekcja. Czy funkcja f~! jest ciagla?
(b) Wyznacz wszystkie y € R takie, ze funkcja f~1 jest rézniczkowalna w y.
(c) Oblicz (f~1)'(0) i (f~)'(3m + 1)
9. Udowodnij, ze funkcja f : R — R, f(z) = e® + x, ma rézniczkowalna funkcje
odwrotna. Wyznacz f~1(1) i (f71)(1).
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Pochodna funkcji I1I

Tw. 1 (Cauchy’ego o warto$ci $redniej). Funkcje f,g : [a,b] — R sa ciagle na
[a, b] i rézniczkowalne na (a,b) oraz ¢'(x) # 0 dla z € (a,b). Wowczas istnieje £ € (a,b)

takie, ze
f) = fla) _ ['(€)
g(b) —gla)  g'(&)

Tw. 2 (Lagrange’a o warto$ci $redniej). Funkcja f : [a,b] — R jest ciagla na
[a, ] i rézniczkowalna na (a,b). Wowczas istnieje € € (a,b) takie, ze

Whiosek 3. Funkcja f : [a,b] — R jest ciagla na [a, b] i rézniczkowalna na (a, b) oraz
f'(z) =0 dla kazdego = € (a,b). Woéwezas funkcja f jest stala.

Tw. 4. Zalézmy, ze funkcja f : [a,b] — R jest ciagla na [a,b] i rézniczkowalna na
(a,b).

(i) Jezeli f'(z) >0dlaz €
(ii) Jezeli f'(z) >0 dlax €
(ili) Jezeli f'(z) <Odlaz €
(iv) Jezeli f'(z) < 0dlaz €

a,b), to funkcja f jest niemalejaca.

a, b), to funkcja f jest rosnaca.

a, b), to funkcja f jest nierosnaca.

—~ o~~~
S| S o o

)
)
)
a,b), to funkcja f jest malejaca.

Tw. 5. Zal6zmy, ze funkcja f : (a,b) — R jest rozniczkowalne, ¢ € (a,b) oraz f'(c) =0

(i) Jezeliistnieje § > 0 takie, ze f'(z) < 0dlax € (¢c—0,¢) i f'(z) > 0dlax € (¢, c+9),
to f ma w ¢ minimum lokalne.

(ii) Jezeliistnieje 0 > 0 takie, ze f'(z) > 0dlax € (¢—d,¢)1 f'(z) < 0dlaz € (¢, c+9),
to f ma w ¢ maksimum lokalne.

Jezeli nieréwnoéci sa ostre, to odp. ekstrema sa wlasciwe.

1. Funkcje f,g : [a,b] — R sa ciagle na [a,b] i rézniczkowalne na (a,b) oraz
f(a) = f(b) = 0. Udowodnij, ze istnieje & € (a,b) takie, ze

g &)+ (&) =0.

a’ﬂ,
= 0.
n+1
Udowodnij, ze wielomian P(z) = an,z™+...+a1x+ag ma pierwiastek w przedziale
(0,1).

. . . . re 7 7 a
2. Liczby rzeczywiste ag,aq, ..., a, spelniaja réwnosé¢ ag + ?1 + ...+

1 —
3. Udowodnij, ze arctgx + arcth —_ jesli x > —1.
1+2 4

10.

11.

12.
13.
14.

. Funkcja :

Niech a1, as, . . .,a, € R\{0}, b1,b2,...,b, € Roraz b; # b; dlai # j. Udowodnij,
ze réwnanie

alxbl + agxb"‘ +...+ ana:b" =0
ma co najwyzej n — 1 pierwiastkéw dodatnich.

(0,+00) — R jest rézniczkowalna oraz inf f/ > 0. Udowodnij, ze
lim f(z) = +oo.

r—00

Udowodnij nieréwnosci:

(a) [tgz —tgy| > |z —y| dlaz,y € (=5, 5);
(b) |arctgx — arctgy| < |z —y| dla z,y € R;

a—1b a a-—b
(c) . <lng<lea0<b<a.

Stosujac tw. Cauchy’ego o wartosci $redniej udowodnij nieréwnosci:

z? 2?2t
(a)lf§<cosxdlax5£0, (c) Cosx<lf§+jdlax5£0,
(b) mf§<sinxdlax>0, (d) sinx<xf§+§dlam>0.
Funkcja f : (a,+00) jest rézniczkowalna i lim f'(z) = c. Udowodnij, ze

r——+00

lim (f(0+1) — f(z) = c.
— 400

Udowodnij, ze dla x > —1 zachodza nieréwnosci Bernoulliego:

(a) 14+z)"214+rzdlar>1; by +2z) <l4+rzdlad<r<1.

xT

Udowodnij nieréwnosci:

(a) 2zarctgz > In(1+ 2?), z € R; (e) ze™? <e® —1, x> 0;

(b) In(1 4 z) > 2B8L 2 (f) e* < (1+2)%, 2 > 0;
z x
In(1+2) < , T > 0;
() nz < =, > 0; &) Wl +2) < g @
in? 41\ .
(d)cosa:<81;72x,0<x<%; (h)( 9 ) <zt x> 0;

Wyznacz przedzialy monotonicznoéci, ekstrema lokalne i kresy funkcji

(EQ
(@) fo) =2e=" (0) fl) =

Ktéra z liczb jest wigksza: e™ czy n°?

Wykaz, ze jesli z,y > 01ia > 1, to (z+y)* > z* + y°.

(c) flx) = Vx+1- Va2 -2z + 1.

Wykaz, ze dla dowolych liczb dodatnich a, b takich, ze a # b zachodza nieréwnosci

b—a a+b
Vab < g <

Liczbe mgﬁ nazywamy $rednig logarytmiczng liczb a i b.
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Pochodna funkcji IV

Tw. 1. Funkcja f : (a,b) — R jest rézniczkowalna. Wéwezas funkcja f' ma wlasnosé
Darboux.

Tw. 2. (Regula de "'Hospitala) Niech b € RU {+oc0}. Funkcje f,g: (a,b) — R sa
rézniczkowalne, ¢'(x) # 0 dla x € (a,b),

lirr%) flz) = lirr%)g(x) =0 lub lirr}) g(x) = +00

oraz istnieje granica

. fix)
91613] @) C e RU{—o00,+o0}.
Woéwecezas
lim M =
e—b g(x)

Lemat. Niech f : (a,b) — R, gdzie b € RU 400 i dla kazdego ciagu rosnacego (x,)n
takiego, ze x, — b zachodzi f(x,) — c. Wéwczas linbl, flz)=-c

1. Okno na poddaszu ma mie¢ ksztalt trapezu réwnoramiennego, ktérego krotsza
podstawa i ramiona maja dlugosé po 40 cm. Jaka dlugosé powinna mieé¢ dtuzsza
podstawa tego trapezu, aby okno mialo najwieksze pole powierzchni?

2. Rozpatrujemy wszystkie stozki, ktérych przekrojem osiowym jest tréjkat o obwo-
dzie 20. Oblicz wysoko$¢ i promien podstawy tego stozka, ktérego objetos¢ jest
najwieksza.

2

3. Parabola o réwnaniu y = 2— r przecina 08 OX w punktach A i B. Rozpatrujemy
wszystkie trapezy ABCD takie, ze punkty C' i D leza na tej paraboli w gérnej
polowie uktadu wspoélrzednych. Znajdz wspolrzedne punktéw C i D, dla ktorych
pole trapezu ABCD jest najwigksze.

4. Trojkaty prostokatne o obwodzie 1 obracamy wokot przeciwprostokatnej. Czy dla
ktorego$ z nich objetoéé¢ otrzymanej bryly bedzie najwieksza? Jedli tak, to znajdz
te najwieksza objetosc.

5.

10.

11.

Korzystajac z reguly de 'Hospitala (lub nie), oblicz granice:

T _ e . . tgxr — 1
(a) lim &——< — % () e

z—0 sinx — 2z z—Z 2sin

e’ —e " -2

(b) lim ————==, (&) lim (Sin"”);,

z—0 Sinx —x

. x—0 x
. sinz—2z ) N
(c) ilg}) T3 1) lim (smx) pe
( )1 z—0 \ T ’
. l+z)z —e
(@ tim ——— () tim (z—o*m (14 2)),
(e) lim (a: — z) tgx, T 2 F
I*’% 2 (n) xli% (6 + I) k)
2.1
. x°sin . 1 1
(®) ZEToo 2z —1" (0) alslg}) (x3 B sin%:)’
(g) lim (7 — 2arctgz)lnz, I ¥ —x
Fotee ) (p) zlinl Inz—z+1’
(h) lim 8%~ 1 (@) lim (2 — )tg (rz/2),
z—Z SinT — cosT 1
- 2 T . © 1\*
-V iy ln(e”+0) (14 2) =)
() tim (@~ Dz, o tim e o) ((142) e

Wyznacz granice w zaleznosci od a > 0.

sin x

2
cosx—l—i—%

2 : : T
(&) xlgg+ x¢ ’ (b) xlgg+ z¢ ’ (c) zlgg+ x®
Niech f(z) =« —sinz, g(x) = 22 + sinz. Znajdz granice 111}_1 @ i wykaz, ze

oo @)
granica lim =
R AC))

nie istnieje.

Oblicz granice
1+ sin(z%) — cos(2?)

=0 (tgz — sinz)(In(1 + arcsinz))

Funkcja f : R — R jest rézniczkowalna, granica lirf f(z) istnieje i jest skon-
r—1T00

czona oraz istnieje granica lim xzf’(z). Udowodnij, ze lim xf'(x) =0.
r—+00 T—+00
Funkcja f : (0,4+00) — R jest rézniczkowalna, a > 0 oraz

i (af () + /(@) =bER.

b
d dnij, ze 1 = —.
Udowodnij, ze m_l)riloof(w) .

Dla danej liczby A > 1 niech f(\) oznacza (jedyne) rozwiazanie réwnania
z(1+Inz) = A. Udowodnij, ze

oy DA

=1.
A—00 A
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Funkcje wypuktle

Niech I C R bedzie przedzialem, potprosta lub prosta. Méwimy, ze funkcja f: I — R
jest wypukla, jezeli dla wszystkich x,y € I i dowolnego A € (0,1) zachodzi nier6wnosé

S =Nz +My) < (1= N)f(z)+ (),

zwana nierownoscig Jensena. Jezeli ta nieréwno$c¢ jest ostra dla dowolnych x,y,t j.w.
to méwimy, ze f jest scisle wypukia. Jezeli nieréwnosé Jensena zachodzi w przeciwng,
strone, to méwimy, ze f jest wklesta.

Uwaga: Funkcja f jest ($cisle) wypukla wtw. gdy —f jest (sci$le) wklesta.

Interpretacja geometryczna. Funkcja f jest Scisle wypukla wtw. gdy kazda cieciwa
laczaca dwa punkty nalezace do wykresu f lezy nad tym wykresem.

Tw. 1. (Nier6wno$é Jensena) Jezeli f : I — R jest wypukla, x1,29,...,2, € I,
t1,ta,...,ty € [0,1] iti+to+...+t, =1, to

f <Ztk$k> < Ztkf(xk)~
k=1 k=1

Stw. 2. Funkcja wypukla f : (a,b) — R jest ciagla.
Lemat. Funkcja f : I — R jest wypukla wtw. gdy dla dowolnych z,c,y € I,z < c <y

zachodzi nieréwnosé
fz) — f(c) < fly) = fle)
Tr—c y—c

W przypadku funkcji Scisle wypuktych nieréwnosé jest ostra.

Tw. 3. Funkcja rézniczkowalna f : (a,b) — R jest wypukla ($ciSle wypukta) wtw.
gdy funkcja f’ jest niemalejaca (SciSle rosnaca). Funkcja f jest wklesla (Scisle wklesta)
wtw. gdy f’ jest nierosnaca ($ciSle malejaca)

Whiosek. Funkcja 2-krotnie rézniczkowalna f : (a,b) — R jest wypukla ($cisle wy-
pukta) wtw. gdy funkcja f7 jest nieujmena (dodatnia); f jest wklesta ($cisle wklesta)
wtw. gdy f” jest niedodatnia (ujemna).

1. Udowodnij, ze funkcja f(z) = 22 jest wypukla.

2. Korzystajac z wypukloéci funkcji f(x) = 2% udowodnij nieréwnoéé Cauchy’ego -
Schwarza.

3. Zbadaj, na jakich przedzialach sg wkleste / wypukle funkcje (a) f(z) = ze®, (b)
sinz, (c) tgz, (d) f(z) =2* =722 + 62 (e) f(z) =2",n €N

4. Jak jest maksymalna liczba przedzialéw wklestosci / wypuklodci wielomianu stop-
nia n?

1 1
5. Wykaz, ze funkcja f(z) =14+ 22 —1In ( +4/1+ 2) jest rosngca i wklesta
x x

10.

11.

12.

13.

14.

na (0, 400)
Uogoblniona nieré6wnos$é Cauchy’ego: Niech aq,qs,...,a, > 01 a1 + as +
...+ a, = 1. Wykaz, ze dla dowolnych liczb dodatnich x1,zs, ..., 2z,

Q2 | [2%)

oa1r1 + aoxy + .. oy, =T T T

Niech a > 11 x1,x2,...,x, > 0. Wykaz, ze

<x1—|—x2+...+xn)a xf+axi+... +al

n

N

n

Udowodnij Nieréwnoéé Younga: Jesli p,q > 1ip~'4+¢~! = 1, to dla dowolnych

xz,y 20
Pyl

p q

Ty <

Udowodnij Nieré6wno$é Héldera: Jeslin € N, p,g > 1ip ! +¢ ' =1, todla
dowolnych x1,...,2n,y1,. .., Yn spelniona jest nieréwnosé

Sa< (Sa2) ()
k=1 k=1 k=1
Oblicz granice prawej strony, gdy p — 4o0.

Stosujac nieréwnos¢ Holdera udowodnij, nieréwnos$¢ Minkowskiego: Jesli
TlyeeesTysYly--Yn ERiIPp =1, to

n : n : n :
(zmw) <<Zw> +(z|yi|p) |
=1 =1 =1

Niech a, b, c,d € R. Wykaz, ze

+ Veaebeced < </(1 +e2) (14 €e?)(1 4 ) (1 + e).

Niech z,y,z € [0, 7]. Wykaz, ze

<1 “te (“g“))g > (1—tga)(1 - tgy)(1 — tg2).

I C R jest przedziatem i funkcja ciagta f : I — R spelnia warunek

(242) < L0110

dla dowolnych z,y € I.

Udowodnij, ze funkcja f jest wypukla.
Funkcja f : (0,400) — R jest wypukla i lil%l+ f(x) = 0. Udowodnij, ze funkcja
xr—

g(x) = ff)

jest rosnaca na (0, +00).
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eV dlag 0,
fla) = ’
0 dla x = 0.
Pochodne wyzszych rzedow Wykaz, ze £ (0) = 0 dla kazdego n € N i f((z) = e/2"P,(1/x) dla z # 0,

Definicja. Zalésmy, 7e T C R jest przedziatem i f : T — R. Pochodna rzedu 0 funkcji gdzie I, jest wielomianem o wspdtezynnikach catkowitych.

f nazywamy sama funkcje f. Mozemy pisa¢ f(©) = f. 4. Wielomiany Hermite’a. Niech f(z) = —2* j{dlan=0,1,2,.

Pochodn.@ rzedu n funkcji f w punkcie @ € I definiujemy jako pochodne funkeji f("—1 H(z) = (71)”612 L f (@), seR
w punkcie a, czyli

F™(a) = (f" V) (a). (a) Wykaz, ze dlan = 0,1,2,... funkcja H, jest wielomianem stopnia n.
Jezeli ta pochodna (jako odp. granica) istnieje, to méwimy, ze funkcja f jest n-krotnie (b) Udowodnij zaleznosé rekurencyjng Hy, 1 (x) = 22H, (x) — 2nH,_1(x).
rozniczkowalna w punkcie a. Jezeli funkcja f jest n-krotnie rézniczkowalna w kaz-
dym punkcie 2 € I, to méwimy, ze jest ona n-krotnie rézniczkowalna (na przedziale
I). Funkcje = — f)(z), (x € I) nazywamy wéwczas n-ta pochodna funkeji f lub P'(c)
pochodna rzedu n funkcji f. P(z) = P(c) + 1

Stw. 1. (Wzér Leibniza) Zalézmy, ze funkcje f, g : I — R sa n-krotnie rézniczko-
walne w punkcie a € I. Wowczas

5. Zalézmy, ze P jest wielomianem stopnia n. Udowodnij, ze dla dowolnych ¢,z € R

P/I(c)
2!

pn) (c)

2
(x—c)*+...+ —

(x —c)+ (x —c)"™.

Wyznacz k-ty wielomian Taylora wielomianu P w punkcie c.

6. Udowodnij, ze dla kazdego € R prawdziwe sa wzory:

n

(fg)(n)(a) — Z (Z) f(k')(a)g(n—k) (a). o (—1)rg2ntt oo (—1)ra2

k=0 ST = 7;) W, cCosT = T;J (2%)!
Tw. 2. (Wzér Taylora z reszta Lagrange’a) Funkcja f : (a,b) — R jest
(n + 1)-krotnie rézniczkowalna na przedziale (a,b) i ¢ € (a,b). Wowczas dla dowol- 7. Wyznacz n-ty wielomian i reszte Taylora w zerze funkcji z zadania 4.
nego € (a,b), istnieje punkt ¢ lezacy pomiedzy ¢ iz, ze 8. Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej > 0 zachodza nieréwnosci
— f®(c) k ForE) +1 1 L o 1
= - — ot I+-2—-2’<Vitaz<l+-a
D T @9t 1) @) (a) 145z —gw TrsiAgr
2 3 4 2 3
" (b)x—%+%—%<ln(1+x}<x—%+%
Uwaga: Wystepujacy w powyzszym wzorze wielomian T, (z) = Y, _, i ,(C)( — )k
nazywamy n-tym wielomianem Taylora funkcji f w punkcie c, funkCJ(g R,(x) = 9. Znajdz przyblizenie wymierne liczby /e z doktadnogcia 1073.
f(x) — T,,(z) nazywamy n-tq resztq Taylora funkcji f w punkcie c. 10. Udowodnij, 7e

Tw. 3. (Wzér Taylora z reszta Peano) Funkcja f : (a,b) — R jest (n — 1)-krotnie 2 — 2 (—1)kt
rézniczkowalna na przedziale (a,b) i n-krotnie rézniczkowalna w punkcie ¢ € (a,b). ne= Z )
Woéwezas dla x € (a,b)

n=1

11. Wykaz, zedlaneNixz >0

Zf(k) —|—7“( ), dzie hmM =0
g r—>('(1’—c) e i(ﬂi i
P k! n

1. Wyzacz funkcje f) () dla (a) f(z) = 2% a 6 ( ) f(z) =In(a + ), a >0, 12. Funkcja f jest rézniczkowalna na przedziale [0,1], f(0) = f(1) = 0 i funkcja f”
(c) f(z) = e, a # 0, (d) f(x) = sin(azx), a # 0, (e) f(z) = log,(x), a > 0, istnieje na przedziale (0,1) i |f”(z)| < A dla kazdego = € (0,1). Udowodnij, ze
(f) f(x) =a", a>0. )

2. Oblicz n-ta pochodna funkcji (a) f(x) = ze®, (b) g(x) = 2? sin(z). If(z)] < = dla z € [0, 1].

2
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Powtdrzenie

e

. Sformutuj i udowodnij tw. Cauchy’ego o wartosci sredniej.

2. Podaj definicje funkcji wypuktej. Sformutuj i dowodnij nieréwnosé Jensena dla
funkeji wypuktych.

3. Zbadaj przebieg zmiennosci funkcji i wyznacz ich ekstrema lokalne oraz kresy.
3
(a) f(z) = (22 —-22) -Inz — §x2 + 4z,

7=
)@=

22 +bxr+3

V1 + 22

f w zaleznosci od parametru b € R.

4. Dana jest funkcja f(z) = . Wyznacz liczbe i rodzaj ekstreméw funkeji

5. Udowodnij nieréwnosci:
1 1
(a) Vi+oz>1+-2—=2% >0,

3 9
(b) <ln(1+ ! < ! >0
2z 4+ 1 . T ,x ’
(c) sin(tgz) >z, z € [0, 17].

vVl +zx
5

3_ 7% : 3 1
(d) = ~ 10 < 3sinz —3xcosx < 2°, x € (0, 5m).

6. Funkcja rézniczkowalna f : (0, +00) — R ma wlasnosé

lim @

r——+00 €T

=0.

Udowodnij, ze istnieje ciag x, — +oo taki, ze f'(z,) — 0.

7. Oblicz granice
Jtgr — 1

(a) lim 5

. b
z—Z 2sin“x — 1

(b) lim (Qarctgx> ,

r——+00 T

2
-1
arctg L
. 2211
(c) lim — et
r—1 €xr — 1

(d) lim (1-— sinx)%,

z—0t

rctgar —1
—_—

(e) lim

x—0 x

8. Oblicz n-ta pochodna funkcji f(x) = (23 + 22)e?®.
9. Udowodnij, ze dla x € R

10.

11.

12.

1 1
In(l+e") <In2+ -z + —a?
n(l+e”) n+2m—|—24x,

Wyznacz przedzialy wklestoéci i wypuklosci funkcji

(@) f) = 1
(b) f(x) =z +sinz

(c) flz) =ze™™
Niech x1,29,...,2, E Ria =21 + 22+ ...+ x,. Udowodnij nier6wnosé
a n
a-arctg— < T - arctgryg.
gn \kzz:l k gLk

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich u, v zachodzi nieréwnosé

3

uv >1 1 U n v
1+ uw” 3\2 14w 140/

Wskazowka: kazda liczba dodatnia jest postaci e”.



Analiza - klasa 4a Zestaw 17. 25.2.2025 Oblicz calki nieoznaczone:

8
8
8
o,
&

1. /(x4 + 223 — 22 — 7) du, 12.

Calka nieoznaczona I /
—duz,

2. 13.

#
=
8
o
8
=8
8

Operacja odwrotna do rézniczkowania funkcji nazywana jest calkowaniem: majac dana
funkcje f szukamy funkcji F' takiej, ze F’ = f. Niestety, w odréznieniu od rézniczko- /cos rdr /sm zde 14
wania, ktére w zasadzie jest czynno$cig mechaniczng, caltkowanie funkcji bywa trudne,
wymaga pomystowosci i nie zawsze jest wykonalne.

yiaga pomy ) Y 4. /(4sin(5x) — 5 cos(4x)) dz, 15.

. /|:c| dz, 16.

Vx| dz, 17.

[V

8
m‘
8
o
K

&

In? z dz,
Definicja. Zatézmy, ze zbior D C R jest suma rozlacznych przedzialéw i dana jest

funkcja f : D — R. Kazda funkcje F' : D — R taka, ze dla kazdego z € D zachodzi
F'(z) = f(x) nazywamy calkq nieoznaczong lub funkcjq pierwotng funkeji f. Piszemy

x) = /f(x)dx

[}

x° sinx dzx,

zcos? zdx,

e
—

\\\\\\\\\\\

7. /ax dz, a > 0, 18. [ z?cos?zdzx,
Najwazniejsze funkcje pierwotne: 1
Ja*dx = 1 29t + C dla a # —1 i kazdego z, dla ktérego okreslona jest funkcja x¢ 8. / 3 _9s da, 19. [ sin”zdz,
Jetda =e” +C [idz=In|z|+C, [coszdz =sinz+C, [sinzdr = —cosx—|—C’ 1
f1+ defarctngrC f\/; z=arcsinz +C, [ —LH—dz =tgz+C, /mdx, 20. [ zarctgzdr,
[ s de=—ctgz+C. 1
Wystepujaca w powyzszych wzorach stata C' jest nazywana stalg calkowania. Jeze- 10. / 1 — 22 dz. 21. [ sinze®dz,
li dziedzina funkcji sktada si¢ z kilku przediatéw roztacznych, na kazdym przedziale
warto$¢ stalej catkowania moze by¢ inna. 11. /lna z dz, a > 0, 22. [ cos(lnz)dz,
Tw. 1. Jezeli I C R jest przedzialem i funkcja f : I — R jest ciagla, to funkcja f ma
funkcje pierwotna. (dowéd pomijamy) 23. Zalézmy, ze I C R jest przedzialem i funkcja f : I — R\ {0} jest rézniczkowalna.
Stw. 2. Jezeli I C R jest przedzialem, f: I — R i F jest funkcjg pierwotng funkcji f, Udowodnij, ze F(x
to F jest funkcja ciagla. =In|f(z)[ + C.
Stw. 3. (liniowos$¢ catki). Jezeli funkcje f,¢g : D — R maja funkcje pierwotne i
a,beR, to Oblicz calki nieoznaczone:
[(er@) + o) ar =a [ @)ae+b [ ga)a 2. [ tgas . [
3+ e”
Stw. 4. (podstawienie liniowe). Jezelia € R\{0},b € Roraz [ f(z)dz = F(z)+C, 25. /ﬁ dz, 28. / ] z,
zlnz

to

26 ” 4 29 / ! d
/fax—l—b ~F(ax+b)+C. /1—3:3 o arccosz - V1 — x2

Tw. 5. (Wzér na calkowanie przez czesci). Jezeli funkcje f,g : A — R sa r6z-

niczkowalne, to
/f@m@Mx:ﬂmmmf/#@w@Mx



Analiza - klasa 4a

Zestaw 18. 27.2.2025

Calka nieoznaczona 11

Funkcje hiperboliczne. Przypomnijmy:

xr —X xr —X
. e’ —e e’ +e
smhx:T, coshr = ———

Fatwo wyprowadzi¢ tozsamosci
cosh?z — sinh?z = 1

cosh(2z) = 2sinh?2 — 1,

sinh(2z) = 2coshz - sinh .

(tzw. jedynka hiperboliczna),

Latwo sprawdzi¢, ze [sinhadx = coshz + C'i [coshzdz = sinhz + C.

Sinus i cosinus hiperboliczny maja funkcje odwrotne:

arsinhy = In (y—|— Vy?+ 1)7 y € R, arcoshy = In (y—|— Vy?— 1), y=>1

oraz

1 1
(arcoshy) = ——, y > 1.

/y2_|_1’ 2 —1

Mamy wiec kolejne wazne funkcje pierwotne:

(arsinhy)’ =

= arsinhx + C, = arcoshz + C.

| 7 | 7=

Tw. o calkowaniu przez podstawienie. Zal6zmy, ze funkcja f jest ciaglta, funkcja
g jest rozniczkowalna i ¢’ jest ciggla, oraz F jest funkcja pierwotng funkcji f. Woéwczas

/ﬂﬂ@%d@ﬁsz@@»+a

Do catkowania funkcji wymiernych przydatne jest twierdzenie:

Tw. o rozkladzie funkcji wymiernej na ultamki proste. Kazda funkcja wymier-
na F jest suma pewnego wielomianu i pewnej liczby utamkéw prostych, czyli funkeji

wymiernych postaci

A Ar+ B

Goap HeERREN G

Mianowniki tych ulamkéw prostych sg dzielnikami mianownika F'.

A, B,aeR,b>0,keN.

1. Oblicz calki, stosujac tw.

(a) /Jve*”162 dz
(b) /xﬂdx
© | wra
@ [ s

(e) [eV®dx
In® 2
f d
0 [~
cos\/x

2. Oblicz calki

o calkowaniu przez podstawienie:
(i) / Va2 = 1da
() / V1+a22dz
dx
k
(k) / coshz’

0 [ 2

dx
(m) /\/x(x—kl)
dz
(1’1) /((ﬂ2+1)3/2’

dzx
© | oo

/ arc sin x dx, / arsinh x dx, / digg
cosh® z

3. Oblicz calki z funkcji wymiernych:

© [ e

@ [

3
x
@ [ wpe




Analiza - klasa 4a Zestaw 19. 11.3.2025

Calka nieoznaczona III

Oblicz calki nieoznaczone:

1. /:rcos xdx, 8. /
smm
2. sin(lnz) d 9. / d.
xlnxln In x)
3. /:Cln 24+ 1) 10. / ..
+x+2
4. /arctg\/idx, 11. /arc sin e®
1
5. /@dw, 19. / +sinz o N
s x 1+COSJ:
3 arccosw
6. —eT dz, 13. / ..
/ \/ﬁ
4
7. /COS\/SEdgg7 14. /J; arctggc
Ve 1+ 22



Analiza - klasa 4a Zestaw 20. 13.3.2025

Calka Newtona

Definicja. Niech a < b i f : [a,b] — R bedzie funkcja ciaglta. Calka Newtona (calka
oznaczona) funkcji f na przedziale [a, b] jest to liczba

b
/ f(x)dz = F(b) - F(a),

gdzie F' oznacza dowolna funkcje pierwotna funkcji f. Ten sam wzér uznajemy za
definicje calki oznaczonej w przypadku a > b.

Stw. 1. (Liniowo$¢ calki Newtona) Jezeli funkcje f,g : [a,b] — R sa ciagle,

b b
a, B eR, to/ (af(m)—i—ﬂg(m))dx:a/ f(x)dm—i—ﬂ/ g(x)dx

Stw. 2. (Wz6r na calkowanie przez czesci) Jezeli funkcje f,g
rézniczkowalne i funkcje f7, g’ sg ciggle, to

b b
/ f(@)g (@) dz = F(B)g(b) — F(a)g(a) — / J(2)g(x) da

Stw. 3. (Wzér na catkowanie przez podstawienie) Niech ¢ : [a,0] — I C R be-
dzie funkcjg rézniczkowalng taka, ze funkcja ¢’ jest ciagla i f : I — R bedzie funkcja
ciaglta. Wowczas

i la,b] — R sa

g(b)
/ Fo(@))g (@) dz = / F(t)dt = F(g(b)) — Flg(a)),
g(a)

gdzie F' oznacza dowolng funkcje pierwotna funkcji f.

Stw. 4. (Monotoniczno$é catki) Jezeli funkcje f, g

[a,b], to /ab f(z)dz > /abg(:r) dz.

: la,b] — R sa ciaglei f > g na
[a, 0] a clag g

Stw. 5. (Tw. o wartosci éredniej dla catek) Jezeli funkcja f : [a,b] — R jest
1 b

ciagla, to dla pewnego £ € (a, b) zachodzi 5 / flx)dx = f(&).
—al,

Tw. 6. (Przyblizanie calki sumami calkowymi) Niech f : [a,b] — R be-

dzie funkcja ciagla, e > 0. Wowczas istnieje § > 0, ze dla dowolnych punktéw
a=x90 < x| < ...< T2 = btakich, ze x; —x;,_1 < ddlai = 1,2,...,n oraz
t; € [xi—1, z;] zachodzi

< E.

(z)dz — Z Ft) (@ —xio1)

Interpretacja geometryczna catki Newtona: Jezeli f : [a,b] —
. b
cja ciagly, to catka [ f(x)

[0, +00) jest funk-
dz jest rowna polu pod wykresem funkcji f.

10.

11.

12.

13.

14.

e s z 2
. Oblicz calki (a) / Inz dz, (b) / zsinzdz, (c) /4 tg2z dz. (d) / we® du.
0 0

1/e —1

™ s 1
2 2
. Znajdz wzory rekurencyjne dla calek / sin” z d, / cos” z du, / (1—2%)"dz.
0 0 0

Funkcja f : [a,b] — R jest ciagla. Udowodnij nieréwnosci

b
2| < / ()] dr.

(b—a 1nff / f(z —a)[sugf,

Funkcja f : [—a,a] — R jest ciagla. Wykaz ze
(a) jesli f jest parzysta, to / dz = 2/ flx

(b) jesli f jest nieparzysta, to f(x) dx = 0.

. Funkcja f: [0,1] — R jest ciagta. Udowodnij réwnosci

a) /072‘ f(sinx)d:z:/oér f(cosz)dz, (b) /07r:13]"(s,111z)dx7r/072r f(sinzx) da.

rsinx

Obli tk —_—
icz ca (@A Ty T

1 1
Udowodnij, ze / 2™ (1l —a)"dx = / 2™(1 —2)"™dz dla m,n € N.
0 0

18 x 18 600"

Funkcja f jest ciagla na pewnym przedziale zawierajacym liczbe a. Udowodnij,

se lim i/a " f(@)dz = f(a).

e—0+ 2¢ J,_.

Oblicz granice (a) lim — / "1 L) a, ) 1 / teos g
1CZ grani m — n — m x —_—
& z—+oo /T [, Vit ' a—0t Sy 12 ’

1

. —¢2 a2 . v t2 @2
(c) mll}r_{loo </0 e dt) , (d) EETOO (/0 e dt) .

Udovvodnij nastepujace uogdlnienie tw. o wartosci $redniej dla calek: Funkcje
fy9 : [a,b] — R sa ciagle i g nie zmienia znaku. Wéwczas istnieje & € (a,b)

takie, ze/ f(x)g(z)dz = f(&) /bg(a:)dx.

17 !si 71
Udowodnij nieréwnosé — < / e dr < —+ —
0

tb
Niech 0 <a <bi f:[0,b] — R jest ciagla. Wyznacz lim+ f=) d
t—0 ta X
2?2
WyprowadZ wzor na pole elipsy o réwnaniu — + =i 1.
a

n n

1 1
Oblicz granice (a) im ; A (b) nlgrgon; nZ+ k2




Analiza - klasa 4a Zestaw 21. 25.3.2025

Calka Newtona i Riemanna

Definicja. Podzialem P przedzialu [a,b] nazwiemy kazdy skofczony ciag punktéw
(zo,21,...,Zn) taki, ze a = 9 < 1 < ... < ®,, = b. Przyjmujemy oznaczenie
Ax; = x; —x;—1 dla i = 1,2,...,n. Zbiér wszystkich podzialéw odcinka [a,b] be-
dziemy oznaczaé P.

Definicja (sumy Riemanna). Niech f : [a,0] — R bedzie funkcja ograniczona,
P = (zg,...x,) € P — ustalonym podzialem odcinka [a, b]. Sumy

n n

UP f)=Y_ swp f-Az;, L f)=> inf f-Ax

i=1 [-’Mﬂ—hfﬂi] i=1 [xifl’x'i]
nazywamy odpowiedni dolng i gérng sumg Riemanna funkcji f dla podzialu P.

Definicja (gérna i dolna catka Riemanna). Dla funkcji ograniczonej f : [a,b] — R
liczby

nazywamy odpowiednio gdrng i dolng calke Riemanna funkcji f na odcinku [a, b].

Definica (funkcje calkowalne w sensie Riemanna). Jesli funkcja f : [a,b] — R
jest ograniczona i Iy (f) = IL(f), to méwimy, ze funkcja f jest calkowalna w sensie
Riemanna na przedziale [a,b] i definiujemy wéwezas

b
/ f(x)de = L(f) = G(f).

Tak zdefinowana liczbe nazywamy calkg Riemanna funkcji f na przedziale [a, b].

Stw. 1. Funkcja ograniczona f : [a,b] — R jest calkowalna w sensie Riemanna wtedy
i tylko wtedy, gdy dla kazdego ¢ > 0 istnieje podzial P € P taki, ze

UP,f)— L(P, f) < e.

Tw. 2. Kazda funkcja ciagta f : [a,b] — R jest calkowalna w sensie Riemanna. Jej
calki Newtona i Riemanna na przedziale [a,b] sa réwne.

1. Oblicz granice

o de
lim n3/ T

2. Udowodnij catkowa nieréwno$é Holdera. Funkcje f, g : [a,b] — R sa ciagle,

< (/abmx)p); : (/ab|g<x>|q>é.

1 1
p,q>01i— 4+ — =1. Wowczas
p

q
b
/ f(2)g(x) da

. Funkcja f : [a,b] — R jest ciaglta. Wykaz, ze

b !
lim ( / If(x)lpdx) — sup /.
p—00 a [a,b]

. Udowodnij wzér Wallisa:

o= ()

. Udowodnij wzér Stirlinga:

n!
1i - =1.
ntoo (272

. Powiemy, ze podzial P’ € P jest zageszczeniem podzialu P € P, jezeli podzial P’

powstaje z P przez dolozenie skonczenie wielu punktow. Wykaz, ze

L(P.f)<L(P'. f) 1 UWP.f) <UD ).

. Funkcja f : [a,b] — R jest ograniczona. Udowodnij, ze

IL(f) < Iu(¥).

. Funkcja f : [a,b] — R jest monotoniczna. Udowodnij, ze f jest calkowalna w

sensie Riemanna.



Analiza - klasa 4a Zestaw 22. 10.4.2024

1. Oblicz catki niewlasciwe, lub wykaz, Ze sg rozbiezne.

. . s, o —+o0 “+o00 .
Calki niewlasciwe (a) / e du, (f) / ISI;HEI dr,
0 0

Definicja. Funkcja f : [a, +00) — R jest ciagta. Jezeli istnieje skoficzona granica () /+°° e dz, s> 0
0

1
(g) / In z dz,
Yy —+o0 0
i, [ oo =1 (2) © [

1
+oo (h) / " °dx, s > 0.
(d) sinz dz, 0
0

to I nazywamy calkq niewlasciwg z funkcji f na przedziale [a, +00) i oznaczamy

400 /2
+00 (e)/ arctgz dx, (1)/ tga da.
I:/ f(z)da. 0 0

2. (Catlka Dirichleta) Wykaz, ze calka niewlasciwa

Méwimy wtedy, ze catka niewlasciwa f;oo f(x)da jest zbiezna. Jezeli granica (A) nie

oo sing
istnieje lub wynosi +o00, to méwimy, ze ta catka jest rozbiezna. /
0 x

Analogicznie definiujemy catki niewlasciwe [?_ f(z)dz (dla f : (—o0,a] — R),
[P f()da (dla f : (a,b] = R Iub f : [a,b) — R). jest zbiezna.

Stw. (Warunek Cauchy’ego zbieznosci calek niewladciwych) Calka niewlasci- 3. Udowodnij, ze

“+oo
wa / f(z) dx jest zbiezna wtedy i tylko wtedy, gdy 1) =1, I(x+1)=2al(x) dla z > 0, I'(n)=(n—-1)!dlane€N.
a

/Cdf(x)dx

Stw. (Kryterium poréwnawcze zbieznos$ci calek niewlasciwych) Funkcje
fyg:[a,+00) — [0,+00) sa ciagle i istnieja stale b > a, C > 0 takie, ze

4. Wykaz, ze funkcja In(I'(z)), > 0, jest wypukia.

va>0 El M>a vd>c>M

< €. 5. Wykaz, ze dla kazdego = > 0

x

[(z) = lim nt-n
S noco (z4n)(z+n—1)...(z+ 1)z’
6. Wykaz, ze I'(1) = /7.

C-flz)> g(x) dla > b, 7. (Catka Poissona) Wykaz, ze

+oo R
—a _
Wéwczas / e”" dax = /T

+o0 +o0 —o0
(i) Jesli catka / f(z)dz jest zbiezna, to catka / g(x) dx jest zbiezna.

a a

+oo
(i) Jesli catka /

a

+oo
g(z) dz jest rozbiezna, to calka / f(x) dx jest rozbiezna.
a

Definicja (Funkcja I' Eulera). Dla z > 0

+oo
I(z) = / t* et dt.
0



Analiza - klasa 1a Zestaw 1. 7.9.2021

Kilka zadan na dobry poczatek

Umawiamy sie, ze liczby naturalne to 1,2,3,4, . ... Zbiér wszystkich liczb naturalnych
oznaczamy N.

1. Liczby a i b sa naturalne. Ktéra z liczb jest wieksza, a® - b° czy a® - b?

2. Liczbe naturalng n zapisano w pozycyjnym systemie liczbowym o podstawie a
jako 111. Udowodnij, ze n nie jest kwadratem liczby naturalnej.

3. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n utamek

1n : :
Tin+3 jest nieskracalny.
4. Kazda osoba na $wiecie uscisneta dlon pewnej liczbie innych oséb. Udowodnij, ze
liczba 0s6b, ktére uécisnety dton nieparzystej liczbie osob, jest parzysta.

5. W pewnej grupie dziewczat i chlopcow kazda dziewczynka zna n chtopcéw i kazdy
chlopiec zna n dziewczat, liczba n jest naturalna. Udowodnij, ze w grupie jest ta
sama liczba chlopcow i dziewczat.

6. 200 oséb posadzono w 10 rzedach, po 20 w kazdym rzedzie. Z kazdej z tak utwo-
rzonych 20 kolumn wybrano najnizsza osobe i z tych wybranych 20 os6b wybrano
najwyzsza i dano jej do potrzymania niebieski balonik.

Nastepnie, wybrano najwyzsza osobe z kazdego rzedu i z tych 10 oséb wybrano
najnizsza i dano jej do potrzymania czerwony balonik.

Okazalo sig, ze te dwie wybrane osoby sa réznego wzrostu. Ktéra z nich jest
wyzsza?

7. Udowodnij, ze jezeli
a b c

b+c+c+a+a+b:

?

to
a? b2 2
+ + =
b+c c+a a+bd
8. Pokaz, ze
9 < 1 n 1 n 1 L n 1 < 1
100 102 112 122 77 1002 10°



Analiza - klasa 1a Zestaw 2. 8.9.2021

Elementy logiki

Zmienna logiczna moze przyjmowaé¢ wartosé¢ prawda (1) lub falsz (0).

Wiyrazenie logiczne sktada si¢ ze zmiennych logicznych i operacji logicznych przed-
stawionych w tabelce ponizej. Wyrazenie logiczne réwniez moze przyjmowaé wartosé
prawda lub falsz, w zaleznosci od wartosci zmiennych logicznych, ktére w nim wyste-
puja.

Operacje logiczne:

negacja | koniunkcja | alternatywa | implikacja | rOGwnowaznos§é
nie p piq p lub q z p wynika q p wtw., gdy q
P4 ~p PAQ pVyg p = q P = ¢
111 0 1 1 1 1
110 0 0 1 0 0
011 1 0 1 1 0
010 1 0 0 1 1

Kolejno$¢ wykonywania operacji w wyrazeniach zlozonych jest taka jak kolejnosé od-
powiednich kolumn w tabelce. Kolejno$é operacji mozna zmieni¢ wstawiajac w odpo-
wiednich miejscach nawiasy. Nawiaséw mozna takze uzywac, aby poprawi¢ czytelnosé
wyrazen. Nawiaséw nalezy uzy¢ w wyrazeniach niejednoznacznych z implikacja postaci
(= ¢ = nrnp = (¢ = r)itp.

Tautologia nazywamy wyrazenie logiczne, ktére przyjmuje wartos¢ prawda niezalez-
nie od wartosci wystepujacych w nim zmiennych logicznych. Przyktady tautologii to

e prawo podwdjnego przeczenia: ~ (~p) < p,

e prawa przemiennosci alternatywy: (pV q) < (qV p),

1. Sporzadz tabelke wartosci dla wyrazen logicznych
@pAle = @ = ¢ O (Pr)V(~D) = a
2. Ktére z dwuargumentowych operacji logicznych sa (a) przemienne, (b) laczne?

3. Wykaz, ze koniunkcja jest rozdzielna wzgledem alternatywy i alternatywa jest
rozdzielna wzgledem koniunkcji.

4. Sprawdz, ze nastepujace wyrazenia logiczne sa tautologiami:
(a) Prawo wylgczonego $rodka: pV ~ p,
(b) Pierwsze prawo de Morgana: ~ (p A q) <= ((~p)V (~q)),
(¢) Drugie prawo de Morgana: ~ (pV q) < ((~p) A (~ q)),
(d) Prawo przechodnosci implikacji: ((p = QAN (g = r)) = (p = ).

5. Ktére dwuargumentowe operacje logiczne, poza implikacja, sa przechodnie?

6. Zapisz alternatywe, implikacje i réwnowazno$¢ tylko za pomoca koniunkcji i ne-

10.

11.

12.

13.

14.

gacji.

Udowodnij, ze implikacji nie da sie zapisaé¢ tylko za pomoca alternatywy i ko-
niunkcji.

Zapisz zaprzeczenia ponizszych zdan dotyczacych liczby catkowitej a:

(a) —10 < a <2019, (b) |a] <50, (c)3|aV5ta, (d)z=10Vz>>5.

W 100-kartkowym zeszycie na 1. kartce jest napisane zdanie W tym zeszycie do-
ktadnie 1 zdanie jest falszywe., na 2. kartce jest napisane zdanie W tym zeszycie
dokladnie 2 zdanie sq falszywe., itd, az do ostatniej kartki, na ktérej jest napisane
zdanie W tym zeszycie dokladnie 100 zdan jest falszywych. Czy wérdd tych zdan
sa zdania prawdziwe. Jesl tak, to ktére? (Zakladamy, ze w zeszycie nie zapisano
zadnych innych zdan).

Na wyspie mieszkaja tylko rycerze i oszusci. Rycerze zawsze moéwia prawde, oszu-
Sci zawsze ktamia. Podréznik napotkal trzech mieszkancéw wysypy i dwoch z nich
zapytal, ilu rycerzy mu towarzyszy. Pierwszy odpowiedzial, ze ani jeden, drugi, ze
tylko jeden. Ktéry z napotkanych mieszkancéw jest rycerzem, a ktéry oszustem?

W sadowej sprawie o kradziez konia jest 3 podejrzanych: A, B i C. Wiadomo, ze
dokltadnie jeden z nich ukradl konia. B zeznal, ze konia ukradt C. Zeznan A i C
nie znamy. Ustalono jednak, ze tylko jeden z podejrzanych zeznal prawde i ze to
on ukradl konia. Kto ukradt konia?

Agent Tajny ma dwoéch informatorow. Kazdy informator albo zawsze ktamie, albo
zawsze méwi prawde. Kazdemu z informatoréw Agent Tajny zadal dwa pytania:
(1) Czy ten drugi informator jest klamcq? i (2) Czy, jesli ty jestes klamcq, to dru-
gt informator nie jest klamcg? Czy na podstawie uzyskanych odpowiedzi Agent
Tajny moze stwierdzié¢, ktéry z informatoréw méwi prawde, a ktéry klamie? (Jest
mozliwe, ze obaj klamia lub obaj méwia prawde.)
Sporzadz tabelki wartosci ponizszych wyrazen logicznych. Ktore z tych wyrazen
sa tautologiami?

(@) (PAQ V(e = p)

b) (0 = Al = 1) = ( = 1),

)(p\/q /\r) = ( AT) q/\r))

@@= (@@=r)=(E=2q9=r),

O liczbach a, b, ¢, d, e wiadomo, ze

(i) (e>a) = ((e>b)\/(e<c)),
(i) (e<b) = (e <d),
(iii) ((e<d)A(e>a)) = (e>c),
(iv) ((e<d)A(e<b) = (e>a).

Ktéra z liczb jest wigksza: e czy b7



Analiza - klasa 1a Zestaw 3. 15.9.2021

Zbiory i kwantyfikatory

Suma zbioréw: A U B, przeciecie (cze$¢ wspélna, iloczyn) zbioréw: A N B, réznica
zbioréw: A\ B.

Zbiér pusty oznaczamy ().

Zapis € A odczytujemy jako x jest elementem (nalezy do) zbioru A, x ¢ A jako x
nie jest elementem (nie nalezy do) zbioru A.

Jesli A i B to zbiory, to zapis A C B oznacza, ze A jest podzbiorem B

Dopelnienie zbioru Jezeli A C , to zbiér A’ = Q\ A nazywamy dopelnieniem
zbioru A (w zbiorze ). Na przyklad, dopelnieniem zbioru liczb wymiernych w zbiorze
liczb rzeczywistych jest zbidr liczb niewymiernych.

Zachodzi réwnowaznos¢ A C B < B’ C A'.
Réznica symetryczna zbioréw: AAB = (A\ B)U(B\ A)=(AUB)\ (AN B).

1. Zapisz réznice symetryczna AAB dwoch zbioréw A, B C ) za pomoca operacji
dopelnienia, sumy i przeciecia zbioréw.

2. Udowodnij prawa de Morgana dla podzbioréw A, B,C C Q:
(a) (AuBUC) =A'NB'NnC’, (b) (ANBNC) =AUB UC'.

3. Niech A, B C ). Zaznacz na diagramie Venna
(a) zbidér elementéw x € Q, dla ktérych prawdziwe jest zdanie x € A = x € B
(b) zbiér elementéw x € Q, dla ktérych prawdziwe jest zdanie x € A < z € B

4. A, B, C oznaczaja zbiory. Udowodnij nastepujace zwiazki:
(a) AA(BAC) = (AAB)AC,

(b) ANB =0 < AUB = AAB,
(¢c) AN(BAC) = (ANB)A(ANC)

(d) AUB=AABA(ANB),
(e) A\ B =AA(ANB),
(f) AAC C (AAB)U(BAC)

5. A, B, C to zbiory. Ktory zbidr jest wigkszy: AU (BAC) czy (AU B)A(AUC)?
6. A, B,C, D, E to zbiory. Wykaz, ze AAE C (AAB)U(BAC)U(CAD)U(DAE).
7. A, B,C, D to zbiory. Czy jest prawda, ze

(a) (A\B)AB\C)A(C\ A) = (B\ A)A(A\ C)A(C\ B),

(b) (A\NB)A(B\C)A(C\D)A(D\A) = (BN A)A(C\ B)A(D\ C)A(A\ D)?

e N=1{1,2,3,...} — zbiér liczb naturalnych,
o Z={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} — zbiér liczb catkowitych,

e Q - zbiér liczb wymiernych,

e R - zbiér liczb rzeczywistych

Ponadto, spotyka si¢ oznaczenia:

e 7, — zbidr liczb caltkowitych nieujemnych,
e 7_ — zbiér liczb caltkowitych niedodatnich.
Podobnie definiuje sie Q4+, Q_, R4, R_.

Kwantyfikator ogdlny. Zdania postaci Dia kazdego x ze zbioru X zachodzi p(x), np:
(a) Dla kazdej liczby nauturalnej x prawdziwa jest nieréwnosé x > 1,
(b) Dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi x =0 lub x < 0 lub x > 0
mozna zapisaé¢ jako

(a) Veewz>1, b) Veer (z=0Vz<0Vaz>0).
Y nazywamy kwantyfikatorem ogélnym.

Kwantyfikator szczegdlowy. Zdania postaci Istnieje x ze zbioru X, dla ktdrego za-
chodzi p(z), np:

(a) Istnieje liczba naturalna x taka, ze x > 2020,

(b) Istnieje liczba rzeczywista v taka, ze x* = 2

mozna zapisaé¢ jako
(a) daen x> 2020, (b) daera®=2.

= nazywamy kwantyfikatorem szczegolowym.

Jezeli dwa kwantyfikatory ogdlne lub dwa kwantyfikatory szczegdlowe wystepuja jeden
po drugim, mozna zmienié¢ ich kolejnosé, np.

Vier Vaen (>1 = 2">1) < VoenVeer (@ >1 = 2" >1)

E]xeR ElneN (#2=n+1Az>n) < ElneN ElxeR (2 =n+1Az>n).

Nie mozna zmienié¢ kolejnosci kwantyfikatora ogdlngo i szczegdlnego. Ponizsze dwa

zdania nie sg réwnowazne:
(1) VQTER 3 neN T < 1n, (11) 3 neN vme]R T <n.

Zawsze prawdziwa jest jednak implikacja:

(3 ex Vyey pla, y)) = (\V/er Jex pla, y))
Na przyktad:

(El z€N \V/y>1 ¥ > x) = (\v’y>1 = ven 42 > z) .

Prawa de Morgana: Jezeli Q jest zbiorem, a p(x) to zdanie logiczne, ktérego wartosé
zalezy od elementu x € (2, to

() ~ (Vecar(@) <= Juca ~p@), () ~ (Fecap@) = Viea ~p().




8.

11.

12.

Zapisz zaprzeczenia ponizszych zdan z kwantyfikatorami.
(a) vneN 2| n*+n’

(b) dpen n™ = 16777216

(€) Voer Jnenz #0 = 2?>n
(d) HIeRvnezx>0/\x<n2—n+2—10

(€) Tnen Vaso Jren V@ <n

(f) vkeN = >0 vneZ+ (n+ ﬁ)k > xn

(8) Jgeq Vaoer Viezg=2k = g=2Vg=n

Czy potrafisz rozstrzygnaé czy prawdziwe jest zdanie, czy jego zaprzeczenie?

. Zapisz za pomoca kwantyfikatorow i dziatan logicznych definicje liczby pierwsze;.
10.

Ay, As, ..., A, sa podzbiorami zbioru €. Stosujac rachunek zdan i kwantyfikatory
udowodnij prawa de Morgana dla zbioréw:

(i) (ALUAU...UA,) =A1nALn...NnA,
(ii) (A1NAan...NA,) =A4A1UA,U...UA,

Dane sa zbiory A, As,..., A, i By,Bs,...,B,, przy czym B, C Byyp dla
k=1,2,...,n — 1. Udowodnij, ze

(A1AB) N (A2ABy) N ...N(AAB,) C(A1NAsN...NA,AB,.
Dane sa zbiory Aj, As, ..., A, takie, ze A C A; dla k =2,3,...,n. Udowodnij,

ze

Ay = (A1 \ A2) U (A1 \ A3)U...U (A1 \ 4,) U A,.



Analiza - klasa la Zestaw 4. 5.10.2021 6. Uprosé sumy

1 1 1

a + o

()ﬁ+ﬂ V243 Vn+y/n+1
Wzory skréconego mnozenia b —— L 1

VI+V3  V2+ V4 Vn+vnt2

Prawdziwe sa nastepujace tozsamosci: © 1 1 N 1 1 - (—1)n+1

c — — Y

s ) ) V2-V1 o VB3-v2 VA-V3 V-4 vn+1l-yn
(a+b)*=a*+2ab+b Wzér na kwadrat sumy, 1 1
. feo s d + + +...+ .
(a—b)* =a*—2ab+b? Wzér na kwadrat réznicy, (d) 2V14+1-vV2 3v2+2V3 4V3+3V4 (n+1)v/n+nyn+1
(a+b)(a—b) = a® — b? Wz6r na réznice kwadratow. 7. Rozwiaz réwnania
1
oraz (@) 2%+ (y = 1)+ (& -y)* = 5,
(a+b4c)? =a® +b* +c +2(ab + be + ca) (b) 2% — 3y? + 22y = 2(z — y),

(c) y* + 22t + 1 = 4a22y.
ngsnoéci liczb rzeczywistych, ktére warto pamietaé: Dla dowolnych liczb rze- 8. Znajdz wszystkie liczby rzeczywiste ,y, z, dla ktérych zachodzi réwnosé
czywistych a, b

2_,2 .2, 2
(i) a-b =0 wtedy i tylko wtedy, gdy a = 0 lub b = 0. (@ —y+2)" =27 -y +2%
(i) a® + 0% = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy a =01 b= 0. 9. Wyznacz rozwiazania ukladu réwnan w liczbach catkowitych z, vy, z
r+y=2
1. Za pomoca wzoréw na kwadrat sumy lub réznicy oblicz (w pamieci) 192, 522, xy— 22 =1

1952, 1072, 9992
10. Rozwiaz uklad réwnan

2. Za pomoca wzoru na réznice kwadratéw oblicz iloczyny 18 - 22, 53 - 47, 495 - 505. {IQ 1 2y% — 29z = 100
2 _
3. Rozwiaz réwnania 2zy — 2% =100
11. Rozwiaz uktad réwnan
(a) 22 =22 =3 ry+xz=8—12
(b) 22+ =2; ry+yz =12 —y?
yz+ 2w = —4— 2°
(c) 22 +1=um;
12. Wyznacz wszystkie trojki x, y, z liczb rzeczywistych spelniajacych rownanie
(d) 422 — 22 =3

VI+y—14+Vz— :%.

4. Wyznacz wszystkie liczby pierwsze postaci k2" — 1, gdzie k,n € N.
13. Roztéz na czynniki wyrazenia: (a) a*+4b%, (b) a®—16b8, (c) a'?—4b'2+4a8b*—a*b8

5. (a) Kazda z liczb catkowitych a, b jest suma dwdch kwadratéw liczb catkowitych. 14. Uprosé sumy
Wykaz, ze liczba a - b tez jest suma dwoch kwadratéw liczb catkowitych. n Ak nop2_ 1
@ > b)) T
(b) Kazda z liczb catkowitych a, b jest réznica kwadratéw liczb catkowitych. Czy ; 4kt +1 ,; k* + i

liczba a - b tez jest roznica kwadratéw liczb catkowitych?
15. Udowodnij, ze kazda liczba naturalna postaci a* 4+ 3, gdzie a € Ni a > 1, jest

(c¢) Ktore liczby naturalne sa réznicami kwadratéw dwéch liczb catkowitych? sumy trzech kwadratéow liczb naturalnych.



Analiza - klasa 1a Zestaw 5.

13.10.2021

Nieréwnosci

Ponizej a, b, ¢, d oznaczaja liczby rzeczywiste.
(1) jeSlia<bib<c toa<c

(2) jeSlia<b toa+c<b+cia—c<b—g

b
(3) jeélia<bic>0,t0ac<bci2<7;
c ¢

(4) jeélia<bic<0,t0ac>bci%>g;
(5) jeSlia<bic<d,toat+c<b+d
UWAGA: Nie jest prawda, ze jeSlia<bic<d,toa—c<b—d!!!
(6) jesli0<a<bil<c<d, toac<bd;
(7) jeflioO<a<biec<d<0,toad> b

b
UWAGA: Nie jest prawda, ze jeSli a < bic<d, to % < p m
- 1 1
8) jeslia>b>0,to - < —;
a b

—~~

9) jedli a # 0, to a® > 0;
(10) jedlia > 0,b>01ia? > b% to a > b;
(11) jedlia > 0,b > 01iv/a > Vb, to a > b.

1. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b spelnione sa nieréwnosci:

2402 b 2
max(a, b) > a ;— > a—2|— > Vab > ! > min(a, b).
b

Q|-

Kiedy kazda z tych nieréwnosci staje sie réwnoscia?
1
2. Niech x > 0. Wykaz, ze x + — > 2. Kiedy zachodzi réwnoéc¢?
x
3. Wykaz, ze dla liczb nieujemnych a, b, c spetniona jest nieréwnosé

(a+b)(b+c)(c+ a) > 8abe.

4. Liczby a1, a9, ...,a, sa dodatnie i ich iloczyn jest réwny 1. Wykaz, ze

(I+a)(1+a2)...(1+a,)>2".

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Udowodnij nierowno$¢ miedzy srednimi arytmetyczna i geometryczna czterech
liczb dodatnich a, b, ¢, d:

W > vabed.

Niech n bedzie liczba naturalna. Ktéra z liczb jest wicksza: /n + vn + 2 czy
2vn+17
Liczby rzeczywiste a, b, ¢, d spelniaja nieréwnosci
a+b+c<3d, b+c+d<3a, c+d+a<3b, d+a+b<3ec
Wykaz, ze a =b=c=d.
Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ spelniona jest nieréwnosé
a? + 0%+ > ab+ be+ ca.
Liczby a, b, c sa rzeczywiste. Udowodnij, ze wéréd trzech liczb a — b2, b—c?, ¢ — a?
przynajmniej jedna jest mniejsza lub réwna %.
Zatézmy, ze 0 < a1,aq,...,a, < 1. Udowodnij, ze

1
a1a2...an<2—n lub (17a1)(1—a2)...(17an)<ﬁ.

Ktoéra z pieciu liczb a, b, ¢, d, e jest najmniejsza, a ktéra najwieksza, jesli spetniaja
one nieréwnosci

a+b<c+d, b+ec<d+e, c+d<e+a, d+e<a+bd.

Wykaz, ze dla liczb dodatnich a,b prawdziwe sg nieréwnosci

(a) (i +3b) (2 —|—3a> <‘Z + Z) >24,  (b) (a+b)~@> avb+by/a.

Zatézmy, ze a,b > 0. Udowodnij nieréwnosci
a+b < ° b < 2(a+0) .
l4a+b 14a 14+b 24a+0d

Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢, d zachodzi nieréw-
nosé
ab+ ad + be + cd ab n cd
a+b+c+d T a+b  c+d

Agent Tajny ptywa w érodku kwadratowego basenu, Wrogi Agent stoi w jednym
z rogéw. Wrogi Agent nie umie ptywaé, ale biega 4 razy szybciej niz Agent Tajny
plywa. Agent Tajny biega szybciej niz Wrogi Agent. Czy Agent Tajny moze uciec
Wrogiemu Agentowi?

Samochody A i B jada po okreznej trasie, ktérej 1/4 dlugosci przebiega w miescie.
Szybko$¢ A w miescie wynosi 2v, a poza miastem 9v/4. Szybko$¢ B w miescie
wynosi v a poza miastem 3v. Samochody razem wjezdzaja do miasta. Ktory z
nich i po jakim czasie minie drugiego, jezeli dlugo$é miejskiej drogi wynosi s?



Analiza - klasa 1la Zestaw 6. 20.10.2021 7. Wyznacz wszystkie trdjki liczb rzeczywistych x, y, z spelniajace uktad rownan

{2y2+4z2—4yz+2y—|—1:0

, . 2 _ .2
Powtodrzenie 3:2-624+3=2z

8. Dane sg liczby dodatnie a, b, ¢, d takie, ze

1. Czy ponizsze zdanie logiczne jest tautologia? atb<ecetd i ate<brd

((pva) = (aAr) <= ((vpA~a)VaAr). Udowodnij, ze

Uzasadnij odpowiedz. a-(a+b+c)<d-(b+c+d).
2. W trakcie kolejnej mis.ji Agent Tajny (A;T:) ma 3 informatorow. Kazldy inforrr,la— 9. Liczby z,v, z sa dodatnie. Udowodnij nieréwnosé
tor albo zawsze klamie, albo zawsze méwi prawde. Informatorzy wiedza, ktéry
z nich klamie, a ktéry méwi prawde. Kazdemu informatorowi A.T. zadat dwa (x4 y)(y +2) <2 + 2% + 22
pytania:
1. Czy ktorys z pozostalych informatorow klamie wtedy i tylko wtedy, gdy ty mo- 10. Udowodnij, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych a, b, ¢ prawdziwa jest
wisz prawde? nieréwnoscé
2. Czy, jesli ktamiesz, to ktérys z pozostalych informatoréw méwi prawde? a® + 0% + ¢ > Vabe(Va + Vb + Ve).

Czy na podstawie otrzymanych odpowiedzi A.T. moze stwierdzi¢, ktéry informa-
tor méwi prawde, a ktéry klamie?

3. Zapisz zaprzeczenie ponizszego zdania i rozstrzygnij, czy prawdziwe jest zdanie,
czy jego zaprzeczenie.
3 £€R\ {0} VyeR El 2er (2y <0) V(x4 2 > y).
4. Dane sg zbiory A, B, C, D. Udowodnij, ze zbi6r
X =(AA(BUCUD))N(BA(CUDUA))N (CA(DUAUB))

sklada sie z tych elementow, ktore naleza do dokladnie jednego ze zbioréw
A, B,C,D.

5. Dla danej liczby naturalnej n niech A,, oznacza zbiér wszystkich liczb naturalnych
wiekszych od n.

(a) Udowodnij, ze jesli k,I,m € N, to
(m e App A (AR \A)) <= (m>k+1)V(k<m<I)).
(b) Rozstrzygnij, czy prawdziwe jest zdanie, czy jego zaprzeczenie:
Vien Jien Vinew m € Api & (A \ A)).

6. Rozwiaz uklad réwnan
(x+y) z+2*=-3
(y+2)-z+32=0
(z+z) y+2>=3
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Wzory dla trzecich poteg

Dla dowolnych liczb a,b

e (a+0b)®=a®+3a?b+ 3ab® + b?,

(a —b)? = a® — 3a%b + 3ab? — b3,

a® — b3 = (a—b)(a® + ab+ b?),

a® + b3 = (a+b)(a® — ab+ b?),

a’ + b3 + ¢ — 3abc = (a + b+ c)(a® + b% + ¢ — ab — bc — ca).

1. Rozwin potegi:

(a) <2x + %)3; (¢) (¢y —2%)%

1 3
N y (e) <x—1+x>.
(b) <3a+2b>; (d) (x—m>;

2. Przedstaw wyrazenie w postaci szeScianu sumy lub réznicy dwéch wyrazen:

(a) 8a® + 12a2%b + 6ab® + b?; (c) éxfs _ g$2y + 6y — 8y
3 3 1 1
3 ) 6 3
‘- . 1 . s, L o 1. 4 1
3. Zalézmy, ze ¢+ — = 3. Oblicz z° + —, 2° + —i2° + —.
x 3 x5 x9
. . 1 . s 1. 45 1
4. Zalézmy, ze * — — = —2. Oblicz z° — — 12° — —.
x x x
5. Znajdz wszystkie liczby pierwsze, ktére sa sumami dwoch szescianéw liczb natu-

ralnych.

6. Zalézmy, ze x +y = a i zy = b. Wyraz za pomoca a i b wartodci wyrazen (gdy
trzeba, zakltadamy, ze  # 01y # 0):

1 1

-4 = 4
r y

Z‘2+y2, $3+y37 |l‘—y|, ‘xB_y3‘7 .’L‘4+y .
7. Zaltozmy, ze x +y + 2 = a, vy + yz + zx = b, xyz = c. Wyraz poprzez a,b,c
wartod$ci wyrazen

(a) 2% +y* + 2%,
111
+-+

(d) (@ +y)(y+2)(z+ ),
() w22 +y222 + 2222,

(f) (z+y—2)(y+2z—2)(z+z—y).

8.

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Wykaz, ze nie istnieje trojka liczb rzeczywistych a, b, ¢ takich, ze
a+b+c=4, ab+bc+ca=2, oraz abc=1.
Roz16z na czynniki wyrazenia

(¢) a®+b® + 3ab — 1;
@) (=)’ +@y—2)°+(z—2)%

(a) 2 —ay? + 2%y — y%;
(b) 2® +ay® — 2%y —

(e) (a+2b—3c)®+ (b+2c—3a)® + (c+ 2b— 3a)3;
f) (x4+y+223—(y+tz—2)P—(z+x—y)>—(z+y—2)>

Niech a,b,c € R. Wykaz, ze Va —b+ v/b—c+ /c— a # 0 wtedy i tylko wtedy,
gdy liczby a, b, ¢ sa parami rézne.

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 liczba n'? + 64 jest iloczynem
czterech réznych liczb naturalnych wieszych od 1.

Liczby catkowite k, [, m spelniaja réwnoscé
(k=024 (1 —m)*+ (m —k)* = klm.

Wykaz, ze liczba k2 + I3 + m? jest podzielna przez k + 1 + m + 6.

Udowodnij nieréwnoéci miedzy Srednia arytmetyczna, geometryczna i harmonicz-
ng trzech liczb dodatnich z,y, z:

z+y+z s 3
—3 > Jxyz > T 1 1
T Yy z
Kiedy te nieréwnosci stajg sie rownosciami?
Liczby a, b, ¢ sa dodatnie. Udowodnij, ze
a b ¢
—+-+-2>3.
b ¢ a
Zatézmy, ze x,y,z > 0. Udowodnij, ze
1 1 1
(z+y+2) (++) > 9.
x Yy =z

Zatézmy, ze a, b, ¢ > 0. Udowodnij nieréwnos¢

a+b+c 3>a+b b+c c+a
3 -2 2 2



17.

18.

19.

20.

Niech a, b, ¢ > 0. Udowodnij, ze

a® b A
— + —+ — > ab+ be + ca.
b c a

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb nieujemnych a, b, ¢ prawdziwa jest nieréwnosé

sfla® + b3+ 3 - a+b+c
3 - 3

Liczby dodatnie z,y, z spelniaja warunek x + y + z = 1. Wykaz, ze

4 1 1 1
0 > 14+—=)-(1+—-)-{14+-) > 64
2Txyz T Y “

Liczby a, b, c sa dlugo$ciami bokéw tréjkata. Wykaz, ze

§/a3 + b3 + 3 + 3abe

5 > max(a, b, ¢).
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Indukcja matematyczna I

Zasada indukcji matematycznej. Dla n € N niech 7T;, oznacza zdanie, ktore, w
zaleznosci od n, moze byé prawdziwe lub falszywe.

Jezeli spelnione sa oba warunki:
(i) baza indukcji: prawdziwe jest zdanie T} ,
(ii) krok indukcyjny:
Vaew Tn = Topr,
czyli dla kazdej liczby naturalnej n ze zdania T,, wynika zdanie T},11,
to dla kazdej liczby naturalnej n zdanie T;, jest prawdziwe.

Uwaga: Baza indukcji moze by¢ takze zdanie T}, gdzie k jest pewng liczbg catko-
wita. Woéwcezas krok indukeyjny polega na udowodnieniu dla kazdej liczby caltkowitej
n > k implikacji T,, = 7T,41. Wowczas zdanie T,, jest prawdziwe dla kazdej liczby
catkowitej n > k.

1. Za pomoca zasady indukcji wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwe
sa rownosci:

n+1 " 1 n
Zk (e);k(kJrl)_nJrl’

(b)zk2 ”“)6(2”“), (f)zn:k!%:(nJrl)!fl,

k=1
N D> el

<d>Zk3 ( ”“)>, w T (1—,32>—”2+nl (n>2),

. 1 1
mzk k+2) T 1 2+ D(n+2)

. + 1 1
(J)EE{} 18 3(n+1)(n+2)(n+3)

2. Niech n € N. Udowodnij réwnosci

2n ( 1)k+1 2n n

CP PRty ol ) T k=2 [Tk -1

k=1 k=n-+1 k=n-+1 k=1

10.

11.

12.

13.

14.

Zmajdz i udowodnij wzor na sume pierwszych n liczb naturalnych, ktére przy
dzieleniu przez 3 daja reszte 1.

Zmajdz i udowodnij wzory na sumy
n

(a) > (—1)Fk?, () > Ek(k+1)(k+2).

k=1 k=1

3

. (WAZNE!!) Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n i liczb rzeczywistych

a,b prawdziwa jest tozsamosé
a" = b =(a—b)(a" M+ a" b+ a" B 4. F a2 Y.
Natomiast jeseli liczba n jest nieparzysta, to prawdziwa jest tozsamosé

a"+b" = (a+b) ("t —a" b+ a" B — L —ab" 2 Y.

Udowodnij, ze dla kazdego n € N

(a) 6| n3+5n, (e) 37]1000™ —1,

(b) 94" +15n —1, (f) 13| 1000™ + (—1)"+1,
(c) 3]10™ 4" —2, (g) 41| 5. 72(nH1) 4 93n,
(d) 11| 26n+1 4 32n+2, (h) 10 | 22" —6.

Udowodnij, ze n prostych dzieli plaszczyzne na nie wigcej niz 2™ obszaréw.

Na ile obszaréw dzieli plaszczyzne n okregéw narysowanych tak, ze kazde dwa
maja 2 punkty wspdlne i zadne trzy nie maja puktu wspolnego?

Na ptaszczyznie narysowano n prostych w taki sposéb, ze zadne dwie nie sg réw-
nolegte i zadne trzy nie przecinaja si¢ w jednym punkcie. Udowodnij, ze proste te
dziely plaszczyzne na (n? + n + 2)/2 obszaréw.

Udowodnij, ze wéréd obszaréw na jakie dzieli plaszczyzne n prostych, jest co
(n—1)(n—-2)
2
Z tablicy o wymiarach 2" na 2™ usuni¢to jedno pole o wymiarach 1 na 1. Udowod-
nij, ze pozostata czesé tablicy mozna pokry¢ nie zachodzacymi na siebie ptytkami

w ksztalcie litery L, sktadajacymi sie¢ z 3 kwadratow.

Ajq, As, ..., A, to zbiory. Udowodnij, ze zbior A;AAsA ... AA, sktada sie z tych
elementéw zbioru A; U Ay U. ..U A, ktore naleza do nieparzystej liczby zbioréw
Ag.

Agent Tajny dostal zadanie rozpracowania mafii handlujacej dowodami falszy-
wych twierdzen matematycznych. W tym celu organizuje on siatke n informa-
torow stosujac nastepujaca zasade: dla dowolnych dwéch réznych informatorow
pierwszy przekazuje informacje drugiemu albo drugi pierwszemu. Udowodnij, ze
pewien informator bedzie mogt otrzymywac informacje od pozostalych bezposred-
nio lub z udziatem tylko jednego posrednika. (Nie wymagamy, aby posrednik byt
zawsze ten sam!)

najwyzej obszarow ograniczonych.

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba 22") — 1 ma co najmniej n
roznych dzielnikéw pierwszych.
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Indukcja matematycnza II (Nieréwnosci)

1. Wykaz, ze dlan € N i a,b > 0 zachodzi nier6wnosé
(a+b)" < 2" Ha™ 4 b™).

2. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwe sa nieréwnosci

V<Y

k=1

< 24/n.

n

Sl-

3. Znajdz wszystkie liczby naturalne n spelniajace nieréwnosc

(a) 2" >n? (d) 2"+ (n!)? < (2n)!
(b) n!>n3 (e) (n!)? >nn
(¢) 3" > (n+1)-2" (f) (2n)! > 3"~ 1. (n!)2 + 47

4. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwe sa nieréwnosci

(a) 1 N 1 N +1>1
a —_— —
n+l n+2 om” 2
1 1 1 7
b) — et = 2> —
()n+n+1+ +2n 12

5. Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodza nieréwnosci

sn <1+1+1+ +1<2
m+1 22 1 32 T p2 ‘

6. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n
2" 1
<2
k=1
7. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwe sa nieréwnosci
(a) ! + ! +
a) —— + —— + ...
n+1 n+2 3n+1
1 1 1 13
by - +—+.. .+ — > —
()n+n—|—1+ +3n—|—1 12

8. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwa jest nieréwnosé

1 1 1
l+ﬁ+%+...+%>2(\/n+lfl)

< n.

|3
T =

+ >1

9.

10.

11.

12.

13.
14.

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwe sa nieréwnosci

2 1 1 1
< +—= <3

2 — K1+ —+—=+...
Vn+1 2v2  3V3 ny/n

Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé

2n—1 1

< .
2n V2n

13
S

Niech p,, oznacza n-ta liczbe pierwsza (czyli p1 = 2, p2 = 3, itd.) Udowoduij, ze
pn > 3ndlan > 12.

Udowodnij nieré6wnosé Bernoulliego:
Dla kazdej liczby naturalnej n i liczby rzeczywiste] x > —1 prawdziwa jest nie-
rownosé
1+2)" > 1+ nx.
Kiedy nieréwnos¢ Bernoulliego staje sie rownoscia?
Udowodnij nieré6wnos$é Weierstrassa:
Dla liczb z1,22,...,2, > —1, ktére wszystkie sa tego samego znaku, prawdziwa

jest nieréwnosé

(I+x) - A+a2) ... - A4z 214z 422+ ...+ 2y
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Indukcja matematyczna I11

Twierdzenie (Silna indukcja). Dla kazdej liczby naturalnej n dane jest pewne zda-
nie T,,. Jezeli

(i) zdanie T} jest prawdziwe
oraz

(i) dla kazdej liczby naturalnej k z prawdziwosci zdan Ty, T, . . ., Ty, wynika prawdzi-
wos¢ zdania Ty

to kazde ze zdan T,, jest prawdziwe.

1. Wskaz blad w ponizszym rozumowaniu:

Udowodnimy, zZe wszystkie konie sq tego samego koloru, tzn. dla kazdej liczby na-
turalnej n wykazemy zadanie Ty, : kazide n kotow jest tego samego koloru.

Ty jest zdaniem prawdziwym, bo jest tylko jeden kot.

Zalozmy, Ze prawdziwe jest zdanie Ty. Rozwazmy dowolng grupe k + 1 kotow 1
ponumerugmy koty liczbami 1,2, ...k, k+ 1. Koty o numerach 1,2,... k sq tego
samego koloru, bo jest ich k, tak samo koty o mumerach 2,3,...,k + 1 sqg tego
samewgo koloru, bo jest ich k. Zatem dla dowolnego j = 1,2,...,k koty o nume-
rach j i j +1 sq tego samego koloru, wiec wszystkie k + 1 kotow jest tego samego
koloru. Na mocy zasady indukcje zdanie T,, jest prawdziwe dla kazdego n € N.

2. Udowodnij, ze jesli n jest liczba catkowita wieksza od 3, to kwote n zlotych mozna
wyplaci¢ monetami 2 i 5 ztotowymi.

1

3. Dana jest liczba rzeczywista x taka, ze liczba x 4+ — jest calkowita. Udowodnij, ze
x

1

xn

dla kazdej liczby naturalnej n liczba ™ + = tez jest calkowita.

4. Zalézmy, ze a; =5, ag = 13 oraz ap42 = Hap+1 — 6a, dla n € N. Udowodnij, ze

ap, =2" +3" dla n € N.

5. W kazde pole tabeli o 3 wierszach i n kolumnach wpisano litere «, 8 lub ~, przy
czym kazda z liter wpisano w doktadnie n p6l. Udowodnij, ze mozna tak poprze-
stawiaé litery w kazdym wierszu, aby w kazdej kolumnie znalazly si¢ trzy rézne
litery.

6. Wierzchotki n-kata wypuktego pomalowano trzema réznymi kolorami, przy czym
kazdy kolor zostal uzyty do pomalowania co najmnieje jednego wierzchotka oraz
kazde dwa kolejne wierzchotki pomalowano réznymi kolorami. Udowodnij, ze wie-
lokat mozna podzieli¢ przekatnymi na trojkaty w taki sposob, ze wierzchotki kaz-
dego tréjkata beda pomalowane na rézne kolory.

Udowodnij, ze kazda liczbe naturalna mozna zapisa¢ jako sume réznych poteg
calkowitych nieujemnych liczby 2.

8. Udowodnij, ze kazda liczba naturalna zlozona jest iloczynem liczb pierwszych.

9. Znajdz wszystkie liczby naturalne n o wlasnoéci, ze grupe skladajaca sie z n oséb

10.

11.

12.

mozna podzieli¢ na zespoly cztero- i piecioosobowe.

Liczby Fibonacciego. Niech f; = fo =1idla f,10 = foy1 + fr dlan € N,

(a) Udowodnij, ze f, < 2"~ ! dla kazdego n € N.
(b) (Wzér Bineta) Udowodnij, ze dla kazdego n € N

() ()

(¢) Udowodnij, ze kazda liczbe naturalng mozna zapisaé jako sume réznych liczb
Fibonacciego.

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 istnieje n réznych dzielnikéw
liczby n!, ktérych suma jest rowna n!.

Niech x1,29,...,2Zn 1 Yy1,¥2,...,Ym to liczby naturalne takie, ze

1 t+xe+ ...+ =y1+y2+... +ym < nm.
Udowodnij, ze z kazdej z sum x1 +x2+...+ Ty 1 Y1 +y2 + . - . + Y mozna usunad

czedé wyrazdéw (ale nie wszystkie) tak, ze sumy pozostalych wyrazéw tez beda
roéwne.
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Powtdrzenie

1. Dana jest liczba rzeczywista = taka, ze
1 . 9
r>— 1 '+ 5= 11.
x x
gy - . 1 6 1
Zmajdz wartosci wyrazeh x — — oraz x° + —.
x x
2. Dane sg liczby rzeczywiste x,y, z takie, ze
r+y+z=-5, zxyt+yz+zr=2 ayz=12.
Wyznacz wartosci wyrazen:
23+ 3+ 23 oraz  z?y? 4 2% + 222t

3. Liczby a, b, ¢ sa dodatnie. Udowodnij nieréwnosé

2 n 2 n 2 S 3
a+b b+c c+a a+b+c

4. Liczby a,b,c,d sa dodatnie i a + b + ¢+ d = 1. Udowodnij nieréwnos¢
1 1 1 1
-——1)-{==1)-|==1)-(=—-1) >81.
)G G )
. oo 5 4. .
5. Niech z € [0, 1]. Udowodnij, ze z - (1 — x)? < o7 1 Wyznacz o € [0,1] dla ktérego
nieréwnosé staje sie réwnoscia.
6. Niech n € N. Udowodnij przez indukcje, ze
(a) 915%™ +3n—1, (b) 25 |27*2.3" 4 5n — 4.

7. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n

1)(4n% + 8 3
12+32+52+...+(2n+1)2:(njL X n3+ nt ).

8. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2

i(k—n.k! _ (n+1)!—2”'

2k+1 2n+1

k=2

10.

11.

12.

13.

14.

Niech a; = 31 apy1 = an(a, +2) dlan =1,2,3,.... Udowodnij, ze dla kazdego n
a, =2% 1.
Wyznacz wszystkie liczby naturalne n takie, ze spelniona jest nieréwnosé
(a) 3" >mn-2m, (b) n-5" > 3" + (n+41)2. 2"

Udowodnij, ze dla kazdej liczbyu naturalnej n

1 1 1

Niech z > 0 i n € N. Udowodnij nier6wnosé¢

-1
(1+z)">1+nz+%x2.

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n
- 1
11 (1 + k:3> <3.
k=1

Niech g = 21 = 1 oraz z,, = 2x,_1 + z,_o dla n > 2. Wykaz, ze istnieja liczby
rzeczywiste a, b takie, ze dla kazdego n > 0

zn = a(l4+V2)" +b(1 —V2)".
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v:¢c>1 vkEN 3 c>0 vnEN " > an-

. . s , . . 10. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n
Zastosowania nieréwnosci Bernoulliego

n
[k+1
Tw. (Nieré6wno$¢ Bernoulliego) Dla kazdej liczby naturalnej n i liczby rzeczywistej Z iy % <n+l
x > —1 prawdziwa jest nieréwnosé k=1
(I1+2)">1+nz. 11. Niech ki,ks, ...k, € Nik,11 = k1. Udowodnij nieréwnosé

Ponadto, réwnos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy = = 0 lub n = 1. ﬁ (1 N 1)ijrl 5 on

k; -

j=1 /

1. Udowodnij, ze je§lin e Niz > —1, to . . e, s
] . 12. Niech aj,a9,...,a, € Nia,4+1 = a;. Udowodnij nieréwnosé

Vra<it "
: SRR
Citl/ A

=1

2. Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n

1 n
<1+> > 2.
n

3. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n prawdziwe sa nieréwnosci

+2 n2—n n2+2n 1
n n

>om—1, b
(a)( n > " ()<n+1> <n—|—3

4. Niech n € N. Znajdz najmniejsza mozliwa wartos¢ wyrazenia
-b\" —-b\"
19 c(1s a ’
a+b a+b

5. Dla danej liczby naturalnej n rozstrzygnij, ktora z liczb jest wicksza: n™ czy
(n + 1)n—1

6. Dla danej liczby naturalnej n rozstrzygnij, ktéra z liczb jest wigksza: "v/n + 1
czy {/n.

7. Dla n € N udowodnij nieréwnoéci

1 n 1 n+1 1 n 1
1+-) <(1+ oraz (1+—) <3.201 -3
n n—+1 n n+2

8. Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n spelniona jest nieréwnosé

2
(L/ﬁ<l+\/7.
n

gdzie a,b > 0.
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Nier6éwnosé Cauchy’ego 1

Definicja. Niech aq,as,...,a, € R.

e liczbe Grtazt...+an nazywamy Sredniq arytmetyczng liczb ay,as, ..., a,.

n
e dlaag >0 (k=1,2,...,n), liczbe /ajas...a, nazywamy Srednig geometryczng
liczb aq1,as,...,ay.

n )
edlaap #0 (k=1,2,...,n), liczhe < T T nazywamy Srednig harmo-
niczng liczb ay,as, ..., a,
Twierdzenie (nieré6wno$é Cauchy’ego). Dla liczb nieujemnych aq,as,...,a,

prawdziwa jest nieréwnosé

ar+ag+...+ay
n

> Yaias...ay,.

Ponadto, rownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a1 = a2 = ... = a,.

e 7 wykorzystaniem tzw. indukcji Cauchy’ego: jezeli prawdziwe jest twierdzenie Ty
oraz zachodzg implikacje T, = To, dlan =1,2,3,... oraz T, = T,_1 dla
n=2,3,4,..., to dla kaZdego n prawdziwe jest zdanie T, .

e 7 wykorzystaniem zwyklej indukcji (zob. zadanie 13),
e 7z wykorzystaniem nieré6wnosci Bernoulliego,
e za pomoca ciagdw jednomonotonicznych.
Whiosek (nieré6wno$é miedzy $rednia geometryczna i harmoniczng). Dla
liczb dodatnich aq,aq,...,a, prawdziwa jest nierownosé

n
L+i++L

Qn

Ponadto, réwosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a1 = as = ... = a,.

1. Dana jest liczba naturalna n. Udowodnij, ze

n+1\"
n!<( > )

2. Korzystajac z nieréwnosci Cauchy’ego, udowodnij nieréwnoé¢ Bernoulliego.

3. Liczby ay,as,...,a, sa dodatnie. Udowodnij nieréwnosé

a1 az Qp—1 Gnp
— 4+ —+...+ + —=>n.
a2 a3 Qp, a1

10.

11.

12.

13.

14.

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b zachodzi nier6wnos$é

2v/a + 3Vb > 5V ab.

. Liczby a,b, c sa dodatnie i abc = 1. Wykaz, ze

a'+20% +4c > 7.
Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich z,y, z prawdziwa jest nieréwnosc¢
z? +y? + 2% > 8/zyz — 16.

Kiedy ta nieréwno$¢ staje sie rownoscia?

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi nieréwnosé

2
UYn <1+ —.
V<t o

Jezeli a, b, ¢ sa dugodciami bokéw tréjkata ip = 3(a+b+c), to pole tego tréjkata

wynosi v/p(p — a)(p — b)(p — ¢) (wzér Herona). Udowodnij, Ze sposréd wszystkich
trojkatéw o danym obwodzie najwieksze pole ma trojkat réwnoboczny.

Liczby a, b, ¢, d sa dodatnie. Udowodnij nieréwnosc¢

1 1 L 4 n 16 S 64
b ¢ d” at+btctd
Liczby ay, a9, ..., a, sa dodatnie. Udowodnij, ze

11 1 )
(ar+as+...+an) - | —+—+...+4— | =2n°.

ai a2 Qn,

Dane sa liczby dodatnie aq,...,a,, takie ze a1 + a2 + ...+ a, = 1 oraz k € N.
Udowodnij, ze

1 1 1
7k+7k+..+7k>nk+l
ay G an
Dane sa liczby rzeczywiste ai,aq,...,a, wszystkie wieksze od —1. Udowodnij,
nier6wnosé
1 1 1 n?
+ e > .
a1 +1 as+1 a, +1 a1 +as+...+a,+n
Udowodnij (nie korzystajac z nieréwnosci Cauchy’ego!), ze jesli liczby

ai, as,...,0ay 83 nieujemne i a3 +as + ...+ a, =n, to ajas...a, < 1. Nastepnie
udowodnij nieréwnosé¢ Cauchy’ego, korzystajac z powyzszej tezy.

Stosujac indukcje Cauchy’ego udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich
a1, a3, - .., ay zachodzi nierownosé

(1+a)(l+az)...(L+ay) > 1+ Yaraz...a,)".
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Nieroéwnosé Cauchy’ego 11

1. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a1, aq, ..., an,b1,bs,. .., b, spelnio-
na jest nieréwnoséé

’{/alag...an—i— {/blbzbn < (/(al+b1)(a2+b2)...(an+bn).

2. Liczy dodatnie x1, x2, ..., x, spelniaja warunek x1+xzs+...+2x, = 1. Udowodnij,
1 1 1 ,
(1+> . (1+> (1+> > (n+1)"
T T2 Ln
3. Suma liczb dodatnich aq,as, ..., a, jest réwna 1. Udowodnij, ze
1 1 1
(_1) . (_1> (_1) > (n— 1)
aq as An,
4. Liczy dodatnie x1, x2, ..., x, spelniaja warunek x; +x2+. ..+ z, = 1. Udowodnij,
ze

1)\? 1\° 1\? _ (n241)2
s+ —) 42+ —) +.F (Tt — ] > ——
Z1 T2 T n

5. Niech n € N. Za pomoca nieréwnosci Cauchy’ego udowodnij nieréwnoéci

<@@+AJH3@+Di @@+D“>@ﬂﬁgw

6. Niech z,y, z > 0. Udowodnij nieréwno$c¢

(z+y+2)°

3 2 T\/YZ + YV 2T + 2,/TY.

7. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n

n"—1>vnrtl.(n—1).

8. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n spelniona jest nieréwnosé
"1
nFl<n+) T
n n —+ n —+ 2 A

9. Niech ¢ > 1 i n € N. Udowodnij nier6wnosé¢

(¢" = 1)(¢"T" +1) > 2nqg(q — 1).

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.

Niech a > 1 i n € N. Udowodnij nieréwnos¢

a"—1>n (\/a’“rl — \/a”*1>.

Liczby dodatnie a, b, ¢, d spelniaja warunek abcd = 1. Udowodnij, ze

a b c d
>1
b+c+d+1+c+d+a+1+d+a+b+1+a+b+c+1

Liczby aq,as,...,a,,b1,ba,...,b, sa dodatnie. Udowodnj nieréwnos¢
n 1 n
. a; + b;)? > 4n?,
2an,

Niech n € N. Udowodnij nieréwnosé
(n 4 1)* > 3™ . (n!)2.
Niech m,n € Nia,b € R, a <b. Wyznacz maksymalng wartos¢ iloczynu
(z—a)™-(b—=)",

gdzie a < x < b.

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢, d zachodzi nieréwnos¢

a 4 b 4 c 4 d S 9
b+c c+d d4+a a+b” 7
Rozwiaz réwnanie x4 + y* + 2 = 4ay.

Rozwiaz uklad réwnan

1

Vidtzi+vV14+z0+ ... +V1+ 2190 = 100 - 1+ﬁ

/ 1
\/171’1+\/17£B2+...+\/17Z100:100' 17@
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Ciagi jednomonotoniczne
Definicja. Méwimy, ze dwa ciagi liczb rzeczywistych (a1, as,...,a,) i (b1,b2,...,by,)
s jednomonotoniczne jezeli a7 < a2 < ... < ap, 1 by < by < ... < b, lub
CL1>CL2 >an1b1>b2 >bn
Umawiamy sie, ze dla dwéch ciagéw liczb rzeczywistych (a1,a9,...,a,) i
(b1,b2,...,by)

ap a2 an|

l:bl by bn:| = a1by + asbs + ...+ a,b,.

Méwimy, ze cigg (b)), b5, ..., b)) jest permutacjq ciagu (by, b, . .

rn
kolejno$é¢ wyrazéw w jednym ciggu mozemy otrzymaé drugi.

., bn), jezeli zmieniajac

Twierdzenie. Jezeli ciagi liczb rzeczywistych (a1, as,...,an) 1 (by,ba, ..., by) sa jed-
nomotoniczne, to to dla dowlonej permutacji (b}, b5, ...,b)) ciagu (b1,be,...,b,) za-
chodzg nieréwnosci

ay a2 ... Qnp S ay a2 ... Qp S aiy a9 s Qp

bi by ... bo| T W o VT b baet ... b

1. Liczby a,b sa dodatnie. Udowodnij nieréwnosci
© 1+1<1\/3+1\/3
ad "B T adVa Vb
3 3 2 b2
“ v (d) /& /= > Va+ Ve
b a b a

(a) a® +b% > a®b + ab?,

(b) a®?+bv* < —+ —

2. Liczby z,y sa dodatnie, m,n € N. Udowodnij, ze a™+™ + b™*" > a™b" 4 a™b™.
3. Wykaz, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ zachodza nieré6wnosci
(a) a® +b% + ¢ > a?b+ bc + c*a
(b) a®b+b3c+ c3a > a’be + b2ca + c*ab
a4+ +8 1 1 1
© e ZatrTe
4. Udowodnij, ze dla liczb dodatnich aq,as, ...,

a, zachodzi nieréwno$é

a a Ay a 1 1 1
St et —
a; aj a? ay ar  as an,

ab  alc bla b Ba  3b

10.

11.

12.

13.

14.

Wykaz, ze dla dowolnej permutacji (ay, a5, ..., al,) liczb dodatnich ay,as,...,a,
aq as a
—+—+...+—F>n
ap G an

Nastepnie za pomocy tej nieréwnoéci udowodnij nieréwnosé Cauchy’ego.
Wykaz, ze jedli liczby a, b, ¢ sa dodatnie, to

a+ b L c o
b+c c+a a+b”

N w

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ prawdziwa jest nieréwnosé

a? b2 2 at+b+ec
+ + > .
b+c c+a a+bd 2

Dane sa liczby 1 < z2 < ...
(21,22, ..,2,) clagu (y1,ya, - . -

n n
Z T — )’ < Z(ﬂfk—zk)Q-
k=1 k=1

SaTpiyn < Y2 < .o
,Yn)- Udowodnij, ze

<y, 1 permutacja

Nieré6wnos$é Czebyszewa. Niech a; < as < ..
wodnij, ze woéwczas

.anibl <b2 SO gbn Udo-

a1b1+a2b2+...+anbn S a; +ag+ ...+ an b1+b2++bn
=z : .

n n n

Niech kK € Ni ay,as9,...,a, > 0. Udowodnij, ze wéwczas zachodzi nierownosé

i/a’f—l—a’g—i—...—i—aﬁ o a1 +as+...+a,
n - n ’

Niech a, b, ¢ to dlugosci bokéw pewnego trojkata. Udowodnij nieréwnosci

b+c—
alb+c a)+

blc+a—>b) cla+b—rc) a b c
+
be ca ab

<3< .
b+c—a+c+a—b+a+b—c

Udowodnij, ze dla dowolnych réznych liczb naturalnych xq,xo, ...
nieréwnoéé

, T, zachodzi

T S S I

12 22 n2 = 2

Liczby aq,as,...,a, sa dodatniei S = a1 +as +. ..+ a,. Udowodnij, ze wowczas
prawdziwe sg nieréwnosci

ai a2

an, n
> 7
(2) S—a1+S—a2+ +S—an n—1
S S S n?
b > .
()S—aleS—otgJr +S—an n—1



Analiza - klasa 1la Zestaw 16. 22.3.2022 9. Liczby a,b, c,d s dodatnie. Udowodnij nieréwnosé

a® + b3+ + d® > a®b+ bPe+ Ad + da.
Powtoérzenie — nieréwnosci 10. Liczby dodatnie a1, as,...,a, speiniaja warunek a;+as+...4a, = 1. Udowodnij,
ze

ai az Qn n
+ +...+ > .
1. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n wiekszej od 1 prawdziwa jest nie- Vi—a; 1-a3 Vi—a, Vn-1
réwnosé

n?—1 n—1
n—1 1 n 1
- b) | —— < —.
(a> ( n ) <n+27 ( ) (TL+2> 71/2n_1
2. Niech n € N. Udowodnij nieréwnos¢

H k+1 S 1) -
balet + n+

3. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 2 prawdziwa jest nieréwnosé

on n 22n—1
14+ — >14+ —.
( +n!> =t o

4. Wyznacz maksymalng warto$é wyrazenia (1 + x)% - /1 — z, gdzie —1 < z < 1.
Wskaz liczbe z, dla ktorej ta warto$c jest przyjmowana.

5. Liczby ay,aq,...,a, sa dodatnie oraz a,4+1 = a; i ap42 = az. Udowodnij nieréw-
nosé
n n 1
2 2 2 2
Yodiai i | (D | 20t
k=1 =1 Yk P41
6. Udowodnij, ze dla kazdej liczby dodatniej b i liczby naturalnej n zachodzi nieréw-
nosé
14+ nb\"! "
> b".
n+1
7. Liczby dodatnie aq,as,...,a, spelniaja nieréwnoé¢ a1 +as + ...+ a, < 1. Udo-
wodnij, ze

arag...an(l—ay —ag — ... —ay) < 1
(ay+as+...4a)(1—a))(l—ag)...(1—a,)  nntl’

8. Liczby a, b, c sa dodatnie. Udowodnij nieréwnosci

a’?+b P+ A4a? a® 3
+ + < —

b < < —
atbhte 2 % 2

bc ca ab’



Analiza - klasa 1a Zestaw 17. 23.3.2022

Wzér dwumianowy Newtona
Dla liczb k,n € NU {0} definiujemy symbol Newtona (symbol dwumienny) jako: gdy

et (1) - 2o ot ken |

k)~ 3] T K-k

natomiast gdy n < k przyjmujemy, ze < k;> =0.
Tozsamos$é¢ Pascala. Dla k,n € NU {0} zachodzi réwnosé
n+1 n n
= + .
kE+1 k E+1
Tréjkat Pascala. Wartoéci symbolu Newtona (Z) mozna dla niezbyt duzych n tatwo

wyznaczy¢ za pomoca tzw. trojkata Pascala. Jest to trojkatna tabela, ktorej wiersze
odpowiadaja kolejnym wartosciom n:

n=o o

n=1 ) (0) ) (1) )

n=2 X (0) . (1) . (2) 5

n=3 . (0) . (1) . (2) . (3) .
n=4 (0) (1) (2) (3) (4)
n=5] (g () 3 (3) () )

Z tozsamosci Pascala wynika, ze w kazdym wierszu poczawszy od trzeciego kazdy nie-
skrajny wyraz jest suma dwoch wyrazéw bezposrednio nad nim. Mozna wiec szybko
wypelniaé kolejne wiersze. Dla 6 wierszy (do n = 5) otrzymamy:

n=2>0 1

n=1 1 1

n=2 1 2 1
n=3 1 3 3 1
n=4 1 4 6 4 1

n=>5 1 5 10 10 5 1

Twierdzenie (wzér dwumianowy Newtona). Dla dowolnych liczb rzeczywistych
a,b i liczby naturalnej n prawdziwy jest wzér

(a+b)" = Zn: <Z> akpnk,

k=0

. Udowodnij, ze dla n,k € NU {0} i k < n liczba (Z) jest caltkowita.

. Rozwin wyrazenia:

(a) (a+0b)° 1\° () (a+b—c)*
(b) <2a2b> ,

. Niech n € N. Znajdz wzory na liczby catkowite a,, i b,, takie, ze

<3+ \@)n = a, + b, V2.

. Korzystajac ze wzoru Newtona udowodnij tozsamosci

(a) 2" = zn: (Z) (b) i(_nk (Z) — 0.

(a) i: (Z) ka¥b"* = na(a + b)"!

5> <Z) Bk = 1)a"b" ™" = n(n — 1)a(a +b)"

(a) En: (Z) k2ak bk,

(b) zn: <Z)k(k —1)(k — 2)akbnk,

k=3

. Niech n € N. Oblicz sumy

oSG wER)E eRE)e

k=0

. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba

(1+\/§)n+ (1—\/§)n

jest calkowita i parzysta.
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Podzielnosé liczb

Niech a,b € Z. Méwimy, ze liczba a jest dzielnikiem liczby b (liczba b jest podzielna
przez a), jezeli istnieje liczba ¢ € Z taka, ze b = a - c. Piszemy wtedy a | b. Jezeli a nie
jest dzielnikiem b, piszemy a 1 b.

Przydatne wlasnosci podzielnosci liczb:
(i) a| 0 oraz a | a dla kazdej liczby catkowitej a.

) Jezelia | bib+#0, to|al < bl
) Jezelia|bia|coraz z,y €Z, to a| bx + cy.

(iv) Jezelia |bib|c, toa]c.
) Jezelia | bib|a,to|al = bl
) Jezelia|bib+#0,to2|b.

(vii) Jezeli ¢ € Z\ {0} to a | b wtedy i tylko wtedy, gdy ac | be.

Tw. o dzieleniu z resztg. Dla dowolnych liczb catkowitych dodatnich a, b istnieja
jednoznacznie wyznaczone liczby catkowite k i r takie, ze 0 < r < a—1oraz b = ak+r.
Liczbe r nazywamy reszta z dzielenia a przez b.

W dowodzie tw. o dzieleniu z reszta, jak i w dowodach innych twierdzen z teorii liczb,
mozna skorzystaé z nastepujacego twierdzenia:

Zasada minimum. Kazdy niepusty podzbiér zbioru liczb naturalnych zawiera ele-
ment najmniejszy.

1. Znajdz wszystkie liczby n € Z takie, ze
(a) n+1]n?+1,
(b) n—1|n®+5.
Udowodnij, ze iloczyn n kolejnych liczb naturalnych jest podzielny przez n!.
Udowodnij, ze 13 | 270 + 37°.
Wyznacz reszty z dzielenia liczby 22022 + 1 przez 5,7, 9.

AN

Udowodnij (korzystajac tylko z zawartosci tej kartki), ze jesli liczba nieparzysta
d jest dzielnikiem liczby 2Fn, gdzie k,n € N, to d jest dzielnikiem n.

6. Znajdz wszystkie liczby n € Z takie, ze 2n + 1| n3 — 3n + 2.

7. Liczba n jest nieparzysta. Wyznacz reszte z dzielenia liczby 3n3 + 2n% +n — 1
przez 8.

10.
11.

12.
13.

14.

15.
16.

17.

Liczba k jest parzysta. Czy istnieje k liczb naturalnych nieparzystych
ni,Na,...,ny takich, ze

1 1 1
l=—+—+...+—=7
ni1 no ng

Niech n € Z. Jakie sa mozliwe reszty z dzielenia n? przez 3,4, 7?
Liczby a i b sg nieparzyste. Wykaz, ze liczba a? 4 b? nie jest kwadratem.

Suma reszt z dzielenia liczb catkowitych a,b przez d wynosi d. Udowodnij, ze

(a) d|a*F —b* dla dowolnej liczby naturalnej parzystej k,
(b) d| a* + b* dla dowolnej liczby naturalnej nieprarzystej k.

Niech a,b,¢,d € Z i a—c|ab+ cd. Wykaz, ze a — ¢ | ad + be.

Zmnajdz wszystkie liczby naturalne n takie, ze liczba otrzymana z n poprzez usu-
niecie cyfry jednosci w zapisie dziesietnym jest dzielnikiem n.

Zatézmy, 7e a,b € Z oraz a + b | a® + ab + b2. Udowodnij, ze
(a+0)? | a* + b*.

Niech a,b,c € Z. Wykaz, ze 6 | a + b+ c wtedy i tylko wtedy, gdy 6 | a® + b® + ¢3.
Niech a,b,c,d € Z i

dla+b+c  oraz d|a®+b* + 2
Udowodnij, ze dla kazdego n € N

d]a®) 42" 47,

Liczby p, g > 2 sa nieparzyste. Udowodnij, ze

p|19+294 ...+ (p— 1%
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Kongruencje

Niech a i b beda liczbami calkowitymi, zas m liczba naturalna.

Definicja. Méwimy, ze a przystaje do b modulo m wtedy i tylko wtedy, gdy m | a — b.
Zapisujemy to jako

a=b (modm) <<= ml|a—0b
i nazywamy kongruencjq / przystawaniem modulo m.

Zauwazmy, ze a = b (mod m) wtedy i tylko wtedy, gdy liczby a i b daja te same reszty
po podzieleniu przez m.

Jezeli a nie przystaje do b modulo m, to piszemy a #Z b (mod m).
Stw. (Podstawowe wlasno$ci kongruencji) Niech a,b,¢,d € Z, m € N.
(i) a =a (mod m) (zwrotnosé),
(ii) a = b (mod m) wtedy i tylko wtedy, gdy b = a (mod m) (symetria),
(iii) jeslia=b (mod m)ib=c (mod m), to a =c¢ (mod m) (przechodniosé),
)

(iv) jeslia=b (mod m)ic=d (mod m), to a4+ c=b+d (mod m) oraz
a—c=b-d (mod m);

(v) jeslia=b (mod m)ic=d (mod m), to ac = bd (mod m).

Uwaga. Nie jest prawda, ze jeSlia =b (mod m) oraz d |aid |b, to = = = (mod m).

al o

¢
d

1. Wyznacz reszte z dzielenia liczby
(a) 28-33- 73 przez 35, (b) 111111 przez 7, (c) 123456789 przez 13

2. Niech n € Nin =3 (mod 4). Udowodnij, ze n nie jest sumg dwoch kwadratéw
liczb catkowitych.

3. Liczb n jest nieparzysta. Wykaz, ze n?> = 1 (mod 8).

4. Niech n € Nin =k (mod 8), gdzie k = 3,6, 7. Udowodnij, ze liczba n nie jest
suma kwadratéow dwoch liczb catkowitych.

5. Udowodnij, ze 10 | 53°% — 3333,

6. Niech z,y € Z. Wykaz, ze 7 | 10z+y wtedy i tylko wtedy, gdy 7 | —2y. Nastepnie
sprawdz, czy 7 | 4378479.
7. Niech n,m € N i ry, to reszta z dzielenia liczby r* przez m dla k = 1,2,3,.... Wy-

kaz, ze od pewnego momentu liczby 7y beda si¢ powtarza¢ cyklicznie. Wyznacz
te cykle dla (a) n =2, m = 17; (b) n =6, m = 32.

8. Znajdz reszte z dzielenia

(a) 3% przez 7, (b) 42022 przez 26, (c) 9999 przez 210

9. Niech n € N. Udowodnij, ze

(a) 7 | 2n+2 + 32n+1,
(b) 13 | 33n+1 + 93n+1 + 17

(c) 21 |2%" + 5,
(d) 323 |20%" + 162" — 32" — 1.

10. Wyznacz dwie ostatnie cyfry dziesietne liczb

(a) 9999 — 5151, (c) 9%,
567

(b) 55557 (d) 34

11. Wyznacz reszte z dzielenia przez 7 liczby
10
S 101",
k=1

12. Wyznacz wszystkie liczby naturalne n, dla ktérych 7 | 2" — 1.
Wykaz, ze 712" + 1 dla kazdej liczby naturalnej n.
13. Liczby a,b, ¢ sa catkowite i 9 | a + b? + ¢2. Udowodnij, ze

9]a? 0% lub 9|b*—c* lub 9|c* —a®

14. Udowodnij, ze 7 | 2222%555 4 55552222,
15. Niech n € N. Udowodnij, ze
(a) 3| n wtedy i tylko wtedy, gdy suma cyfr dziesietnych liczby n jest podzielna
przez 3.

(b) 9| n wtedy i tylko wtedy, gdy suma cyfr dziesietnych liczby n jest podzielna
przez 9.

(c) 11 | n wtedy i tylko wtedy, gdy naprzemienna suma cyfr dziesigtnych liczby
n jest podzielna przez 11.

16. Niech n € N i zalézmy, ze liczby 2n+ 11 3n+ 1 sa kwadratami liczb catkowitych.
Udowodnij, ze 40 | n.
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NWD i NWW

Niech S C N. Wéwczas min S oznacza najmniejsza liczbe ze zbioru S. Jezeli zbiér S
jest skonczony, to max S oznacza najwigksza liczbe z tego zbioru.

Najwiekszy wspdlny dzielnik liczb a1, as, ..., ar € Z\ {0} jest to liczba
NWD(ay,az,...,a;) =max{d € N:d |ay,d| ag,...,d | ar}.
Tw. 1. (Tozsamo$é Bezout’a) Dla dowolnych liczb naturalnych aq,aq, ..., ay ist-
nieja liczby catkowite x1,xs, ..., x; takie, ze
NWD(a1, as,...,ar) = a121 + asa + ... + apxy.
Tw. 2. Jezeli d jest wspélnym dzielnikiem liczb a1, as, ..., ax, to
d | NWD(aq,as,...,ax).
Definicja. Méwimy, ze liczby a,b € Z sa wzglednie pierwsze, jezeli NWD(a, b) = 1.

Tw. 3. Liczby a,b € Z sa wzglednie pierwsze wtedy i tylko wtedy, gdy istniejg x,y € Z
takie, ze ax + by = 1.

Tw. 4. (Algorytm Euklidesa) NWD(a,b), gdzie a > b > 0, mozna wyznaczyé za
pomoca nastepujacego algorytmu: Niech x1 = a, 5 = b. Wykonujemy kolejne dzielenia
z reszta, az do otrzymania zerowej reszty:

0< a3 <xo

0< a2y <3

T1 = 122 + T3,
Ty = (223 + T4,
Th—1 = Qk—1Tk + Tht1, 0 <zp1 <
Tk = qkLk+1-
Wéwezas NWD(a, b) = w11 (ostatnia niezerowa reszta).

Definicja. Niech ay,as,...,a; € Z. Kazda liczbe m € N taka, ze a; | m, ag | m, ...,

ay | m nazywamy wspdlng wielokrotnoscig liczb a1, as, ..., ak.
Najmniejsza wspolna wielokrotno$é liczb ay,ae, ..., ay jest to liczba
NWW(aq,as,...,ar) =min{m € N:a; | myaz | m,...,ar | m}.
Tw. 5. Jezeli m € N jest wspdlng wielokrotnoécia liczb aq,as, ..., a, to
NVVVV(CIJ7 as, ... ,ak) ‘ m.

Tw. 6. Niech a,b € N. Wéwczas
NWW(a,b) - NWD(a, b) = ab.

AN I

10.
11.
12.

13.
14.

15.

16.

17.
18.

Niech n € Z. Udowodnij, ze (a) NWD(n,n+1) =1, (b) NWD(2n—1,2n+1) =1
Zalézmy, ze a,b € Z. Pokaz, ze NWD(5a + 3b, 13a + 8b) = NWD(a, b).

Niech a,b € Z i d = NWD(a, b). Wykaz, ze liczby § i % sa wzglednie pierwsze.
Niech a,b,c € N, NWD(a,b) =11 c| a. Wykaz, ze NWD(b,c) = 1.

Zasadnicze twierdzenie arytmetyki. Niech a,b,d € N NWD(a,d) =1id | ab.
Udowodnij, ze d | b.

Liczby a,b,n € N spelniaja warunki a | n, b | n i NWD(a,b) = 1. Udowodnij, ze
ab|n

Niech a, b, k € N. Udowodnij, ze

(a) jezeli k € N, to NWD(ka, kb) = k- NWD(a, b);

(b) jezeli k € NiNWD(k,b) = 1, to NWD(ka,b) = NWD(a, b);

(¢) NWD(a,b) = NWD(a — b, min(a, b)).
Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej k£ liczby 2k + 1 1 9k 4+ 4 sa wzglednie
pierwsze.

Udowodnij, ze kazda liczba naturalna n > 6 jest sumg dwdéch liczb naturalnych
wiekszych od 1 i wzglednie pierwszych.

Niech n € N. Udowodnij, ze NWD(n! +1,(n +1)! +1) = 1.
Niech n € Ni NWD(6,n) = 1. Udowodnij, ze 24 | n? — 1
Stosujac algorytm Euklidesa oblicz NWD(a,b) i znajdZz z,y € Z takie, ze
NWD(a,b) = ax + by, dla
(a) a =329, b= 182,
(b) a = 1492, b = 1066,

(c) a=1745, b = 1485,
(d) a = 13832, b= 7254,

Niech a, b, ¢ € N. Udowodnij, ze NWD(a, b, ¢) = NWD (NVVD(CL7 b), c).

Niech m,n € N i m jest liczba nieparzysta. Udowodnij, ze liczby 2™ — 11 2" + 1
sa wzglednie pierwsze.

Niech a,n € Nia > 1. Udowodonij, ze

a™ —1
a—1

NWD( ,a1> =NWD(a — 1,n).

Niech n € N. Pokaz, ze
NWW(1,2,3,...,2n) = NWW(n+1,n+2,...,2n).

Niech a,b € N. Udowodnij, ze NWD(2% — 1,20 — 1) = 2NWD(a.b) _ 1,

Liczby a,b,n sa naturalne i NWD(a,b,n) = 1. Udowodnij, ze istniejg liczby na-
turalne z,y takie, ze NWD(z,y) = 1 oraz

a=z (modn) i b=y (mod n).



Analiza - klasa 1a Zestaw 21. 26.5.2022

Powtdrzenie

1.

NS ew

Udowodnij tozsamosci (n, j, k to liczby calkowite nieujemne)
n—1 n—1 n—2k(n )
(a) ( k )—(kl)—n(k>,gd21ek<n,
n n—j n n—k n j+k .
b . — . = . d k < .
()<j> <k> (k) (y) <j+k> <j>’gz}e” !

n—1 o, n—1 2,
. k: . k
> (o) ()

k=0

. Uproé¢ sumy

Niech z,y € Z 1 23 | 3z + 2y. Wykaz, ze 23 | 17z + 19y.

Wyznacz wszystkie liczby catkowite n takie, ze 2n + 1 | 8n2 + 17.
Znajdz najwieksza liczbe calkowita n taka, ze n + 10 | n® + 100.
Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi n? | (n +1)" — 1.

Liczby a, b, ¢, d sa nieparzyste. Udowodnij, ze liczba a? +b% +c? 4 d? jest podzielna
przez 4 i nie jest podzielna przez 8.

8. Znajdz reszty z dzielenia liczby 319° + 4105 przez 7, 111 13.

9. Wyznacz dwie ostatnie cyfry liczby 202
10.
11.

12.

13.

14.

12022

Wyznacz reszte z dzielenia (a) 77 przez 9, (b) 9°° przez 7.

Znajdz liczby z,y € Z takie, ze NWD(a,b) = ax + by dla (a) a = 91, b = 279,
(b) a = 589, b = 1919.

Liczby k,n sa catkowite. Udowodnij, ze

NWD(17k + 3n, 11k + 2n) = NWD(k, n).

Liczby a,b, ¢ sa naturalne. Udowodnij, ze NWD(a, b, c) = 1 wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieja liczby catkowite x,y, z takie, ze ax + by + cz = 1.

Liczby a, b, n sa naturalne. Udowodnij (nie korzystajac z rozkladu na liczby pierw-
sze), ze NWD(ab,n) =1 wtedy i tylko wtedy, gdy NWD(a,n) = NWD(b,n) = 1.



Analiza - klasa 1a Zestaw 22. 15.6.2022

Kilka zadan na koniec

1. Dane sa liczby naturalne a, b takie, ze a + k | b+ k dla kazdej liczby naturalnej k.
Udowodnij, ze a = b.

2. Niech a,b € Z, n € Nia = b (mod n). Udowodnij, ze a® = b" (mod n?). Czy
zachodzi implikacja przeciwna?

3. Dane sa liczby naturalne k, n, przy czym k jest nieparzysta. Udowodnij, ze

(A+2+4...+n)| A" +28 +.. k).

4. Dana jest liczba naturalna n > 4. Udowodnij, ze 1!4-2!4. . .4+n! nie jest kwadratem
lub wyzsza potega liczby naturalnej.

5. Niech a,m,n € N;a>1ia™+1]|a"+ 1. Udowodnij, ze m | n.

6. Dane sa takie liczby naturalne m i n, ze
NWD(m,n) + NWW(m,n) =m + n.

Udowodnij, ze jedna z tych liczb jest podzielna przez druga.

7. Liczby naturalne n,aq,aq, ..., a, sa nieparzyste. Udowodnij, ze

NWD(ar, as. .. an) = NWD <a1+a2 an—1+an an+a1>.

5 5 , B



Analiza - klasa 1a Zestaw 20. 15.6.2022

Kilka zadan na koniec

1. Niech a,b € Z, n € Nia = b (mod n). Udowodnij, ze a® = b" (mod n?). Czy
zachodzi implikacja przeciwna?

2. Dane sg takie liczby naturalne m i n, ze
NWD(m,n) + NWW(m,n) =m + n.

Udowodnij, ze jedna z tych liczb jest podzielna przez druga.

3. Dane sa liczby naturalne k, n, przy czym k jest nieparzysta. Udowodnij, ze

(A+2+...+n)| A" +28 +.. k).

4. Niechay > as > ... 2 a, >010<b; < by <...<b,. Udowodnij nier6wnosé

a1 as (025 ar+ax+...+an
>n- .
by b TN, bi+bo+...+0b,




Analiza - klasa 2a Zestaw 1. 4.9.2022

Liczby pierwsze

Definicja. Liczba p € N\ {1} jest pierwsza wtw. gdy dla kazdej liczby caltkowitej a
zachodzi implikacja a | p = a = p lub a = 1. (Réwnowaznie, liczby pierwsze to te
liczby naturalne, ktére maja dokladnie dwa rézne dzielniki naturalne). Czasami zbi6r
liczb pierwszych jest oznaczany symbolem P.

Liczbe n € N, n > 1, ktéra nie jest liczba pierwsza, nazywamy liczbg zloZong.

Stw. 1. Liczba n € N, n > 1 jest zlozona wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba
pierwsza p taka, ze p < v/nip|n.

Tw. 2. Istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych.
Stw. 3. Liczby pierwsze maja nastepujace wlasnosci:
(i) Jezelip,q € Pip#q, to NWD(p,q) = 1.
(ii) Jezelip e P,a € Nip+ta, to NWD(p,a) = 1.
(iii) Jezeli p € P, aj,a9,...,ax € N oraz p | ajas...ax, to p | a; dla pewnego
1€{1,2,...,k}.
(iv) Jezeli p,q1,q2,. ..

Tw. 4. (Podstawowe twierdzenie arytmetyki) Kazda liczbe naturalng n > 1
mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu liczb pierwszych, tzn.

,qk €EPip|qige...qx, to p=gq; dla pewnego i € {1,2,...,k}.

n=pi1-pP2--.." Dk
gdzie p1,pa,...,pr € P. Ponadto, przedstawienie takie jest jednoznaczne z doktadno-
$cig do kolejnosci czynnikow.

Whiosek 5. (Postaé kanoniczna liczby naturalnej) Kazda liczbe naturalna n > 1
mozna przedstawié¢ jednoznacznie w postaci

n=py'-py*-.prts
gdzie p1,p2,...,px €P, p1 < ps < ... < pg, oraz aj,as,...,ap € N.
Stw. 6. Liczby a,b € N zapisano w postaci kanonicznej
a=pitpst eyt b=y

gdzie p; € P, o, 3; e NU{0} dlai =1,2,...,k oraz p1 < pa < ... < px. Wowczas
(i) a| b wtedy i tylko wtedy, gdy o; < B; dlai =1,2,...,k,
(ii) NWD(a,b) = piﬂin(alﬁl) -p;’“““?’ﬁ“’) L -pkmin(ak’ﬁk)v

max(az,B2)

(iii) NWW(a, b) — pllTlax(ozlﬁl) P . .pzlax(ak,ﬁk).

=

. Sprawdz, czy liczby (a) 347, (b) 481 sa pierwsze.
. Wyznacz wszystkie liczby pierwsze p takie, ze liczby 4p? + 1 i 6p® 4+ 1 tez sa

pierwsze.

3. Znajdz wszystkie liczby pierwsze p takie, ze liczby p+ 2 i p + 4 tez sa pierwsze.

4. Wyznacz wszystkie pary liczb pierwszych p, g takie, ze liczby 7Tp+ q i pg+ 11 tez

sa pierwsze.

5. Liczba p > 3 jest pierwsza. Wykaz, ze p? = 1 (mod 24).

6. Liczby p i p? + 2 sy pierwsze. Wykaz, ze liczba p3 + 2 tez jest pierwsza.

7. Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n istnieje n kolejnych liczb naturalnych

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
18.

19.

20.

zlozonych.

Niech n € Nin > 1. Udowodnij, ze kazda liczba postaci (a) 4 - 22" +1,

(b) 5-3%" — 2 jest zlozona.

Niech n € N i zalézmy, ze liczba 2™ 41 jest pierwsza. Udowodnij, ze n jest potega
dwojki.

Liczby Fermata. Dla n = 0,1,2,... niech F, = 22" + 1. Udowodnij wzér
Foi1=FoFy ... F, + 2 i wywnioskuj stad, ze liczb pierwszych jest nieskoniczenie
wiele.

Niech n € N i n > 4. Udowodnij, ze n jest liczba zlozona wtedy i tylko wtedy,
gdy n | (n— 1)

Udowodnij, ze liczb pierwszych postaci 4k 4 3, gdzie k € N, jest nieskonczenie
wiele.

Udowodnij, ze kazda liczba naturalna jest réznicag dwéch liczb naturalnych maja-
cych tyle samo dzielnikéw pierwszych.

Liczba p jest pierwsza. Udowodnij, ze liczby 2P + 3P nie mozna przedstawi¢ w
postaci a™, gdzie a,m € Nim > 1.

Liczba p > 2 jest pierwsza, a € N i p | a + 1. Udowodnij, ze p"*! | a?" +1 dla
kazdej liczby catkowitej nieujemnej n.

Udowodnij, ze liczba p € N, p > 2, jest pierwsza wtedy i tylko wtedy, gdy p | <Z>
dlak=1,2,...,p—1.

Znajdz liczby a,b, ¢ € N takie, ze NWW (a, b, ¢) - NWD(a, b, ¢) # abe.

Niech a, b, ¢ € N. Udowodnij tozsamo$é

NWW(a, b, c) - NWD(ab, bc, ca) = abc.

Zatézmy, ze a,b € N i dla kazdego k € N a?*~1 | b** oraz b?* | a®**1. Udowodnij,
ze a =b.

Liczby p, q,r sa pierwsze, n € N, oraz p" + ¢" = r2. Udowodnij, ze n = 1.



Analiza - klasa 2a Zestaw 2. 14.2.2022

Male twierdzenie Fermata

Stw. 1. Niech m € N, a € Z. Wowczas NWD(a, m) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy ist-
nieje liczba calkowita b taka, ze ab =1 (mod m). Ponadto, w zbiorze {1,2,...,m—1}
jest tylko jedna taka liczba b. (Liczbe b nazywamy odwrotnosdcig liczby a modulo m.)

Mate tw. Fermata. Liczba p jest pierwsza, a jest liczba naturalng. Wowczas
a? =a (mod p)
oraz, jesli NWD(a,p) =1, to
a ' =1 (mod p).
Definicja. Niech a,n € N i NWD(a,n) = 1 Rzedem liczby a modulo n nazywamy

liczbe

ord,(a) =min{k € N:a* =1 (mod n)}.

Z malego tw. Fermata wynika, ze jeSli n jest liczba pierwsza, to ord,(a) jest dobrze
zdefiniowana liczba.

1. Wyznacz (a) odwrotno$é 7 modulo 5, (b) odwrotno$é 10 modulo 13.

2. Liczba p jest pierwsza i ¢1,¢2,...,qp—1 € {1,2,...,p — 1} to odwrotnosci liczb
1,2,...,p — 1 modulo p. Wykaz, ze liczby q1, ¢, ..., qp—1 sa rézne.

3. Wyznacz reszte z dzielenia (a) 2198 przez 19, (b) 42°1 przez 23.
4. Wykaz, ze 2340 =1 (mod 341). Uwaga: 341 = 11 - 31.

5. Liczba p jest pierwsza, natomiast liczby aq,ae, ..., a, sa catkowite. Udowodnij,
zep|ar+az+ ...+ a, wtedy 1 tylko wtedy, gdy p | af + a8 + ...+ aP.

6. Znajdz wszystkie liczby pierwsze p takie, ze p | 2P + 1.

7. Dana jest liczba pierwsza p > 5. Udowodnij, ze liczba 11...1 (p — 1 jedynek) jest
podzielna przez p.

8. Udowodnij, ze dla kazdej liczby pierwszej p > 2
P42 43 +...+(p—1)’»=0 (mod p).
9. Udowodnij, ze dla kazdej liczby pierwszej p istnieje liczba naturalna n taka, ze

2" +3"+6"=1 (mod p).

10. Liczba p jest pierwsza, natomiast a i b sa liczbami catkowitymi. Udowodnij, ze
jedli p | a? — bP, to p? | aP — bP.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Niech a € N i liczba pierwsza p > 2 jest dzielnikiem liczby a? + 1. Udowodnij, ze
p=1 (mod 4).

Udowodnij, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb pierwszych p takich, ze

p=1 (mod 4).

Liczba p jest pierwsza, a,m € N, NWD(a,p) =11 a™ =1 (mod p). Udowodnij,
ze ordy,(a) | m.

Niech a,n € N i NWD(a,n) > 1. Udowodnij, ze a* # 1 (mod n) dla kazdego
k e N.

Liczba p jest pierwsza, a,m,n € N, NWD(a,p) = 11 a™
Udowodnij, ze a¥WP(™") =1 (mod p).

a™ = 1 (mod p).

Niech k € N. Udowodnij, ze istnieje nieskoniczenie wiele liczb pierwszych p takich,
ze p=1 (mod 2F).

Niech a,n € N, n > 21 p > 2 jest liczba pierwsza taka, ze a? = 1 (mod p™).
Udowodnij, ze a = 1 (mod p"~1).



Analiza - klasa 2a Zestaw 3. 21.9.2022

Twierdzenia Eulera 1 Wilsona

Funkcja Eulera ¢. Niech ¢(n) oznacza liczbe naturalnych nie wigkszych od n i
wzglednie pierwszych z n.

Lemat 1. Niech m,n € N, NWD(m,n) = 1, ¢c € Zi A, = {0,1,2,...,n — 1}.
Dla k € A, niech r; oznacza reszte z dzielenia liczby km + ¢ przez n. Woéwczas
{To,’r‘l, e ,T‘n_l} = An

Uwaga. Kazdy uklad liczb catkowitych (z1, o, ..., z,) takich, ze z; # x; (mod n) dla
1 # j jest nazywany pelnym ukladem reszt modulo n

Tw. 1. Jezeli m,n € Ni NWD(m,n) =1, to p(m -n) = ¢(m) - o(n).
Tw. 2. Niechn € N, n > 11 py,pa,...,pr to wszystkie dzielniki pierwsze liczby n.

Wéwecezas . . )
e =n- (1) (1= 5,) (1 5):

Lemat 2. Niech a,n € N, NWD(a,n) =11
R,={reN:r<niNWD(r,n) =1} = {ri,re,...,7m)}

gdzie 1 =r; <71y <...<TyE) <n Dla kazdej z liczb ri niech si oznacza reszte z
dzielenia liczby a - r przez n. Wéwcezas {s1,52,...,5,(n)} = Rn-

Uwaga. Kazdy uktad liczb catkowitych (z1,22,...,2y)), gdzie z; # z; (mod n) dla
1 # j oraz x; = r (mod n) dla pewnego r € R,, dla kazdego i, nazywany jest zreduko-
wanym uktadem reszt modulo n.

Tw. Eulera. Jezeli a,n € N1 NWD(a,n) =1, to

a?™ =1 (mod n).

Tw. Wilsona. Jezeli p jest liczba pierwsza, to

(p—1D!'=-1 (mod p).

1. Dla jakich n € N liczba ¢(n) jest nieparzysta?
2. Znajdz wszystkie liczby naturalne n takie, ze (a) p(n) = 10, (b) ¢(n) = 14.

3. Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej m istnieje skonczenie wiele liczb natural-
nych n takich, ze p(n) = m.

4. Dla jakich liczb naturalnych n spelniona jest réwnosé o(n) = p(2n)?

5. Wyznacz wszystkie liczby naturalne n takie, ze p(2n) = n.

Niech m,n € Ni NWD(m,n) > 1. Udowodnij, ze p(m - n) > @(m) - p(n).

7. Niech d,n € Nid|n. Wykaz, ze p(d) | ¢(n).

10.
11.
12.

13.

14.

15.

16.
17.

18.
19.

20.

Niech n € N. Udowodnij tozsamo$é
n=>_ o)
d|n

(suma przebiega wszystkie dzielniki naturalne liczby n)

12021

Wyznacz reszte z dzielenia liczby 202 przez 66.

Znajdz dwie ostatnie cyfry dziesietne liczby 331492,

Niech n € N. Wyznacz reszte z dzielenia liczby 32" przez 2".

Udowodnij, ze dla kazdej liczby pierwszej p > 5 spetniona jest kongruencja p® = 1
(mod 240)

Liczby a,b € N sa wzglednie pierwsze. Pokaz, ze istnieja m,n € N takie, ze

a™+b" =1 (mod abd).

Liczba naturalna n jest nieparzysta. Udowodnij, ze

n|(22-1)2°-1)...2" 1 —1).

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej parzystej n
n?—1]2™ —1.
Udowodnij, ze n 1 2™ — 1 dla kazdej liczby naturalnej n > 1.
Niech n € Nin > 1. Udowodnij, ze
n|1"+2"+...+(n—1)"

wtedy i tylko wtedy, gdy n jest liczba nieparzysta.
Liczba p > 2 jest pierwsza. Wyznacz reszte z dzielenia liczby (p—1)! przez p(p—1).
Niech a,n € N, n > 21 NWD(a,n) = 1. Udowodnij, ze

a" '+ (n—-1)!'=0 (modn)

wtedy i tylko wtedy, gdy n jest liczba pierwsza.

Liczba p > 2 jest pierwsza i n < p jest liczba naturalna. Udowodnij, ze
m=1! (p—n)!=(=1)" (mod p).



Analiza - klasa 2a

Zestaw 4. 9.10.2022

Powtdrzenie

S Utk W

10.

11.
12.
13.

. Niech &k > 1, p1,p2, ...

. Zmajdz trzy ostatnie cyfry liczby

. Wyznacz wszystkie liczby naturalne n takie, ze liczba n* + 4 ma tylko jeden

dzielnik pierwszy.

, P to pierwsze k liczb pierwszych i m = pips ... pg. Udo-
wodnij, ze liczby m — 1 i m + 1 nie s kwadratami.

Q77T

. Niech k € N. Wyznacz reszte z dzielenia liczby 92"+ przez 19.
. Udowodnij, ze liczb pierwszych postaci 3k + 2, k € N, jest nieskoncznenie wiele.

. Liczby p i g sa pierwsze oraz p > ¢q. Udowodnij, ze

pg| (p+ 1)+ (¢—1)P —p—q.

. Niech n € N. Udowodnij, ze kazdy wiekszy od 1 nieparzysty dzielnik liczby

20212" +1

jest wiekszy od 271,

. Niech a, b, ¢ € N. Udowodnij tozsamos¢

NWW(a,b,c)? - NWD(a,b) - NWD(b, ¢) - NWD(c,a) =
= NWD(a,b,c)* - NWW(a,b) - NWW (b, c) - NWW(c, a).

. Liczba p jest pierwsza, a,b € N i p{ ab. Udowodnij, ze

p? | (ab)P™t — Pt —pP7 41,

Wyznacz wszystkie pary liczb pierwszych (p, q) takie, ze
pq | 2P 4 29,

Niech a,n € N i a,n > 1. Udowodnij, ze n | ¢(a™ — 1).
Niech n € Nin > 6. Udowodnij, ze p(n) > v/n.

Dla n € N niech 7(n) oznacza liczbe wszystkich dzielnikéw naturalnych liczby n.
Udowodnij, ze
pn)+7(n) <n+1.

Dla jakich n zachodzi réwnoéé¢?

14.

15.

16.

17.

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej s istnieje liczba naturalna n, ktorej
suma cyfr dziesigtnych wynosi s i taka, ze s | n.

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 liczba 3™ — 2™ nie jest podzielna
przez n

Udowodnij, ze wérdd liczb postaci 2™ — 3, gdzie n € N, jest nieskonczenie wiele
liczb parami wzglednie pierwszych.

Niech n € N. Wyznacz NWD(n! + 1, (n + 1)!).



Analiza - klasa 2a Zestaw 5. 26.10.2022

Wprowadzenie do funkcji

Definicje. Jezeli kazdemu elementowi x zbioru X zostal przyporzadkowany doktadnie
jeden element y zbioru Y, to mowimy, ze zostala okreslona funkcja przeksztalcajaca
zbiér X w zbidr Y. Jedli taka funkcje oznaczymy przez f, to piszemy f: X — Y.

e Jezeli y € Y jest elementem przyporzadkowanym elementowi x € X, to piszemy
y = f(x) i méwimy, ze y jest wartoscig funkcji f dla argumentu x

e 7Zbior X nazywamy dziedzing funkcji f, a zbidr Y przeciwdziedzing funkcji f.

e Dla podzbioru U C X obrazem zbioru U wzgledem funkcji f nazywamy zbior
fO)={f(x)eY:zeU}

Zbiér f(X) nazywamy obrazem funkcji f.

e Funkcje f taka, ze dla dowolnych u,v € X zachodzi f(u) = f(v) nazywamy funkcja
statq.

e Funkcje f : X — X taka, ze dla kazdego x € X zachodzi f(x) = x nazywamy
identycznoscig na zbiorze X.

e Dwie funkcje f,g: X — Y saréwne, jezeli dla kazdego = € X zachodzi f(z) = g(x).
Mozemy wéwczas napisaé f = g.

e Powiemy, ze funkcja f jest réZnowartosciowa (1 - 1), jezeli dla dowolnych zq1,z9 € X
z réwnosci f(z1) = f(x2) wynika, ze 1 = a2 czyli

Virmex fl@) = flas) = @1 = .

. s 1—-1 . . ;. . . .
Piszemy wéwczas f : X — Y. Funkcje réznowartosciowe sa tez nazywane injekcja-
mi.

e Powiemy, ze funkcja f jest na, jezeli kazdy element Y jest wartoscig funkcji f, czyli
\V/yeyﬂ zeX Y = f(x)

Piszemy woéwezas f : X =5 Y. Funkcje ,na” sg nazywane sg surjekcjami.

e Funkcje, ktéra jest jednocze$nie réznowartosciowa i ,na” nazywamy bijekcjg lub
funkcja wzajemnie jednoznaczng i piszemy f: X — Y.

Zlozenie funkcji f : X - Y ig:Y — Z jest to funkcja go f : X — Z, ktorej wartosc
dla elementu x € X jest zdefiniowana jako

(9o f)(x) = g(f(x)).

Skladanie funkcji jest taczne, tzn. jesli f : X - Y, g:Y — Z, h: Z — U, to
ho(gof)=(hog)of.

Definicja. Funkcja g : Y — X jest funkcjg odwrotng do funkcji f : X — Y, jezeli
go f jest identycznoscia na zbiorze X i f o g jest identycznodcia na zbiorze Y. Funkcje
¢ oznaczamy woéwczas f L.

Twierdzenie. Funkcja f : X — Y posiada funkcje odwrotna wtedy i tylko wtedy,
gdy f jest bijekcja.

Whiosek. Jezeli funkcja f ma funkcje odwrotna, to tylko jedna.

1. Wyznacz obrazy funkcji:

(a) f:Z—Z, f(n) =2n+ 3, (d) f:R—-R, f(z)=|z+2| -2
(b) f:R—-R, f(z) =42 -7,
(©) fiR=R, f(2) = T, () f: R\ {1} R, fz) = 212,

Ktéra z tych funkcji jest injekcja, surjekcja czy bijekcja?
2. Niech k € N. Czy funkcja f : N = R, f(n) = ¥/n + 1— ¥/n, jest réznowartosciowa?
3. Podaj przyklady funkcji (a) f:Z = N, (b) g: N3 Z.

4. Podaj przyktad funkcji przeksztalcajacej zbiér N na zbidr liczb wymiernych do-
datnich.

5. Podaj przyklad funkcji f,g: N — N takich, ze fog # go f.

6. Rozstrzygnij, czy istnieje funkcja f : N — N taka, ze dla kazdej liczby naturalnej
n spelniona jest réwnoéé f(f(n)) = f(n) + 1 oraz 1 € f(N).

7. Funkcja f : N — N spelnia warunek: jezeli m — n jest liczba pierwsza, to
f(m) # f(n) Czy zbidr wartodci funkcji f moze byé skoficzony? Jezeli tak, to
wyznacz najmniejsza mozliwa liczbe jego elementéw.

8. Niech 4, ={1,2,...,n}.

e Kazda funkcje wzajemnie jednoznaczna f : A, — A, nazywamy permutacjqg
zbioru n-elementowego A,,.

e Permutacje f taka, ze dla pewnych réznych elementéow aq, as, ..., a; € A, za-
chodzi f(a;) = aip1 (i =1,2,....k = 1), flar) = f(a1) 1 f(z) = = dla z # a;,
nazywamy cyklem dlugosci k i zapisujemy (a1, as,...,ax). Cykl dlugosci 2 na-
zywamy transpozycjq.

e Moéwimy, ze cykle (ai,...,ax) i (b1,...,b;) sa rozlaczne, jesli {a1,...,ar} N
{bh...,bl} - (Z)

(i) Udowodnij, ze kazda permutacje mozna przedstawié¢ jako zlozenie pewnej
liczby parami roztacznych cykli.
(ii) Udowodnij, ze kazda permutacje mozna przedstawié¢ jako zlozenie pewnej
liczby transpozycji.
(iii) Permutacje f zapisano jako zlozenie p transpozycji i jako zlozenie ¢ trans-
pozycji. Udowodnij, ze p = ¢ (mod 2).
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Funkcje liczbowe 1

Definicja. Funkcja liczbowa jest to dowolna funkcja f: D — R, gdzie D C R.

Czesto funkcja liczbowa jest podana samym wzorem bez wskazania dziedziny. Wow-
czas przyjmujemy, ze dziedzing takiej funkcji jest zbiér wszystkich liczb rzeczywistych,
dla ktorych wzor definiujacy funkcje ma sens. Na przyktad

Vv +1 jest zbiér Dy = [—1, +00),
x . .z
71 jest zbiér D, =R\ {—1,1}.

e dziedzina funkcji f(x) =
e dziedzing funkcji g(z) =

Jezeli chcemy napisa¢, ze mamy do czynienia z funkcja zmiennej x bez oznaczania jej
literg f, g itp., mozemy uzy¢ notacji z symobolem +, np. z — /1 — 22

Funkeje liczbowe f,g : D — R (okredlone na tym samym zbiorze D) mozna doda-
wad, odejmowaé i mnozy¢. Tak otrzymane funkcje oznaczamy f+ g, f — g, fg. Jesli
f(z) # 0 dla kazdego = € D, to mozna rozwazac iloraz funkcji 4.

Funkcje mozna réwniez definiowaé za pomoca kilku wzoréw, rozbijajac jej dziedzina
na kilka rozlacznych podzbioréw. Na przyklad funkcje zwana wartoscig bezwzgledng
lub modulem f(x) = || mozna zdefiniowa¢ w nastepujacy sposéb:

x gdy x > 0
flx) =
—x gdy x < 0.

Inne przyklady to funkcja signum: oraz funkcja Dirichleta

-1 gdyx<0
sgn(z) =40 gdyx=0 @) = 0 gdyzeR\Q
1 gdyx>0 1 gdyxe@Q

Definicja. Dla D C R takiego, ze x € D <= —z € D funkcje f: D — R nazywamy
parzystq, jesli f(x) = f(—z) dla kazdego = € R i nieparzystq, jesli f(x) = —f(—z) dla
dowolnego = € R.

Definicja. Wykresem funkcji liczbowej f : D — R nazywamy podzbiér plaszczyzny
{(z,f(z)) e RxR:x € D}.

1. Wyznacz dziedziny funkcji

(8) fla) = 02T ) f2) = Vo2 = or T
(22 —=2)(z+ 1)(z2+2) o,
(b) f(z) = \/ax(z —1)(z — 2)(z — 3), () fl@) = 5

(¢) f(z)= i;i,g(az): z—1 ,%

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

. Opisz, jak z wykresu funkcji f(x) otrzymaé wykres funkcji f(z) + a, f(z + a),

af(x), f(ax), gdzie a € R.
Korzystajac z poprzedniego zadania naszkicuj wykresy funkcji i wyznacz ich zbio-
ry wartodci:

2z 43
b) f(z
(b) f@) = =,
Udowodnij, ze kazda funkcja f : R — R jest suma funkcji parzystej i funkcji
nieparzystej. Czy takie przedstawienie funkcji f jest tylko jedno?

(a) f(x) = 2% + 22 -2, () flz) = [Jx — 2] —2| — 2.

. Co mozna powiedzie¢ o (nie)parzystosci funkeji f + g, fg, f o g w zaleznoéci od

(nie)parzystosci funkcji f i g7

1422 14 22
1-— -1
\/ 2x + \/ 2x
1422 1+ 22
1 -1
\/ 2x * +\/ 2x

Punkt P jest érodkiem symetrii wykresu funkcji f : R — R. Udowodnij, ze P
nalezy do tego wykresu.

Narysuj wykres funkcji f(z) = |z-

Funkcja f(z) = 2;13 spelnia warunek f o f(x) = z dla kazdego x # —%.
Wyznacz wspodtezynnik c.

.I‘Q n n .
Dana jest funkcja f(z) = et Oblicz sume ;]; f (i)

Wyznacz wszystkie funkcje f : Q — R takie, ze dla dowolnych z,y € Q spelniona
jest réwnosé f(z) + f(y) = f(z +y).

Wyznacz wszystkie funkcje f : R — [0,+00) takie, ze dla dowolnych z,y € R
spelniona jest nieréwnos$é f(x +y) > f(z) + f(y).
Wyznacz wszystkie funkcje f : N — N takie, ze f(m+n) =
kich m,n € N oraz f(f(k)) = f(k)? dla pewnego k € N

Wyznacz wszystkie funkcje f : R — R takie, ze dla dowolnych x,y € R spelniona
jest rownosé
(@) flz)- fly) —ay=f2)+ fly) -1, (d) f(@+y)+zy = fz)f(y)
(b) flz+y)* = f(2)* + f(y)* (e) f(z*)=f(y*) = (z+y)(f(z)—f(y)),
(c) flaty) - flz—y) =4y (f) zf(y) +yf(x) = (z+y)f(2)f(y)

f(m)f(n) dla wszyst-

Funkcja f : (0,4+00) — (0,+00) spenia réwnosé¢ f(zf(y)) + f(yf(z)) = 2zy dla
dowolnych z,y € (0, +00). Udowodnij, ze f jest injekcja. Wyznacz wszystkie takie
funkcje f.

Funkcja f : R — R spelania réwnosé f(f(z)+y) = 22+ f(f(y) —x) dla dowolnych
z,y € R. Udowodnij, ze f jest surjekcja. Wyznacz wszystkie takie funkcje f.
Funkcja f : N — N spelnia dla kazdego n € N nieréwnos$é f(n +1) > fo f(n).
Udowodnij, ze f(n) =n dla kazdego n € N.
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Funkcje liczbowe 11

Monotonicznosé funkcji. Méwimy, ze funkcja f jest

e rosngca, jesli f(z) < f(y), edy = < g,

e malejgca, jesli f(x) > f(y), gdy = < y,

e niemalejaca, jesli f(z) < f(y), gdy = < y,

o nierosngca, jesli f(x) > f(y), gdy = < y,

e monotoniczna, jesli jest niemalejaca lub nierosnaca,

e Scisle monotoniczna, jesli jest rosnaca lub malejaca

Przyktady: funkcja o — ¢/ jest rosnaca, funkcja x —= —z — 23 jest malejaca.
Przedzial monotonicznosci funkcji f jest to przedzial, na ktérym funkcja f jest mo-
notoniczna, ktéry nie jest zawarty w wiekszym przedziale o tej wlasnosci.

Przyklad: funkcja f(z) = 2? ma dwa przedzialy monotonicznosci: (—oo, 0], na ktérym
maleje i [0, +00), na ktérym rosnie.

Ekstrema funkcji. Powiemy, ze funkcja f ma w punkcie a € D

o minimum (minimum globalne), jezeli f(x) > f(a) dla kazdego = € D. Wowczas
piszemy min f = f(a) lub mgnf = f(a);

o maksimum (maksimum globalne), jezeli f(x) < f(a) dla kazdego x € D. Wowczas
piszemy max f = f(a) lub mgxf = f(a);

o minimum lokalne, jezeli istnieje przedzial (b, c) C D taki, ze a € (b,c) i f(z) > f(a)
dla kazdego x € (b, ¢);

o maksiummum lokalne, jezeli istnieje przedzial (b,¢) C D taki, ze a € (b,c) i
f(z) < f(a) dla kazdego = € (b, c).

Minumum globalne lub maksimum globalne nazywamy ekstremum globalnym
Minumum lokalne lub maksimum lokalne nazywamy ekstremum lokalnym.

Przyklady:

e funkcja f(z) = 2 ma w punkcie ¢ = 0 minimum globalne i lokalne. Funkcja ta nie
ma maksiméw lokalnych.

2

e funkcja g(z) =1 — |z + 1| ma w punkcie a = —1 maksimum globalne i lokalne.
1

e funkcja h(x) = — (z # 0) nie ma ekstreméw lokalnych i globalnych
x

Raczej oczywisty fakt. Niecha <c<bi f:(a,b) = R.
e Jezeli funkcja f jest niemalejaca na przedziale (a, ¢] i nierosnaca na przedziale [c, b),
to f ma w punkcie ¢ maksimum lokalne.

e Jezeli funkcja f jest nierosnaca na przedziale (a, ¢] 1 niemalejaca na przedziale [c, b),
to f ma w punkcie ¢ minimum lokalne.

Méwimy, ze funkcja f : D — R jest ogramiczona z gdry, jezeli istnieje A € R takie,
ze f(x) < A dla kazdego x € D i ograniczona z dolu, jezeli istnieje B € R takie, ze
f(z) > B dla kazdego « € D. Funkcja f jest ograniczona, jezeli f jest ograniczona z
gbry i z dotu.

1. Udowodnij, ze funkcja f(z) = = jest rosngca. Wyznacz funkcje 1.

T

vi4x

2. Wyznacz przedzialy monotonicznosci i ekstrema funkcji, zbadaj czy funkcja jest
ograniczona z gory lub z dotu, wyznacz jej ekstrema globalne (jesli istnieja).

(a) f(@:TlZ,xeR (d) fl@)=|lz—2| —2,z €R
* z—3 1

(b) f(@z%,xe]& (¢) f(x):2x+1’m€R\{_§
v 22—z +1

(¢) fle)=lz+1+]z—1,z€R () f(l"):mﬂ?ER

3. Funkcje f1, fo : D — R sg rosnace. Czy jest prawda, ze funkcje

9(x) = min(f(z), g(x)), h(z) = max(f(x), g(x))

rowniez sa rosnace?

4. Funkcja f : D — FE jest bijekcja i jest Scisle monotoniczna. Wykaz, ze funkcja
f~! tez jest monotoniczna.

5. Funkcje f i g sa $ciSle monotoniczne. Co mozna powiedzie¢ o monotonicznosci
funkcji f-gi fog?

6. Niech a < b. Wykaz, ze kazda funkcja monotoniczna f : [a,b] — R jest ograniczo-

na. Podaj przykltad funkcji montonicznej f : (a,b) — R, ktdra jest nieograniczona
z gory i z dotu.

7. Funkcja Riemanna. Funkcja Riemanna r : R — R zdefiniowano w nastepuja-
cy sposéb: r(x) = 0 dla x niewymiernych i z = 0, oraz r(}) = n dlaz = =

o
gdzie m € Z\ {0}, n € N i utamek 7 jest nieskracalny. Pokaz, ze funkcja r jest
nieograniczona na kazdym przedziale (a,b).

8. Podaj przyktad funkcji ograniczonej f : [0, 1] — R takiej, ze na zadnym przedziale
[a,b] C [0,1], a < b, f nie przyjmuje wartosci najwiekszej i najmniejszej.

9. Funkcja f : N — N jest rosnaca i spelnia dla kazdej liczby naturalnej n réwnosé

Oblicz £(999).
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Zadania powtorzeniowe

1. Wyznacz dziedzine funkcji:

V3r+5
V2w —3 -z —2
v +1
b r)=———
b e = ey

(c) f(x):,/ﬂé—z

2. Dla jakich liczb naturalnych n istnieje permutacja f zbioru A, = {1,2,...,n}
taka, ze dla kazdej liczby k € A,

(a) f(z)=

fR)#k i f(f(k) =k?

3. Zbadaj, czy ponizsze funkcje sa parzyste lub nieparzyste:

2% + |z x - |z
— T —
xt — 16 3+

(n e N)

v sgn(a) - [z

|z —10] |« + 10|
—
r+5 r—5

x—(14+2)"+(1—2)"

4. Funkcja f : R — R spelnia dla dowolnych z,y € R réwnanie f(z)f(y) = f(zy).
Udowodnij, ze f jest funkcja parzysta lub nieparzysta.

5. Wyznacz przedzialy monotoniczno$ci i ekstrema funkcji, zbadaj czy funkcja jest
ograniczona z géry lub z dolu, wyznacz jej ekstrema globalne (jesli istnieja).
(a) f(z) =lz+1—|z -1, zeR
(b) f(z) =14 —=5z|+[1 =3z|+2zx+4, 2R
(0) f@) =2z —1/+2|, 2 €R
22—z +1
d) fl&) = ——

(e) f(z) =

» © € R\ {0}

rz—1
x+1’

zeR\ {1}

6. Wykaz, ze funkcja f(z) = %H jest $cisle monotoniczna, wyznacz jej obraz i
x

wyznacz funkcje =1 : f(R) — R.

10.

11.

12.

13.

Wykaz, ze funkcja f : [0,4+00) — R dana wzorem

JT

f(x)zm

jest réznowartosciowa, jej obrazem jest przedzial [0, %) i wyznacz jej funkcje od-
wrotna.

Wskazowka: Jezeli funkcja ma funkcje odwrotna, to jest bijekcja.

Wyznacz najwigksza liczbe rzeczywista a taka, ze funkcja
flx)=2>4+2z+1
jest roznowarto$ciowa na przedziale [a,+00) i wyznacz funkcje odwrotna

f7t f(la, +00)) = R.

Wykaz, ze dla dowolnych a, b, c € R wykres funkcji f(x) = 23 + ax? + bz + ¢ ma
grodek symetrii.

ZnajdZ wszystkie funkcje f : (0, +00) — R takie, ze dla kazdego x # 1 spelniona
jest réwnosé f(z) +2f (%) =z

Wyznacz wszystkie (a) injekcje, (b) surjekcje f : R — R takie, ze dla dowolnych
x,y € R zachodzi réwnosé f(f(z) +vy) = fz +y) + 1.

Wyznacz wszystkie funkcje f: R — R takie, ze

fle—fy)=1-z-y

dla dowolnych z,y € R.

Podaj przyklad bijekeji f : [0,1] — [0, 1], ktéra nie jest funkcja monotoniczna na
zadnym przedziale [a,b] C [0,1].

Wskazowka: Zdefiniuj f oddzielnie dla liczb wymiernych i niewymiernych.
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Wartosé bezwzgledna

Njwazniejsze wlasnos$ci wartos$ci bezwzglednej.

(i)
(i)

(iii)

|z| > = dla kazdego = € R.

Jedlia > 01z € R to nieréwnoéé |z| < a jest réwnowazna koniunkcji nier6wnoséi
—a< T <a.

Jesli a > 01z € R to nieréwnoéé |x| > a jest réwnowazna alternatywie nieréw-
noséi x > a lub z < —a.

x

||

Jedli z,y € R to |zy| = |z| - |y| oraz gdy y # 0 to — =

]

Jesli 2,y € R, to [z +y| < |z| +[y| oraz |[z] —[y|| <[z —yl.

. Rozwiaz réwnania:

(a) lt+2/=23—-x) (e) |2z|+3z—5=|z—1]
(b) |z| — |z —2|=2 (f) [le+1]-2[=1
(c) lz—3|+|z+4 =9 (g) ||z +2|—|z|| =2
(d) 2lz|+ |z — 1|+ |z +1] =4 () [lz+1]—|z—1]|=3

. Rozwiaz nieréwnosci:

(a) b—2z| <1 (e) lx+2|—|z| >1
(b) 2—z|<1-2z (f) |2z + 6] + |3z — 12| + |z| < 20
(c) |30 —4|>7 (g) [lz+3]-2| <1
(d) |z —2| < |z +4] (h) ||z +3| -2 >3

. Wyznacz liczbe rozwiazan réwnania w zaleznosci od wartosci parametru m € R:

(a) ||x|73|:m (b) ||z|fm|:1 (c) |\:c7m|73|:1

. Wyznacz wszystkie mozliwe wartosci wyrazenia

ly + 2|
ly| + ||

|2 + x|
2] + ||

|z + y|
2] + |y

z,y,2z € R\ {0}.

. Wyznacz najmniejsza warto$é funkcji

fl@)=lz -1+ |z —-2|+...+ |z — 100, xz € R.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Zatozmy, ze —1 < z,y < 1. Wykaz, ze
|z =yl < |1 —ayl.
Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z,y, z zachodzi nieréwnos¢
lz| + 1yl + |zl <|ly+z—z|+]z+z—y|+ |z +y— 2|
Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych z,y, 2 zachodzi nieréwnosé
lo| + |yl + 2| F e+ y+ 2| > |z +y[+ |y + 2| + |2 + 2|

Udowodnij, ze dla dowolnych z,y € R spelniona jest nieréwnos¢

Dla z,y € R niech d(z,y) =

. Udowodnij, ze jesli x,y,z € R, to

d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2).

Udowodnij, ze dla dowlnych liczb rzeczywistych x,y, z spelniona jest nieréwnosé

etytal ol lyl 2l
Ltle+y+z  1+z 14y 1+][2]
Wykaz, ze jedli a,b,c € R, to
‘\/a2+b2—\/a2+c2‘<|b—c|.
Rozwiaz rownanie
Q‘x—‘x—i-\w—lH’:‘x+‘x—|x—|—1|”.

Wyznacz wszystkie funkcje f : [0,1] — [0, 1] takie, ze dla dowolnych x,y € [0, 1]
[f(2) = f(W)| =[x —yl.

Wykaz, ze dla dowolnych funkeji f,g: [0,1] — R istnieja z,y € [0, 1] takie, ze
1
|f(z) +g(y) -yl > 7.

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych aq,aq, ..., an, b1,ba,..., b, za-

chodzi nieréwnosé

D (lai—ag| 10 = b)) <D lai —byl.

1<i<j<n i=1 j=1
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Czes¢ catkowita
Cze$é calkowitq (podloge) liczby rzeczywistej x (ozn. |x|) definiujemy jako najwigksza
liczbe calkowita mniejsza lub réwna 2. Mozna takze spotkaé oznaczenie [z].

Stw. Jezeli = jest liczba rzeczywista i k jest liczba caltkowita, to |x| = k wtw. gdy
E<x<k+1.

Najwazniejsze wlasnosSci czesci catkowitej:
(i) Jesli x <y, to |x] < |y] (czyli funkcja f(x) =
(i) |z] <z < |z] +1 dla kazdego = € R.

(iii) Jesliz e Rik € Z to (v + k| = |z] + k.

|| jest niemalejaca).

(iv) Jesliz e Rin €N, to “anJ - L%J
(v) Jesli z,y e Rto [z| + |y] < |z +y] <
0, to [z] - [y] < [xy].

Sufit liczby rzeczywistej x (ozn. [z]) definiujemy jako najmniejsza liczbe catkowita
wieksza lub réwna x. Zachodzi réwnosé [z] = — | —xz].

< lz| + |y] + 1.
(vi) Jesli z,y > <

Czes¢ ulamkowa liczby rzeczywistej x jest to liczba {z} = = — |x]

1. Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej  zachodzi réwnosé
1
z+§ = |2z — |z].

2. Naszkicuj wykres funkeji f(z) =

L$J+L—J

3. Funkcja f : N — N jest dana wzorem f(n) = L%J — L%J Wykaz, ze f jest surjekcja

i znajdz wszystkie liczby naturalne n takle ze f(n) = 2023.

4. Rozwiaz réwnania

(a) |z) + 3] = 17,
5+61’J _ 152z — 7

(b) ’
© %;17;6 (o) L[] =1,

7 4 (f) [(=+1)?] =

5. Wyznacz liczbe rozwiazan rownania

r= 3+ 5]+ 5]

10.

11.

12.

13.

14.
15.

16.

17.

18.

Udowodnij, ze dla dowolnych z,y € R zachodzi nieréwnos¢
12z] + [2y] > [z] + [y] + [z + 9]
Udowodnij, ze dla dowolnych z,y, z € R zachodzi nieréwnos¢

[3z] + [3y] + |32z] = 2(|z] + ly| + |[z)) + [z +y+ 2] .

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n

|[Vr+Vn+1] = |vin+2].

Niech n € N, z € R. Udowodnij tozsamosé Hermite’a:

Inz) = |z + {m‘—i—iJ o+ {x+n_1J.

n

k
Niech z € R. Oblicz sume E Vc —; J .
0<k<i<n

Dane sa wzglednie pierwsze liczby naturalne p, q. Udowodnij, ze

3] o5 -

Wyznacz wszystkie liczby rzeczywiste x > 1 takie, ze liczba {/[z]" jest calkowita
dla kazdego n € N\ {1}.

Liczby z1, 29, ...,

T, sa naturalne. Udowodnij nieréwnosé

+n<l+z+20+ ...+ 2,

1+ 2o+ ...+ 2,
n

Niech z > 0. Udowodnij réwnosé L LxJJ = |Vx].

Wykaz, ze jest nieskonczenie wiele liczb wymiernych dodatnich ¢ takich, ze
{¢*}+{q} = 0,99 i nie istnieje liczba wymierna dodatnia q taka, ze {¢*}+{q} = 1.
- \/* TL2 -1
Udowodnij, 7 { k} <
owodnij, ze Z 5

k=1

dla kazdej liczby naturalnej n

Liczby a,b sa dodatnie, niewymierne i @ + b = 1. Udowodnij, ze dla kazdej liczby
naturalnej n

|na] + [nb] =n—1.
Niech a, b, c € R i dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé

[na] + [nb] = |nc].

Udowodnij, ze a + b = c.
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Funkcja kwadratowa I
Funkcje f: R — R dang wzorem
f(z) = az® + bz +c,

gdzie a,b,c € Ria # 0 nazywamy tréjmianem kwadratowym, funkcja kwadratows,
lub wielomianem stopnia 2 (zmiennej ).

Tw. 1. Postaé kanoniczna i wyréznik funkcji kwadratowej. Kazda funkcje
kwadratowa f(z) = ax® + bx + ¢ mozna zapisa¢ w postaci

f(m):a(x—i-b)Q—i,

gdzie A = b? — 4ac,
2a

zwana postacig kanoniczng. We wzorze powyzej liczba A jest nazywana wyréznikiem
funkcji kwadratowej f.

Tw. 2. (przebieg zmiennos$ci funkcji kwadratowej). Funkcja f(z) = ax?®+bz+c,
gdzie a > 0, jest malejaca na przedziale (—oo, —%) i rosngca na przedziale (—%, +00).
W pukcie z = ;—; funkcja f przyjmuje minimum lokalne.

Jezeli a < 0, to funkcja f jest rosnaca na przedziale (—oo, f%) i malejaca na przedziale

(f%, +00). W pukcie z = ;—{f funkcja f przyjmuje maksimum lokalne.

Tw. 3. Pierwiastki funkcji kwadratowej. Funkcja f(z) = ax? + bx + ¢ z wyr6zni-
kiem A = b? — 4ac

(i) ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste x1, z2, jezeli A > 0, i wéwczas

—b+ VA . —b— VA
:77 2:7.

o 2a 2a

—b
(ii) ma jeden pierwiastek rzeczywisty x1, jezeli A = 0, i wéwczas x1 = Eye
a
(iii) nie ma pierwiastkéw rzeczywistych, jezeli A < 0.
Tw. 4. Wzory Viete’a. Rozwazamy funkcje kwadratowa f(z) = ax? + bx + c. Niech
1,22 € R. Nastepujace warunki s réwnowazne:

(i) Liczby z1 i 2o sa (wszystkimi) pierwiastkami funkcji f.

b
(il) 21 + 22 = —— 121 - 293 = — (Wzory Viete’a).
a

C
a

(iii) Voer f(z) = a(z — z1)(z — x2) (postac iloczynowa funkeji kwadratowej).

10.
11.

12.

Sprowadz trojmiany kwadratowe do postaci kanonicznej, znajdz ich pierwiastki,

wyznacz ich przedzialty monotonicznosci i okresl ich warto$¢ najmniejsza lub naj-
wieksza:

1 3 1 3
(a) 22 — 2+ —, gxf\/é,

3 5T+ G (b) —v22? +

(c) 22 +2 38,

. Wyznacz najmniejsza i najwieksza wartos¢ tréjmianu kwadratowego na podanych

przedziatach:

(a) f(z) =22% —4x — 6, na [—4,4] i [1,5].
(b) g(z) = —22% + 11z — 5, na [0,5] i [-1,1].

Rozwiaz réwnania
(a) 2* — 1022 +9 =0, (d) 2* —22° — 522 + 20 +1=0

(b) 23 +42? +42+1=0, z \? z+1\2 17
(c) * — 223 — 22 —22+1=0, (e) (x+1) +< ) — 1

xT

Dla danych liczb a,b € R rozwiaz réwnanie
1 1 1 1

Cz4a+b

T a g

. Niech a, b, c > 0. Czy jest mozliwe, ze kazdy z tréjmiandéw

ar? +br+ec, cx’+ar+b, br’+cr+a

ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste?

Niech f(x) = az? + bz + ¢ i zalézmy, ze réwnanie f(z) = x nie ma rozwiazan rze-
czywistych. Pokaz, ze réwnanie f(f(z)) = x tez nie ma rozwiazan rzeczywistych.

Dany jest tréjmian kwadratowy f(z) = az? + bx + c¢. Udowodnij, Ze nastepujace
warunki sa rownowazne:

(i) Voez f(n) € Z,
(ii) liczby f(—1), f(0) i f(1) sa calkowite,
(iii) liczby 2a, a + b i ¢ sa calkowite.
Korzystajac ze wzoréw Viete’a, wyznacz (w pamieci) pierwiastki tréjmianéw
202+ — 1,
8z% + 2z — 3.

x2—|—2x—3,
x? + x — 56,

x2—6x—|—8,
622 — b5z — 1,

x2—5x—6,

x? 4+ 10z + 21,

Rozwiaz réwnanie 22 4+ = = 1111111122222222.
Liczby p i ¢ sa pierwiastkami tréjmianu 22 + px + ¢. Znajdz p i q.

Liczby x1, z2 sa pierwiastkami tréjmianu x2? + ax + be, liczby xo, 3 sa pierwiast-
kami tréjmianu 22 + bz + ac, przy czym ac # be. Udowodnij, ze liczby x1, 13 sa
pierwiastkami tréjmianu 2 + cx + ab.

Pierwiastki tréjmianu 22 + az + b + 1 sa liczbami naturalnymi. Udowodnij, ze
liczba a? + b2 nie jest pierwsza.



Analiza - klasa 2a

Zestaw 12. 24.1.2023

Funkcja kwadratowa 2

14

. Dla danych liczb rzeczywistych a, b takich, ze ) < |a| < 2|b|, rozwazamy funkcje

f(x) = (2% — ax + b*) - (2% + bz + a?). Dla jakich wartoéci a, b

min f = (b2—ci> . (a2—22>?

. Dla jakich @ € R réwnanie |22 — 6z + 8| + |22 — 62 + 5| = a ma wigcej niz 3
rozwigzania?
. Wyznacz najmniejsza warto$é¢ funkcji f : R — R danej wzorem

fl@)=@*+x+1)? (@ +2+1)+ 1.

. WyprowadZ wzér na odleglo$é punktu na plaszczyZnie o wspélrzednych (p, ¢) od

prostej o réwnaniu y = ax + b.

5. Wyznacz najmniejsza wartosé funkeji f(z) = z3(2® + 1)(2® + 2)(z3 + 3).

11.

12.

. Dla jakich wartosci parametru a € R suma kwadratéw pierwiastkow tréjmianu

22 — (a —2)z — a — 1 jest minimalna?

. Liczby x1, z9 sg pierwiastkami tréjmianu 2 — 6z + 1. Udowodnij, ze dla kazdej

liczby calkowitej n liczba ] + x5 jest calkowita i nie jest podzielna przez 5.

. Niech P(x) = 2 + bx + ¢ i zalézmy, ze réwnania P(z) = 0 i P(P(P(z))) = 0

maja wspélne rozwiazanie. Udowodnij, ze P(0)P(1) = 0.

. Wyznacz wszystkie nieujemne rozwiazania réwnania La:QJ —2|z] =3.

10.

Niech f(z) = ax?. Udowodnij, Zze na plaszczyZnie istnieje punkt P i prosta k
takie, ze kazdy punkt wykresu funkcji f jest rownoodlegly od punktu P i prostej
k.

Punkt P nazywamy ogniskiem paraboli o réwnaniu y = ax?, prosta k nazywamy
kierownicg tej paraboli

Wyznacz réwnanie paraboli postaci F'(x,y) = 0, ktorej ogniskiem jest punkt
P = (1,1), a kierownica k ma réwnanie x +y + 1 = 0.

Dane sg dwie parabole o réwnaniach
y = a(x — b)* oraz y = c(x —d)>.

Wykaz, ze jezeli ognisko pierwszej paraboli lezy na drugiej paraboli, to ognisko
drugiej paraboli lezy na pierwszej paraboli.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Drut o dlugosci 8 metréw nalezy podzieli¢ na dwie czesci i z jednej zrobié¢ kwa-
drat, a z drugiej trojkat réwnoboczny. Jak to zrobi¢, aby suma pdl tych figur byla
najmniejsza?

Zmnajdz pole i dlugosci bokdéw najwickszego prostokata zawartego w tréjkacie pro-
stokatnym o przyprostokatnych a, b, ktérego boki sg rownolegte do tych przypro-
stokatnych.

Pierwszy uczen rozwigzal 60 rownan kwadratowych w czasie o 3 godziny krétszym
niz drugi. Ile czasu potrzebuje drugi na rozwiazanie 90 réwnan, jezeli razem roz-
wiazuja w ciggu godziny 30 réwnan. (Zakladamy, ze uczen potrzebuje tyle samo
czasu na rozwigzanie kazdego réwnania.)

Dwie rury otwarte jednocze$nie napelniaja w ciagu godziny 3/4 basenu. Napel-
nienie basenu do 1/4 objetosci tylko przy pomocy pierwszej rury, a nastepnie
dopelnienie tylko przy pomocy drugiej rury do objetosci 3/4 basenu zajmuje 2,5
godziny. Jedli otworzy¢ pierwsza rure na godzine, a druga na po6t godziny, to na-
pelni sie ponad polowa basenu. W ciagu ilu godzin napelni basen kazda z rur
osobno?

Woda wplywa do zbiornika przez kran, zas wyptywa przez odptyw. Gdy otwarty
jest kran i odptyw, pusty zbiornik zostanie napetlniony woda w ciagu 12 godzin.
Napelnianie zbiornika trwa o godzing krécej od oprézniania. Ile czasu potrzeba
na napelnienie pustego zbiornika z zamknietym odplywem woda? Ile czasu trwa
oproznienie zbiornika z zamknigtym kranem?

Liczby rzeczywiste x1, s sg pierwiastkami tréjmianu ax? + bx + ¢, gdzie a > 0.
Udowodnij, ze |x1], |z2| < 1 wtedy i tylko wtedy, gdy a+b+c¢>0,a—b+c>0
ia—c>0.

Tréjmiany kwadratowe P(x) i Q(z) maja catkowite wspélezynniki i wspdlny pier-
wiastek niewymierny. Udowodnij, ze P(z) = AQ(x) dla pewnego A € R.
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Powtdrzenie

e

. Rozwiaz réwnania

(a) [z =1+ [z| + [z + 1] =z + 2,
(b) fz =1+ |z —4] =2,
(c) [lz—3]-2|=1.

2. Dla jakich wartosci a € R réwnanie (z—1)? = |z —a| ma dokladnie 3 rozwigzania?
3. Rozwiaz nieréwnosci

(a) |z —2|+ |z +1]| >3z —3,

(b) ||z —3]-5| <2,

(c) 22 — 10z + |z — 5| > 0.
5. Zalézmy, ze —1 < z,y, z < 1. Udowodnij, ze

20y +yz + 2z < |z +yl+ly+2[ + [z + 2],

6. Udowodnij, ze dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych x,y, z prawdziwa jest
nier6wnosé

|z +2y| |y + 22|

ly—z  |z—=|

2
|z + 2z| S
|z —yl

7. Znajdz wszystkie liczby naturalne n takie, ze liczba {\”/Hlj dzieli liczbe 111.

8. Rozwiaz rownania

() =75 3

(b) L&E—;—MJ _ 16(x11—|— 1)’

(©) Lz +1) = xﬂ,

(d) == 2] =3,

z— /] =
(e) |z]+ |2z + |4z]| + |62] + |8z ] = 2006.

192 +6 {417—&—7J

—

9. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby naturalnej n zachodzi réwnosé

[VR+Vn+1+vVn+2]=[VIn+3|.

10.

11.
12.

13.

14.

Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej n istniejg liczby catkowite a i b takie,
ze
n=|av2| + [pv3].

Rozwiaz réwnanie 22* — 1323 — 322 — 132 + 2 = 0.

Dla jakich ¢ € R suma kwadratow pierwiastkow tréjmianu kwadratowego
22 — (a —2)z — a — 1 jest najmniejsza?

Dla danej liczby a € R wyznacz najmniejsza wartosé funkeji
f(z) = (2® + 22 +2)% — a(z® + 22 — 2).

Wyznacz nieujemne rozwigzania réwnania 2 [z?| =1+ [z].
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Nieréwnosé¢ Cauchy’ego — Schwarza

Tw. Dla dowolnych liczb rzeczywistych a1, as, ..., an,b1,b2,...,b, prawdziwa jest nie-

réwnoéé
n 2 n n
(Sooen) < (308 (2o
k=1 k=1 k=1

Ponadto, nieréwnos$é ta staje sie réwnoscia wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba
rzeczywista x taka, ze by = x-ar dlak =1,2,...,n.

Whiosek (Posta¢ Engela nieréwnosci C-S). Jezeli aq,...,a,,b1,...,b, € R i
bi,...,b, >0, to

a2 a2 a? a1 +a +...+an2
R B .
by b by, by +ba+...+0b,

1. Udowodnij, ze dla liczb nieujemnych a, b zachodzi nieréwnos¢
(a® +b%)(a +b) > (a® + %)%
2. Niech ay,as9,...,a, € R. Udowodnij, ze

2 2 2
aj+ay+...+a, 2 ajaz +aa3 + ...+ an—10, + apay.

3. Niech a,b € R i |a], |b] < 1. Udowodnij, ze ab+ /(1 — a?)(1 — b2) < 1.

4. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb a,b € R zachodzi nieréwnosé

la® — b3 < |a — b|v/(2a2 + b2) (a2 + 2b2).

5. Zalézmy, ze a,b,c € Ria+ 2b+ 3¢ > 14. Udowodnij, ze a® + b2 + ¢ > 14.

6. Liczby dodatnie x,y speliaja réwnosé z2 + 32 = 1. Udowodnij, ze

<1+313> : (1+;) >3+ 2V/2.

7. Liczby a, b, ¢ sa dtugo$ciami bokéw pewnego tréjkata. Udowodnij nieréwnosé

Vala—b+¢)+Vob—c+a)+vVe(e—a+b) </(a2+b02+c2)(a+b+c).

8. Zalézmy, ze a,b,c € R i a® + 2b* + 3¢ < 6. Udowodnij, ze |a + b+ c| < V/11.
9. Zatézmy, ze a, b, c,d € Ria+2b+3c+4d > 30. Udowodnij, ze a®+b%4c%+d? > 30.

10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Udowodnij, ze dla liczb a1,...,a,,b1,...,b, > 0 zachodzi nieréwnos¢

vaiby + v asbs + ...+ anbn<\/al+a2+...an~\/b1+b2—|—...+bn.

Niech a,b > ¢ > 0. Udowodnij, ze v/c(a — c) + /c(b— ¢) < Vab.

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ zachodzi nieréwno$é
ava? 4+ 2 +bv/b2 + 2 < a® +b% + 2.

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych ay,...,a, 1bq,. ..
jest nieréwnosc¢

, b, prawdziwa

n n

k=1

k=1 k=1
Niech n € N. ZnajdZ najwieksza warto$¢ funkcji

(" + "t x4+ 1)2

x2n 4 p2n=2 4 4241 vEeR

f(z) =

Liczby dodatnie z,y, z spelniaja warunek zyz = 1. Udowodnij, ze
x2 y? 22 3

+
y+z z+x

Z -
r+y 2

Za pomoca postaci Enegela udowodnij nieré6wnosé Nesbitta: Jezeli a,b,c > 0,
to

a n b + c S 3
b+c c4+a  a+bd 2
Niech z,y, z > 0. Udowodnij nier6wnosé
2 2 2 9
+ + > .
r+y yYy+z z+x r+y+z
Liczby ay, a9, ..., a, sa dodatnie. Udowodnij nieréwnosé
2 2 2 2
a a a:s_ a
A4 24 o+l s tagt .. tay.
a9 as Qp, aq

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢, d zachodzi nieréwnosc¢

a n b n c d S 9
b+c c+d d+a a+b”

Liczy a,b, c sa dodatnie i ab + bc + ca > 3. Udowodnij nieréwnosé

a n b n c >i
Vatb Vbtec Veta V2
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Wzér Legendre’a

Definicja. Niech p € P, n € N i 1,(n) oznacza najwigkszy wykladnik k taki, ze p* | n.
Liczbe vp(n) nazywamy wykladnikiem p-adycznym liczby n.

Tw. (Wzérr Legendre’a) Jezeli p jest liczba pierwsza i n € N, to
N | n n

1. Stosujac wzor Legendre’a, udowodnij, ze dla dowolnych liczb catkowitych nieujem-
nych n, k takich, ze n > k liczba

(

2. Liczba p jest pierwsza i m € N. Oblicz v, ((p™)!).
3. Niech n € N. Udowodnij, ze 2" nie dzieli n!, ale 2™ dzieli (2n)!/nl.

jest calkowita.

4. Wyznacz wszystkie liczby naturalne n takie, ze 2771 | nl.
2

5. Dla jakich liczb naturalnych n liczba ( n) jest podzielna przez 47
n

6. Udowodnij, ze dla dowolnych n,m € N liczby
(2n)!- (2m)! ) (mn)!
_ i —_—
nl-m!- (n+m)! m! - (nl)m
sa catkowite.

7. Znajdz wszystkie liczby naturalne n takie, ze zapis dziesietny liczby n! konczy sie
doktadnie 1000 zer.
8. Niech n € N. Udowodnij, ze n! = H NWW (1, 2,..., {ED
k=1



Zestaw 16.

Analiza - klasa 2a 28.2.2023

Kombinatoryka 1

Tw. (Zadada szufladkowa). Niech k,n € N. Jezeli kn+1 przedmiotéw rozmieszcza-
my w n szufladach, to w jednej z szuflad znajdzie sie co najmniej k& + 1 przedmiotéw.
Niech A bedzie zbiorem skoficzonym. Moc zbioru A jest to liczba jego elementéw. Moc
zbioru A zapisujemy jako |A| lub A.

Regula dodawania. Jezeli zbiory skonczone Ay, As, ..., A, sa parami roztaczne, to

[AyUAsU...UA,| = |A1| +|A2| + ...+ |A,].

Regula mnozenia. A;, As, ..., Ax to zbiory skoniczone. Liczba réznych ciggbéw k-
elementowych (a1, as, ..., ay) takich, ze a; € A; dla j =1,2,..., k wynosi

[Ay| - |As| - ... |Ag]-

Stw. Zbiory A i B sa skonczone. Wowczas

e |A| = |B| wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje bijekcja f: A — B.

e |A| > |B| wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje surjekcja f: A — B.
<

e |A| < |B| wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje injekcja f: A — B

1. Na przyjeciu jest n > 2 gosci. Udowodnij, ze pewne dwie osoby maja taka sama
liczbe znajomych wéréd oséb bedacych na przyjeciu.

2. W kazde pole tabeli n x n wpisano jedna z liczb —1,0,1, a nastepnie dodano
do siebie liczby z kazdego wiersza, z kazdej kolumny i z kazdej z przekatnych.
Udowodnij, ze pewne 2 z otrzymanych sum sa réwne.

3. Udowodnij, ze kazdy zbiér sktadajacy sie z n réznych liczb catkowitych zawiera
niepusty podzbioér, ktérego suma elementéw jest podzielna przez n.

4. Zezbioru{1,2,3,...,2n} wybrano n+1 réznych liczb. Wykaz, ze z tych n+1 liczb
mozna wybraé trzy liczby a,b, ¢ (nie musza byé parami rézne) takie, ze a = b+ c.

5. Ze zbioru {1,2,3,...,2n} wybrano n+ 1 liczb. Udowodnij, ze jedna z wybranych
liczb jest dzielnikiem innej.

6. Wybrano 20 réznych liczb naturalnych mniejszych od 70. Wykaz, ze wérdd wszyst-
kich réznic par tych liczb sa co najmniej 4 réwne.

7. Kazdy punkt na okregu pomalowano jednym z dwoch koloréw. Udowodnij, ze pe-
wien tréjkat réwnoramienny wpisany w ten okrag ma wszystkie wierzcholtki tego
samego koloru.

8. Wewnatrz kwadratu o polu 1 obrano 51 punktéw. Wykaz, ze pewne 3 z nich leza
1

w kole o promieniu 2

9.

10.

11.

12.
13.
14.

15.

16.

17.

18.
19.

20.

21.

22,

23.

24.

Liczby od 1 do 101 zapisano w dowolnej kolejnosci. Wykaz, ze mozna skresli¢ 90 z
nich tak, ze pozostate 11 bedzie ustawione w porzadku rosnacym lub malejacym.

Tw. Dirichleta. Liczba x jest niewymierna. Udowodnij, ze dla dowolnej liczby
naturalnej n istnieja liczby catkowite p, ¢ takie, ze 1 < ¢ < n oraz

3\1—‘

lzg —p| <

Numer dowodu osobistego jest ciagiem trzech liter alfabetu lacinskiego i szesciu
cyfr. Ile r6znych dowodéw osobistych mozna wydaé?

Ile jest réznych liczb czterocyfrowych, majacych ta sama cyfre setek i jednosci?
Ile jest réznych liczb pieciocyfrowych o nie powtarzajacych sie cyfrach?

Ile jest zgodnych z regutami gry w szachy ustawien na szachownicy 8 x 8 dwéch
kroli?

Ile jest mozliwych ustawien na szachownicy dwoch hetmanéw tak, aby jeden nie
zagrazal drugiemu?

Zbiory |A| i |B] sa skonczone, |A| = k, |B| = n. Ile jest (a) funkcji, (b) injekcji
f+A— B.

Na ile sposobéw mozna wybraé (a) podzbiér zbioru n-elementowego, (b) dwa
roztaczne podzbiory zbioru n-elementowego?

Ile jest surjekcji ze zbioru 4 elementowego na zbiér 3 elementowy?

Zbiér A jest niepusty i skonczony. Udowodnij, ze

(a) A ma tyle samo podzbioréw o parzystej i o nieparzystej liczbie elementow.

(b) Dla dowolnego elementu a € A, zbiér A ma tyle samo podzbioréw zawiera-
jacych a i nie zawierajacych a.

Udowodnij, ze spoéréd dowolnych 2"~ ! 4 1 réznych podzbioréw zbioru n-
elementowego zawsze mozna wybra¢ dwa podzbiory roztaczne.

Niech n € N. Jakich podzbioréw zbioru {1,2,...,n} jest wiecej: tych, ktérych su-
ma elementéw jest parzysta, czy tych, ktérych suma elementéw jest nieparzysta?

Ile podzbioréw zbioru {1,2,...,n} nie zawiera dwdch kolejnych liczb?

Zbiér A ma n elementéw, B; C A, j =1,2,...,2"" ! to rézne podzbiory zbioru A,
przy czym kazde trzy z tych podzbiorow majg niepusta czeé¢ wspdlna. Udowodnij,
ze istnieje element nalezacy do kazdego ze zbioréw B;.

A1, As, ..., Ay, to rézne podzbiory zbioru {1,2,...,n}. Przyjmijmy, ze Agpi1 =
Aj. Znajdz najwigksza mozliwg warto$é sumy
Z |Ak N Agt1]
A TAg ]
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Kombinatoryka II

Wariacjg k-wyrazowq z powtérzeniami zbioru A nazywamy kazda funkcje odwozorowu-
jaca zbior {1,2,... k} w zbiér A. Kazda taka funkcje mozna wzajemnie jednoznacznie
utozsamié z ciagiem diugoéci k o wyrazach ze zbioru A.

Tw. 1. Liczba k-wyrazowych wariacji z powtérzeniami zbioru n-elementowego wynosi

n*.

Wariacjg k-wyrazowg bez powtdrzen zbioru A nazywamy kazda injekcje (funkeje rézno-
wartos$ciowa) odwzorowujaca zbior {1,2,...,k} w zbiér A. Kazda taka funkcje mozna
wzajemnie jednoznacznie utozsamic¢ z ciggiem dhugosci k£ o réznych wyrazach ze zbioru
A.

Tw. 2. Liczba wariacji k-wyrazowych bez powtdrzen zbioru n-elementowego wynosi
n!

——— jeSlin > ki0jeslin > k.

(n—k)’ Z e

Permutacjg zbioru n-elementowego A nazywamy kazda bijekcje odwzorowujaca zbiér

{1,2,...,n} na zbiér A. Kazda taka bijekcje mozna wzajemnie jednoznacznie utozsa-

mié z pewnynm ustawieniem wszystkich elementéow zbioru A w ciag dlugosci n.

Tw. 3. Liczba permutacji zbioru n-elementowego wynosi n!.

Niech k,n € NU{0} i k < n. Kombinacjg k-elementowq zbioru n-elementowego A
nazywamy kazdy k-elementowy podzbiér zbioru A.

Tw. 4. Niech k,n € NU {0} i ¥ < n. Liczba k-elementowych kombinacji (czyli k-

n
elementowych podzbioréw) zbioru n-elementowego jest réwna ( k:>

1. Tle jest ciagéw dlugosci 4 o wyrazach ze zbioru {1,2,...,15} takich, ze
(a) liczba 4 jest jednym z wyrazéw ciggu?
(b) pewna liczba wystepuje w ciagu dokladnie dwukrotnie?
(¢) pewna liczba wystepuje w ciagu co najmniej dwukrotnie?

2. Ile réznych liczb trzycyfrowych mozna utworzy¢ z cyfr 1,2,3,4,5,6, jezeli
(a) cyfry moga sie powtarzaé?
(b) cyfry nie moga sie powtarzaé?
(¢) cyfry moga sie powtarzac¢ i 1 musi wystapié¢ co najmniej raz?
(d) cyfry moga si¢ powtarzaé i liczba musi by¢ wigksza od 4007
(e) cyfry nie moga si¢ powtarzaé i liczba musi byé wieksza od 4007

Ile jest réznych ustawien 9 osob w szereg takich, ze wybrane 3 osoby stoja jedna
po drugiej?

Ile jest réznych sposobéw posadzenia n 0séb przy okraglym stole? Dwa usadzenia
uznajemy za takie same, jezeli w obu kazda osoba ma tych samych sasiaddw.

. Sposréd uczniéw klasy 2a nalezy wybraé czteroosobowy samorzad. Na ile sposo-

boéw mozna to zrobi¢? Na ile sposobdéw mozna wybraé czteroosobowy samorzad
tak, aby nalezala do niego co najmniej jedna dziewczyna i co najmniej jeden
chlopak?

6. Wyznacz liczbe ciagéw (a1, as, as, as) takich, ze a; € N oraz a; +as+as+aq = 10.

7. Na plaszczyznie danych jest 14 prostych, z ktorych zadne dwie nie sa réwnolegle

i zadne trzy nie przecinaja si¢ w jednym punkcie. Ile jest trojkatow, ktorych boki
naleza do tych prostych?

8. Ile réznych prostokatéw mozna utworzyé z pol szachownicy 8 x 87

9. Ile jest permutacji zbioru {1,2,3,...,31} takich, ze iloczyn kazdych dwéch sa-

10.

11.

12.

13.

15.

16.

17.

siednich liczb jest parzysty?

Na ile sposobéw mozna wypelnié¢ kupon totolotka (zakreslamy 6 liczb od 1 do 49)
tak, ze zakres$lone zostana co najmniej 2 kolejne liczby?

Na ile sposob6w mozna posadzi¢ na 25 miejscowej tawie 10 panéw i 15 pan tak,
aby miedzy kazdymi dwoma panami siedziala co najmniej jedna pani?

Na ile sposobow mozna podzieli¢ zbiér 12 elementowy na 6 roztacznych podzbio-
row 2-elementowych?

Na ile sposobéw mozna rozmiesci¢ 9 studentéw w 3 pokojach trzyosobowych, gdy
(a) kazdy moze dzieli¢ pokdj z kazdym,

(b) pewnych dwéch studentéw nie chce mieszkaé razem,

(¢) pewnych dwéch studentéw chee mieszkaé razem?

. Podaj kombinatoryczne dowody tozsamosci (a) (Z) = ( " )

n—k

) (%) = () + (20) () k- (3) =n- (321) (d) Xjoo () = 2™

n 2
Niech n € N. Udowodnij tozsamosci: (a) Z <n> = (QT?), neN

k
k=0

= n+k\ (n+m+1 = n+k\ n-k _ ,on
(b)Z( . )_< - >,n,m€N (c) < i >2 =2"" peN.

k=0 k=0
Niech n € N. Udowodnij, ze liczba ciagéw m-wyrazowych (a1, asg, ..., a,;,) takich,
. . +n—-1
ze a; € NU{0} oraz ay + az + ...+ a,, = n wynosi (m " 1 )

m —

Niech n, k € N. Filemon i Bonifacy zapisuja ciagi liczb catkowitych:
e Filemon zapisuje wszystkie ciagi (a1, ag,...,a,) takie, ze |ai| + ...+ |an| < k.

e Bonifacy zapisuje wszystkie ciagi (b1,bo,. .., bx) takie, ze |b1| + ... + |bx| < n.

Udowodnij, ze obaj zapisza tyle samo ciagéw.
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Zestaw 18. 17.3.2023

Powdtrzenie

Zakres: nieréownos$¢ Cauchy’ego - Schwarza, wzér Legendre’a, kombinatoryka.

1. Liczby a,b, ¢ sa dodatnie. Udowodnij nieréwnosé

4. Wybrano 16 liczb ze zbioru {1,2,..

. Niech aq,as, ..

2 2 2 2 2 2
aVvVhZ+ 2 +bvVE+d2+ Va2 +b < V3.
a2+ b2 4 c2

an € Riaf+a3+...+a; =1 Udowodnij, ze

aias + asag + ...+ ap_1a, + ana; = —1.

. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb naturalnych m, n, g liczba

(3m)! - (3n)!- (3¢)!
() (D) (g (o + 7+ )]

jest calkowita.

.,30}. Wykaz, ze pewne dwie réznia sie o 3.

5. Liczby a,b, ¢, d sa caltkowite. Wykaz, ze iloczyn

10.

(b= a)(c—a)(d — a)(c —b)(d — b)(d — o)

jest podzielny przez 12.

. Udowodnij, ze ze zbioru 102 réznych liczb catkowitych mozna wybra¢ dwie, kto-

rych suma lub réznica dzieli sie przez 200.

. Kazde pole tabeli o 2 wierszach i 10 kolumnach kolorujemy jednym z 10 koloréw.

Ile jest pokolorowan tabeli takich, ze pola w kazdym wierszu sg réznych kolorow?

. Oblicz, na ile sposobéw mozna zapisa¢ w jednym rzedzie cyfry 0, 1, 2, ..., 9 tak,

aby
(a
(b

) 011 wystepowaly obok siebie,
)

(c) 0,11 2 nie wystepowaly obok siebie,
)

0 i 1 nie wystepowaly obok siebie,

(d) ani 011, ani 8 1 9 nie wystepowaly obok siebie.

. Na ile sposob6w mozna wybraé¢ 4 uczniéw z 2 klas liczacych 28 oséb tak, aby z

kazdej klasy zostal wybrany przynajmniej jeden uczen?

Na ile sposoboéw mozna 28 osobows klase podzieli¢ na 7 - osobowe druzyny ozna-
czone kolorami niebieskim, zielonym, czerwonym i z6ttym?

11.

12.

13.

14.

W turnieju tenisowym bierze udzial 2n tenisistéw. W 1. rundzie ma by¢ rozgra-
nych jednoczesnie n pojedynkéw. Na ile sposobéw mozna podzieli¢ wszystkich
tenisistéw na n par przeciwnikow?

Wyznacz liczbe ciagéw (a, b, ¢, d) takich, ze a, b, ¢, d € N oraz (a) a+b+c+d = 300,
(b) 3a+ 3b+ 3¢ + d = 300.

Niech n € N. Wyznacz liczbe ciagéw dlugosci n o wyrazach ze zbioru {0, 1, 2, 3},
w ktorych liczba 0 wystepuje (a) parzysta, (b) nieprarzysta ilosé razy.

Niech m,r € N, m > r. Udowodnij tozsamo$¢

(1) () =0
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Ciagi arytmetyczne i geometryczne

Definicja. Méwimy, ze ciag (an)n—i (gdzie m > n lub m = o) jest ciggiem (postepem)
arytmetycznym jezeli istnieje liczba d taka, ze dla kazdego n zachodzi an+1 = an + d. Liczbe
d nazywamy wéwczas przyrostem lub réznicq ciagu (an).

Tw. 1. Niech (an)n=1,gdzie m € Nim > 2 lub m = oo, bedzie ciagiem liczbowym. Naste-
pujace warunki sa réwnowazne:

(i) Ciag (an)n jest arytmetyczny.
An—1 + An+1

(ii) Dla kazdego n takiego, ze 1 < n < m zachodzi a, = 3

n

(iii) Dla kazdego n > 1 zachodzi Z ak =
k=1

a1 + an
2

Tw. 2. Jezeli (an)n jest ciagiem arytmetycznym z przyrostem d, to dla k > 1 zachodzi

. 2 —1)d
ak:a1+(k—1)dorazZak:%-n
k=1

Definicja. Méwimy, ze ciag (an)n—o (gdzie m € N lub m = c0) jest ciggiem (postepem) geo-
metrycznym, jezeli ap # 0 i istnieje stala ¢ # 0 taka, ze dla kazdego n zachodzi an4+1 = qan.
Liczbe ¢ nazywamy ilorazem ciggu (an).

Tw. Jezeli (a,)32 jest ciggiem geometrycznym z ilorazem g, to dla k > 0 zachodzi ax, = ¢*-ao

oraz, gdy q # 1
k
-1
Z e

1. Oblicz sume pierwszych stu liczb naturalnych, ktére przy dzieleniu przez 11 daja
reszte 7.

2. Ciag (z,)52 jest arytmetyczny. Wykaz, ze ciag o wyrazach (a) a,, = 22, | — 22,

(b) by = Tp + Tpt1 + ... + Tpyr, gdzie 7 € N jest ustalone, tez jest ciagiem
arytmetycznym.

3. Niech S,, oznacza sume poczatkowych n wyrazéw pewnego ciagu arytmetycznego.
Udowodnij, ze Sz, = 3(S2, — Sp).

4. W pewnej rodzinie kazde z pieciorga dzieci dostaje na urodziny, poczawszy od
piatych, tyle ksiazek, ile w danym dniu konczy lat. Liczby wyrazajace wiek dzieci
tworza ciag arytmetyczny o przyroécie 3. Zbidr ksiazek wszystkich dzieci sklada
sie z 325 toméw. Ila lat ma kazde z dzieci?

5. Pola kwadratowych kartek papieru tworza ciag arytmetyczny, przy czym pierw-
sza ma pole réwne 12cm?, a piata 30 cm?. Kartki pocieto na kawatki, z ktérych
utozono kwadrat o boku 21 cm. Ile byto kartek?

6. Ciag arytmetyczny (a,)n>1 ma wszystkie wyrazy dodatnie. Udowodnij, ze dla
kazdego n zachodzi \/ara, < {/aiaz ... a, < %(al + ay).

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.

18.

19.

20.

21.

22,

Wyrazy nieskoniczonego ciagu arytmetycznego sg liczbami naturalnymi i pewien
wyraz tego ciagu jest kwadratem. Wykaz, ze nieskoinczenie wiele wyrazéw tego
ciagu jest kwadratami.

Wyrazy ciagu (a,,)22; sa rézne od 0. Wykaz, ze (a,,) jest ciagiem arytmetycznym
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego n € N zachodzi rownosé
1 1 1 n—1

+ ...

apaz  a20a3 An—10n ailn

Zbiér liczb naturalnych podzielono na kilka nieskonczonych ciagéw arytmetycz-
nych. Wykaz, ze pierwszy wyraz jednego z tych ciggéw jest podzielny przez jego
przyrost.

Dany jest rosnacy ciag arytmetyczny taki, ze iloczyn dowolnych dwoch wyrazow
tego ciagu tez jest wyrazem tego ciggu. Wykaz, ze wszystkie wyrazy tego ciagu
s liczbami catkowitymi.

Ciag (ax)72, jest arytmetyczny, n € N. Wykaz, ze Z (Z) ap = 0.
k=0

Wyznacz liczby a, b, ¢, d takie, ze ciag (a, b, ¢, d) jest geometryczny, natomiast cigg
(a+1,b4+1,c+4,d+ 13) jest arytmetyczny.

Znajdz wszystkie pary liczb rzeczywistych «, § takie, ze ciag (1, a, ) jest aryt-
metyczny i ciag (o, 8, a + §) jest geometryczny.

Czy istnieje ciag (a) arytmetyczny, (b) geometryczny, ktérego pewne trzy wyrazy
to liczby v/2,v/3,v/5?

Nier6éwnos$é Euklidesa. Liczby dodatnie a, b, ¢, d sa kolejnymi wyrazami ciagu
geometrycznego o ilorazie ¢ # 1. Udowodnij, ze a +d > b+ c.

Ciag (a, b, ¢, d) jest geometryczny, a + d = 10, ad = 7. Oblicz b® + 3.

Boki tréjkata tworza postep geometryczny. W jakim przedziale moze si¢ zmieniaé
iloraz tego postepu?

Ciag (an)n jest geometryczmy i S, = a; + az + ... + a,. Udowodnij, ze
Sn : (SSn - SQn) = (SZn - Sn)2
n
Ciag (a,)S2, jest geometryczny z ilorazem ¢q. Wyraz sume Z kay, przez aj i q.
k=1
n
Dany jest ciag liczbowy (bp)5%, ¢n = Z (k’) by dlan =0,1,2,...1ciag (cn)5
k=0
jest geometryczny i nie jest staly. Wykaz, ze ciag (b,)52, tez jest geometryczny.
Udowodnij, ze dla kazdego n € N, n > 2 zbiér odwrotnosci wszystlich liczb na-
turalnych zawiera wyrazy pewnego nie stalego ciggu arytmetycznego dtugosci n.
Wykaz, ze zbiér ten nie zawiera wyrazéw nieskonczonego nie stalego ciagu aryt-
metycznego.

Tw. Bernoulliego. Dane sa ciagi arytmetyczny (a,)52 1 geometryczny (b,)5
takie, ze 0 < ag = by < a; = by. Udowodnij, ze a,, < b,, dla kazdego n > 2.
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Ciagi rekurencyjne

Definicja. Méwimy, ze ciag liczb (zn)n—o jest ciggiem liniowo rekurencyjnym rzedu 1, jezeli
istniejg state a, b takie, ze ©,+1 = ax, +bdlan=0,1,2,3,....

Jezeli a = 0, to ciag (zn)n jest staly; jezeli a = 1, to jest to ciag arytmetyczny; jezeli b = 0,
to geometryczny.

Tw. 1. Jezelia #0,11b# 0 oraz xpy1 = axn, +bdlan=0,1,2,..., to

o) -
Tn = a To+ ——— ) — .
a— a—1

Definicja. Ciag liczb rzeczywistych (zn)n—o spelniajacy réwnanie rekurencyjne

Tn42 = PTnt+1 +qTn + 7, p,g,r ER, ¢g#0,n=0,1,2,.... (1)
nazywamy ciggiem liniowo rekurencyjnym rzedu 2. Jezeli dodatkowo r = 0, to nazywamy go
jednorodnym ciggiem liniowo rekurencyjnym rzedu 2.

Tw. 2. Niech (z,), bedzie jednorodnym ciagiem liniowo rekurencyjnym rzedu 2 (czyli r = 0).
Réwnanie A> = p\ + ¢ nazywamy réwnaniem charakterystycznym ciagu (,,). Wowczas

(i) jezeli réwnanie charakterystyczne ma 2 rézne pierwiastki A1, A2 € R to istnieja liczby
a,b € R takie, ze x, = a\] + bA\y dlan=0,1,2,..;

(ii) jezeli réwnanie charakterystyczne ma 1 pierwiastek A1, to istnieja liczby a,b € R takie,
ze Tn = (a+bn)AT dlan=0,1,2,....

1. Znajdz jawny wzéry na n-ty wyraz ciaggu:

(a) 20 =0, Tnt1 = *lIIJn + 1; (C) fO =0, fl =1, fn+2 = fn+1 + f'fl;

2

(b) w0 = =2, Tn41 =3an — 2% (d) ao=1,a1 =3, any2 = —any1+6an;
(e) wo =2, 21 = =3, Tnya = 6Tnt1 — 9Tn;
() yo =0, y1 =20, Ynt2 = —2Yn+1 + Syn + 10;
_ . _ 2(n+1)
(8) w1 =002 =6, una = S unss + o
(h) a0 =3, a1 = 3, ny2 = 52—

2. Ciagl (£,)5%0 1 (Yn)S%, gdzie zg = «, yo = 3, spelniaja zaleznosci

Tn+1 =2Yn + 1, Yny1 =2z, — 3, dlan=0,1,2,...

Znajdz jawne wzory na X i yn.

3. Na ile sposobéw mozna pokry¢ prostokat o wymiarach 2 x n ptytkami o rozmiarze
(a)2x1,(b)2x112x27

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Ciag (z,)22, jest zdefiniowany nastepujaco: o = 01 41 = by, + /2422 + 1.
Wykaz, ze ciag (), jest jednorodnym ciggiem liniowo rekurencyjnym rzedu 2,
znajdz jawny wzor na x,, i wykaz, ze kazdy wyraz ciagu x,, jest liczba catkowita.

. Ciag (,)5%, jest zdefiniowany nastepujaco: zo = 11 241 = 3z, + |2,V5]. Wy-

kaz, ze (x,)n jest jednorodnym ciagiem liniowo rekurencyjnym rzedu 2 i znajdz
jawny wzor na x,.

Ciag (an)22, jest zadany nastepujaco: ag = 0, a1 = 1 oraz an42 = 2an4+1 + an
dlan=0,1,2,.... Wykaz, ze 2* | a,, wtedy i tylko wtedy, gdy 2* | n.

Wyznacz wszystkie funkcje f [0,400) — R takie, ze f(0) = 0 i
flz) =1+5f(|5]) —6f([3]):

Liczba rzeczywista a # 0 spelnia zaleznosé {a} + {a~'} = 1. Udowodnij, ze
{a"} + {a~ "} =1 dla kazdej liczby naturalnej n.

Znajdz jawny wzor na n-ty wyraz ciagu:

_n dlan=0,1,2,...,

1+ na,

(b) a1 =1, apy1 =3a, + 2" dlan=1,2,3,...,

(¢) ap=3,a1 =1, any2 =3an41 +a, +3-2"dlan=0,1,2,....

(a) ap =1, apy1 =

Dla jakich wartosci xq ciag spelniajacy zaleznosé rekurencyjna x, 41 = 22, (1—2,)
jest rosnacy?

Permutacje p zbioru {1,2,...,n} nazywamy inwolucjq, jezeli p(p(k)) = k dla
k=1,2,...,n. Niech a, oznacza liczbe takich inwolucji. Znajdz zaleznos¢ reku-
rencyjna na a,.

Ciag (a,)S; jest zdefioniowany przez warunki a; = 1i a,11 = a2 +a, dlan > 1.
n

Udowodnij, ze dla kazdego n zachodzi Z
k=1

<1

ap +1

Ciag (2,)%2 spelnia z1 = 29 = 1, x5 = 4 oraz Tpy3 = 2Tpi2 + 2Tpy1 — Tne
Udowodnij, ze kazdy wyraz tego ciagu jest kwadratem liczby naturalnej.

Udowodnij, ze kazdy wyraz ciagu (a,)5; okre$lonego przez warunki a; = as = 1,

2
Qp = LR | 2,3,4,... jest liczba catkowita.

QApn—2
Ciag liczb dodatnich (z,), spelnia réwnanie rekurencyjne z,+1 = V&, + 1. Udo-
wodnij, ze pewien wyraz tego ciagu jest liczba niewymierna.

Ciag (an)S2 spelnia dla dowolnych liczb calkowitych nieujemnych m > n zalez-
108¢ 2(amin + Gm—n) = a2m + a2y, oraz a; = 1. Wyznacz a,.

Dany jest ciag rekurenycjny (a,)22¢: a1 = 1 oraz as, = an + 1, aspt1 = .
dla n > 1. Udowodnij, ze kazda liczba wymierna dodatnia wystapi w tym ciagu
doktadnie jeden raz.

Dla n € N niech F, oznacza n-ty wyraz ciagu Fibonacciego. Udowodnij, ze
Fyp = (Fpy1)? — (F,_1)? dla kazdej liczby naturalnej n > 2.
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Powtérzenie — ciagi

1. Ciag (a, b, c) jest arytmetyczny. Wykaz, ze 3(a?+b%+c?) = 6(a—b)?

10.

. Niechn € N, n >

. Ciag (an)y?

+(a+b+c)?

. Znajdz wszystkie ciagi arytmetyczne z przyrostem 6 sktadajace sie z 5 liczb pierw-

szych.

. Czy istnieje nieskonczony rosnacy ciag arytmetyczny, ktorego wszystkie wyrazy

sg liczbami pierwszymi?

. Ciag (an)$2, jest ciagiem arytmetycznym o pierwszym wyrazie a; = a i przyroscie

d. Oblicz sumy

n n n
) D ak ) D axai ) D ka
k=1 k=1 k=1

. Skoficzony ciag arytemtyczny (a,) ma nieparzysta liczbe wyrazéw. Suma wszyst-

kich wyrazéw tego ciagu jest réwna 165, a suma wyrazéw o nieparzystych nume-
rach jest réwna 88. Z ilu wyrazéw sklada sie ciag (a,)?

3, wyrazy ciagu arytmetycznego (a1, as, ..., a,) sa dodatnie i

ich suma jest rowna S. Wykaz, ze

n—2

Yarazas + Jazazas + . .. S.

+ e'an——2an——lan <

n

2022

. Dany jest ciag arytmetyczny (a);2%), przy czym 0 < ag < a;. Rozstrzygnij, ktéra

liczba jest wieksza

)2022

(ao +a1) - (a1 + az) - - (ag021 + a2022) czy  (ao + az022

. Wyznacz liczby a, b, ¢, d takie, ze ciag (a, b, ¢, d) jest geometryczny, a+b+c+d =

1301 a® + b2 + ¢ + d? = 5044.

2o jest ciagiem geometrycznym o pierwszym wyrazie ap = a > 0 i
ilorazie ¢ > 0. Oblicz sumy

) Z kag(ar + 1), ) ZakakH,
k=0 k=0

Z —
Dla jakich wartosci z,y, z ciag (z,y, z) jest geometryczny, a ciagi
(dr—4,2y—2,z—1) i (z+5,y+3,z—15)

sa arytmetyczne?

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

. Ciag (zn)52

Ciag (a,b, ¢) jest geometryczny. Ciag (3a+ 3,2b, ¢ — 12) jest arytmetyczny i suma
jego dwoch pierwszych wyrazow jest réwna trzeciemu. Oblicz a, b, c.

Ciag (an)S%, jest arytmetyczny. Wykaz, ze istnieja ciagi arytmetyczny (b,,)52; i
geometryczny (c,, )22, takie, ze dla kazdej liczby naturalnej n

Zn: <Z) ar = bpcp,.

k=0

Ciag (an)22, jest arytmetyczny, a ciag (by), jest geometryczny z ilorazem gq.
Udowodnij, ze ciag o wyrazach ¢, = a,b, jest ciagiem jednorodnym liniowo —
rekurencyjnym rzedu 2 i wyznacz réwnanie rekurencyjne tego ciagu.

Ciag (an)S2 jest zadany przez warunki:

1 1 AnGn+t1

== nt1 = ——————— dl =0,1,2,....
ay 5 oraz Gp41 Say + 100,11 an

2022
1

Wyznacz asges 1 oblicz sume E —.
n=0 "

Niech F,, oznacza n-ty wyraz ciagu Fibonacciego. Wykaz, ze ciag
an =5F2 +2.(=1)"

jest jednorodnym ciggiem liniowo — rekurencyjnym rzedu 2.

Ciag (an)S2, jest zdefiniowany przez warunki

apt1 = 2an, ++/3a2 —2 dlan=1,2,3,....

Udowodnij, ze kazdy wyraz tego ciggu jest liczba catkowita i wyznacz asges.

ayp = 1 1

Ciag (an)S2, jest zadany przez warunki

3
ay = —

5 Gn+1 =V3a, —2dlan=1,23,....

Udowodnij, ze ciag ten jest rosnacy i a,, < 2 dla kazdego n.
o spelnia warunki:

2z,
14z,

o >1 oraz T,y =

Udowodnij, ze ciag ten jest malejacy i x,, > 1 dla kazdego n.



Analiza - klasa 2a Zestaw 22. 10.5.2023

Funkcje trygonometryczne I

Definicja. Niech D C R, X to pewien zbior. Méwimy, ze funkcja f : D — X jest
okresowa z okresem T' > 0, jezeli dla kazdego x € D zachodzi réwnos¢ f(z+T) = f(x).
Liczbe T nazywamy okresem funkcji f. Najkrotszy okres funkcji f nazywamy jej okre-
sem podstawowym.

Miara kata skierowanego

Niech S oznacza okrag o promieniu 1 (zwany okregiem jednostkowym), ktéry zostal
umieszczony w uktadzie wspélrzednych na plaszczyznie tak, ze jego srodkek znajduje
w punkcie O = (0,0). Na tym okregu wybrano dwa punkty B i C. Miarg (lukowg)
kqta skierowanego £ BOC' okreslamy za pomoca dtugosci tuku okregu od punktu B
do punktu C, przy czym:

e jezeli od B do C idziemy w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara, to
miara kata jest dodatnia i rowna dlugosci tuku od punktu B do punktu C;

e jezeli od B do C' idziemy w kierunku zgodnym z ruchem wskazéwek zegara, to mia-
ra kata jest ujemna i rowna ditugosci tuku od punktu B do punktu C' pomnozonej
przez —1.

+

C

£BOC >01i 4BOD <0

Funkcja P: R — S

Na okregu S ustalmy punkt A = (1,0). Kazdej liczbie rzeczywistej o mozemy przypo-
rzadkowaé punkt P(a) na okregu S w taki sposéb, ze miara tukowa kata skierowanego
£LAOP(a) jest réwna a:

o P(0) = A4;

e jezeli o > 0, to idziemy sie po okregu od punktu A w kierunku przeciwnym do ruchu
wskazéwek zegara az przejdziemy droge dtugosci «, dochodzac do punktu P(a);

e jezeli a < 0, to idziemy po okregu od punktu A w kierunku zgodnym z ruchem
wskazdwek zegara az przejdziemy droge diugoséci —c«, dochodzac do punktu P(«).

Fakt. Funkcja P : R — S jest okresowa i jej okres jest réwny 27. Ponadto, jezeli
a € [0,27), to funkcja a — P(«) jest bijekcja.

Sinus, cosinus, tangens i cotangens

Niech « € R i przyjmijmy, ze punkt P(«) ma wspdlrzedne (z,y). Definiujemy naste-
pujace funkcje, zwane funkcjami trygonometrycznymi:

(i) sinus: sina =y; (iii) tangens: tga = ¥ , (z #0);
x
. x
(i) cosinus: cosa = (iv) cotangens: ctga = 7’ (y #0).

Stw. 1 (wlasno$ci sinusa). Funkcja sin(a) jest okreslona dla kazdej liczby o € R i
(i) jej zbidr wartosci to przedzial [—1, 1];
(ii) jest okresowa i jej okres podstawowy wynosi 27;
(iii) jest nieparzysta;
(iv) jest rosnaca na przedzialach [(2k — )7, (2k + 3)7] i malejaca na przedziatach
[(2k + L), (2k + 3)], gdzie k € Z.

Stw. 2 (wlasnosci cosinusa). Funkcja cos(«) jest okreslona dla kazdej liczby o € R
oraz

(i) jej zbiér wartosci to przedzial [—1,1];
(ii) jest okresowa i jej okres podstawowy wynosi 27;
(iii) jest parzysta;
(iv) jest malejaca na przedziatach [2kw, (2k + 1)7] i rosnaca na przedzialach
[(2k + 1)m, (2K + 2)7], gdzie k € Z.

sin o

Stw. 3 (wlasnosci tangensa). Funkcja tg(a) =
liczby o € R\ {(k+ )7 : k € Z} oraz

jest okreslona dla kazdej

(i) jej zbior wartosci to caly zbidr liczb rzeczywistych;

(ii) jest okresowa i jej okres podstawowy wynosi 7;
(iii) jest nieparzysta;
(iv) jest rosngca na przedzialach ((k — 1), (k + 3)7), gdzie k € Z.
Stw. 4 (wlasno$ci cotangensa). Funkcja ctg(a) = cona
liczby v € R\ {k7 : k € Z} oraz

jest okreélona dla kazdej

(i) jej zbidér wartosci to caly zbidr liczb rzeczywistych;
(ii) jest okresowa i jej okres podstawowy wynosi T;
(iil) jest nieparzysta;
(iv) jest malejaca na przedzialach (km, (k + 1)7), gdzie k € Z.



Stw. 5 (jedynka trygonometrycz-
na). Dla kazdej liczby rzeczywistej a

Najazniejsze wartoSci:

sin? a + cos® a = 1. a 01 % I 3 |2
¥ 1 V2 | V3
Stw. 6 (wzory redukcyjne). sina || O | 5 |5 |5 |1
e sina = sin(m — o) = —sin(7 + ) cosa || 1 @ @ 1o
e cosa = —cos(m—a) = —cos(m+a)
V3
e sin(§ — ) =sin(§ +a) =cosa fga || 0] 5 L | V3] x
e cos(§ —a) = —cos(§ +a) =sina ctga || x | V3] 1 @ 0
Stw. 7. (Funkcje trygonometryczne sumy i réznicy)
e cos(a—f3) = cosa-cos f+sina-sinf o tg(a—f) = tga — tgf
. cos(a—&-ﬂ) = cos a-cos 3—sin a-sin 3 1+ tgatgf
— t t —1
e sin(a— ) =sina-cos B —cosa-sin . ctg(a+ﬁ):cgac gl
e sin(a+3) = sina-cos S+ cos a-sin 3 ctg S+ ctga
t t t t 1
o tg(a+g) = BOTBO o ctg(a — g) = SBOCBATL
1—tgatgp ctg B — ctga

Stw. 8. (Sinus i cosinus podwojonego i potrojonego kata)
e sin(26) = 2sin 6 cos e sin(30) = 3sinf — 4sin® 0
e cos(26) = cos? f — sin” 6 e cos(30) = 4cos® — 3cosd

Stw. 9. (Zamiana sumy funkcji sinus i cosinus na iloczyn)

¢ snoeang =2 (255 on (457
B e I
e cosa + cos 3 = 2cos <M> cos (a _ﬂ)

2 2

e cosa —cos 3 = —2sin (M) sin (M)
2 2

Stw. 10. (Zamiana iloczynu funkcji sinus i cosinus na sume)
e cosacos = 3 (cos(a — B) + cos(a + f3))
e sinasinf = % (cos(a — B) — cos(a + B))

1

2

(sin(a — B) + sin(a + B))
Stw 11. (Wyrazenie za pomocg t = tg%) Dlaa# (2k+1)m ke Z

e sinacosf =

Sina:m, Cosa:m, tga:l—iﬁ7 Ctgaz o

2 1—¢2 2t 1—¢2

1. Uzupelnij wartosci w tabeli:

« 0

ol
bl
w3
NI

|

|

|

3

|

|
[\

3

stopnie

sin o

COS «x

tga

ctga

2. Zbadaj znaki liczb sin Z, cos 93, tg 2™, tg1, cos(sin4), tg(cos1).
3. Poréwnaj pary liczb: (a ) sinlicosl, (b) licosa+sina, 0 <a< 7.
4. Znajdz funkcje f : R — R taka, ze ctg = tg o f.
5. Uprosé wyrazenia:
(a) V1—cos?t, v/1—sin’t, (d) 1 + 1
1+tg2y  1+ctg?y’
(b) tg26 !
& cos2 6’ tgx

°) V1+tgle

(c) sin ¢ + 2sin? ¢ cos? ¢ + cos? b,

) Vsin?z + 4cos? x — Vcost z + 4sin x
6. Rozwiaz réwnania: (a) |sinz| =

(d) sing =1+ |sinz|, (e) |sinx — cosz| = |sinz| + | cos z|.

7. Dla jakich warto$ci parametru m réwnanie sin? z +sin  +m = 0 ma rozwiazanie?

8. Zaldzmy, ze 0 < x1 <z < ... < x, < 5. Udowodnij nieréwnosci

sinz) +sinzo + ... +sinz,
tgr < < tgxy,.
cosSx1 +Ccosxa + ...+ cosxy,

9. Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej « takiej, ze |sina| # 1

\/l—sina+\/1+sina_ 2
1+ sina 1—sina |cosal
. 4 4
S cos 1
10. Dane sg liczby rzeczywiste a, b i = takie, ze e + T .
a b a+b

(a) Wyraz sin?z i cos® & poprzez a i b.
(b) Pokaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n

sin?”z  cos*z 1
(a + b)n—l :

an—l bn—l

%, (b) |sinz| + |cosz| =1, (c) |sina| = |cos x|,



Analiza - klasa 2a

Zestaw 23. 17.5.2023

Funkcje trygonometryczne I1

N gk

9. Wyznacz najmniejsza i najwigksza warto$é funkcji f(z) =
10.
11.

12.

. Oblicz wartosci funkcji sin i cos dla argumentéw: %,

. Oblicz cos* % — sin? 1

24"

Dla danych liczb rzeczywistych a i b wyznacz najmniejsza i najwicksza wartosé
funkeji f(z) = asinx + beosx.

Udowodnij, ze (1 — ctg(23°))(1 — ctg(22°)) = 2.
Zamieh sume sin(z — y) + sin(y — z) + sin(z — z) na iloczyn.
Niech 0 < o, 8,7 < §ia+p+v = 5. Wykaz, ze tgatg B+tgBtgy+tgytga = 1.

Udowodnij nieréwnosci:

(a) sinz <z <tgrdlal<z<y;
(b) |sinz| < |z| dla z € R;

(¢c) |sinz —siny| < |z —y| dla z,y € R;

(@ sm:z:;smy < sin <x+y

(e) w > tg (‘T) dla 0 <

)dla()é:ﬁ,ygﬂ'.

a,B< 3.

. Udowodnij, ze funkcja f(x) =z + sinz (dla x € R) jest rosnaca.

(cosx + 1)(sinx 4+ 1).
Niech z € R. Udowodnij, ze cos(sin ) > sin(cos z).

Wyznacz wszystkie liczby rzeczywiste a takie, ze funkcja f(x) = |sinax + cos z|
przyjmuje warto$é 2.

Rozwiaz réwnania
. . 1
(a) 2sin®z +sinz = 1; (i) sin’@ + 3 sin®(20) = ;
(b) cos(2z) — cosx = 0; o . )
(¢) sinz + cosa = /3 (j) sinz -sin(3z) = 3;
’ k) sin3 3.
(d) sin(2z)sinz = cos x; (k) smg S c053 z=0,
() sin(2z) — V3cosz = 0; (1) sin®x +cos®z = 1.
(f) cosz — cos(3z) = sin(3z) — sinz (m) 2cos’x + 3sin’z =2
(g) tgz =2cos ; (n) 4sin(4z) cos(6z) = 2sin(10z) + 1
(h) sin®z + cos z = Z; (0) 6sinz 4+ 2v/3cosz + 3tgx ++/3 =0

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Rozwiaz nieréwnosci w przedziale [0, 27]:

(a) cosz > 3; (6) ta(20) - cts(2r) > —,
(b) ctgz > —V/3; ~
tgr <2
(¢) sinz > cosw; () ctg 1+cosz’
(d) cosz +tgx <1+sinz (h) cosdx +2cos’z > 1.
(e) 2sin’(x) + sin?(2z) < 2 (i) sinz —cosz > 1.
Sprawd? tozsamosci
(a) cosa —cosda _ tg2a, (d) 4(sin® o 4 cos® ) = 1 + cos? 2,

sin 3o — sin «
(b) sin7c - th +cosTa=1 (e) 2sin* o + 2 cos” o = 1 + cos® 2a,
2 bl

sin 2« COS (v o
1+ cos2a 1+ cosa 2

3
(c) sin® a4 cos® a + Zsin2a =1,

(g) cos2acosa — sin4dasin o = cos 3 cos 2a.

Udowodnij tozsamosci
a+B . B+ . v+«
- 8in - sin

(a) sina +sin 8 + siny =4 - sin 5 5 5 +sin(a + 6+ 7),
! !
(b) cosa + cos 3+ cosy =4 - cos ;5%3086;_7-005,}/—’2— —cos(a+ B +7).
Oblicz
(a) cos T cos n cos el (d) cos— T cos X 27 + cos 3m
9 9 9 7 7 7
(b) cos 2 + cos m + cos 6m (e) cos10° - cos30° - cos50° - cos 70°,
i 170 i Z i °7 () 51n151n3—7rs1n5i51n7—7rsm9—7r
(¢) sin10° - sin 50° - sin 70 3 13 3 3 13
(a) Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n i liczby rzeczywistej o zachodzi

nieréwnos$¢é | sin na| < nlsinal.

(b) Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n i liczby rzeczywistych a, 8 za-
chodzi nieréwnoéé | cos na — cosnB3| < n?|cosa — cos 3.

Udowodnij, ze jedli tga + tgf + tgy = tga - tgf - tgy, to a + 8+ v = kr dla
pewnego k € Z.

Zalézmy, ze 0 < o, B,y < 5 i cos? a + cos? B 4 cos?y = 1. Udowodnij, ze
a+f+y<m.

Udowodnij, ze dla dowolnych n € N, z € R zachodzi nier6wnosé

+|cos2"z| > n

| cos x| + | cos 2x| + | cosdx| + . .. 5

n—1
ZnajdZz wzér na sume Z tgkx - tg(k+ 1)z.
k=1



Analiza - klasa 2a Zestaw 24. 24.5.2023

Liczby zespolone I

Liczba zespolona jest to para uporzadkowana liczb rzeczywistych (a,b). Zbiér wszyst-
kich liczb zespolonych oznaczamy symbolem C.

Na zbiorze C sa okreslone dzialania

e dodawanie: (a,b) + (¢,d) = (a + ¢,b+ d), z elementem neutralnym 0 = (0, 0);

e mnozenie: (a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + be), z elementem neutralnym 1 = (1,0).
Stw. 1. Dzialania dodawania i mnozenia liczb zespolonych sa przemienne i taczne, oraz

mnozenie jest rozdzielne wzgledem dodawania. Z tego wynika, ze dla liczb zespolonych
zachodza wzory skroconego mnozenia i wzér dwumianowy Newtona.

Liczbe zespolona (0, 1) nazywamy jednostkqg urojong i oznaczamy symbolem i. Liczba
i spelnia ré6wnoéé i2 = (—1,0). Wykorzystujac jednostke urojona i kazda liczbe zespo-
lona z = (a,b) mozemy zapisa¢ w tzw. postaci algebraicznej:
z=a+ bi.

Zachodzi i2 = —1 4 0i = —1 (czyli i to pierwiastek kwadratowy z —1).
Stosujac postaé¢ algebraiczna, kazda liczbe rzeczywista mozna traktowacé jako liczbe
zespolona: a = a + 0i dla a € R. Liczby zespolone postaci (0,b) = bi nazywane sa
liczbami urojonymi.
Jezeli z = (a,b) = a + bi jest liczbg zespolona, to
e liczbe rzeczywista a nazywamy czescig rzeczywistg liczby zespolonej z i oznaczamy

Rez = a.

e liczbe rzeczywista b nazywamy czeSciqg urojong liczby zespolonej z i oznaczamy
Imz =b.

e modul liczby zespolonej z jest to liczba nieujemna |z| = Va? + b2.
o sprzezeniem liczby zespolonej z nazywamy liczbe zespolona z = (a, —b) = a — bi

Odwrotno$cig liczby zespolonej z = (a,b) # 0 jest liczba

4 1 a —b a b ) 1 _
z = - = R = — =5 0 2.
z a? +b2" a? + b2 a? +0b2  a?+ b2 |z|?
Stw. 2. Niech z € C. Wéwczas
(i) z+ 7%z =2 Rez,
Stw. 3. Niech z,w € C. Wowczas

(ii) 2 — 2 = 2i - Imz, (iii) z -z = |2|°.

(v) ‘%‘ = ||Z| (dla w # 0).

(i) zvw =z - W,

i) (2) =2 (Vi) |2+ w| < |z] + |wl,
(iii) (w) = (dla w # 0)

(iv) |zw] = [2] - w], (vii) [lz] = [wl] < |z = wl,

Postaé trygonometryczna liczby zespolonej: Kazda liczbe zespolona z # 0 moz-
na zapisa¢ w postaci

z =r(cosf +isinh), gdzie r = |z] > 0,0 € R.

Liczbe 6 nazywamy argumentem liczby zespolonej z. Dla z # 0, jezeli § € [0, 27), to
moéwimy, ze 0 jest argumentem gtéownym liczby z.

Stosowana jest réwniez notacja cos# + isinf = cisf = e*’. Pelny sens matematyczny
zapisu €' stanie sie jasny kiedy indziej.

Stw. 4. Jezeli z = r(cosf +isinf) i w = s(cos ¢ + isin @), gdzie r,s > 0, 6, ¢ € R, to

(cos(—0) 4 isin(—0)), jesli z # 0;

1

P

z-w=rs-(cos(d + @) +isin(6 + ¢));
% L (cos(0 — ¢) + isin(f — ¢));

S

=
<
3
O
=
[¢]
=
0]
=]
-
<
=
(‘D\'
o
~—
=
&
S
m
N
IS
S
)
N
&
o
=
[}
oL
.

2" =r" - (cos(nb) + isin(nd)).

Tw. 5. (pierwiastki z liczby zespolonej). Niech a = |a| - cis¢p € C\ {0} in € N.
Wszystkie liczby zespolone w spelniajace rownanie w™ = a sa postaci

2 2
wy = "/|a\ (COS<W>++isjn(W)>7 k=0,1,....n—1

Liczby te nazywamy zespolonymi pierwiastkami stopnia n z liczby zespolonej a.

Uwaga 1. Liczby wy, sa wszystkie rézne, wiec kazda liczba zespolona a # 0 ma doktad-
nie n réznych pierwiastkow stopnia n.

Uwaga 2. Ze wzgledu na niejednoznacznosé pierwiastkéw zespolonych, dla @ € C\ R
nie bedziemy stosowaé zapisu {/a na oznaczenie ktérejkolwiek z liczb wy.

Pierwiastki z jednoSci. Dla a = 1 otrzymujemy n réznych zespolonych pierwiastkéw
z jednosci stopnia n:

2k 2k
ukcos(7>+isin(ﬂ>, k=0,1,...,n—1.
n n

1. Sprowadz wyrazenia do postaci algebraicznej:

(a) (244)(3—1)+ (24 34)(3 +4i), @ (5+14)(7 - 6i)
. . 3+/L b)
(b) W () (341 +(3— i),
1+414)°
(c) ﬁ+2i+i (£) M



. Udowodnij, ze

e liczba zespolona z jest liczba rzeczywista wtedy i tylko wtedy, gdy z = Z;
e liczba zespolona z jest liczbg urojong wtedy i tylko wtedy, gdy z = —Z;

. Niechu:—%—i—@i. Oblicz u™ dla n € Z oraz 1 + u + u?, 1 + @ + u>.

4. Niech z € C\ {0}. Udowodnij réwnowazno$¢ warunkéw:

10.

22 -1

21z

22+1

L
(i) I2 = 1, .

(ii) Rez =

(iii) Imz =

. Niech a,b € C. Udowodnij, ze |a + b| = |a| + |b] wtedy i tylko wtedy, gdy ab jest

nieujemny liczba rzeczywista.

. Rozwiaz w liczbach zespolonych réwnania:

(a) |z| —z=1+42i, (e) 23 =7%,

(b) 22 =1,

© =3 ©) 2+ =2,
(d) 22 =7%, (g) 22+ |22 +2=0,

(¢) {z € C:Rez + Imz = 2};
(d) {zeC:lz—i|+|z+i=a}dlaa=1,23;
(e) {z€ C:1< |Rez| < 2};
(f) {z € C:0 < Re(iz) < 1};

( i |z| = Imz 4 1};
(h) {z € C:Im(2?) =1}.

. Niech z,w € C. Udowodnij tozsamosci

(@) lz+wl?+ |z —w® =2(]2* + [w]?),
(b) [1+2W]* + |z — w]* = (1 + [2[*) (1 + [w]*),

(¢) 1= 2> = |z — w|* = (1 = [2[*)(1 = [w]*).

Podaj interpretacje geometryczng pierwszej tozsamosci.

. Niech z,y, z € C. Udowodnij, ze

() |z +ylP +ly+ 2 + [z + 2 = 2 + |y[> +[2]* + |z + y + 2|
(ii) le+yl+ly+zl+lz+z| <|z|+ |yl + 2|+ |z +y+ 2|
Zapisz liczby zespolone w postaci trygonometrycznej: (a) i, (b) 2+2i, (c) —1-++/3,

(d) % (e) (V3+1)+ (V3 —1)i, (f) 2+ V3 +1.

11.
12.

13.

14.
15.

16.
17.

18.

Niech z = r - cisa i n,m € Z. Wyznacz posta¢ trygonometryczna liczby z™ - Z".

Wyznacz postaé trygonometryczna liczb: (a) sina +icosa, (b) 1+ itga,

o 14 itga
1 ydlaae(0,3), (d) ———.
(c) +cosa +sina, dla o ( 2) ()1—ztga

Znajdz postaé algebraiczna liczb (dla n € Z): (a) (1 + )22, (b) (1 4 i1/3)1900,
© ( 1+ )‘100 @ (9+5z‘)8 ©) (V3 + 34)%0
1+iv3 ’ T=2i) 7 (VB4

Wyraz cos(5z) i sin(5x) poprzez cos z i sinz oraz tg(5x) przez tgx

Wyznacz w postaci algebraicznej pierwiastki zespolone (a) stopnia 3 z liczb 1, i,
—1, (b) stopnia 4 z liczb i i —1.

Oblicz sume i iloczyn wszystkich pierwiastkow z jednosci stopnia n.
Rozwiaz réwnania

(a) 81(z +14)* = |2I%,

(b) (2 +2)° = (2 —2)°,

(c) (z+14)(z—1)2(iz—1)3 =64

Wykaz, ze liczba £ = (2+4)/(2—1) nie jest pierwiastkiem z jednosci jakiegokolwiek
stopnia, mimo ze [£| = 1.
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Liczby zespolone I1

1. Rozwiaz réwnania
(a) 22 —42-5=0
(b) 22— (14+14)z+6+3i=0
(¢) 22+ (2i—T)2+13—-i=0

2 2
2. Oblicz cos -~ oraz sin —.
5 5
3. Niech 0. Pokaz. 5 (0)1n+1 in(nd) 1/, 1
. Niech z = cisf. Pokaz, ze cos(nf) = = [ 2" + — | oraz sin(nf) = — [ 2" — — |.
’ 2 2" 24 2"
3 5 7 9
4. Oblicz cos 111 + cos % + cos % + cos 1—7{ + cos 1—7;
5. Niech x € R. Znajdz wzory dla sum
Z cosnx, Z sin nz.
k=0 k=1
6. Dane sa liczy zespolone u, v, w takie, ze u+v+w = 01 |u| = |v| = |w|. Udowodnij,
ze u? +v2 +w? =0.

7. Zalézmy, ze cos a + cos § + cosy = sin a + sin § + siny = 0. Udowodnij, ze

(a) cos(2ar) + cos(28) + cos(2y) = sin(2a) + sin(28) + sin(27y) = 0,

(b) 3cos(a+ B+ 7) = cos(3a) + cos(35) + cos(3y),

(c) 3sin(a + B+ ) = sin(3a) + sin(35) + sin(3y).
8. Niech z,y,2 € C, |z| = |y| = |2| = a > 0 oraz x + y + z # 0. Udowodnij, ze

Ty + Yz + zx
r+y—+z

9. Niechn e N, n > 21i¢p,¢e1,...,6,-1 0znaczaja wszystkie zespolone pierwiastki z

jednosci stopnia n. Pokaz, ze dla dowolnej liczby z € C zachodzi réwno$é

9 n—1
= 23 " Re(e12) - e
2= ,;J e(exZ) - ex

10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.

Liczba zespolona z # 0 spelnia réwnosc¢

(o)t

Dla danej liczby naturalnej n > 1 znajdz warto$¢ wyrazenia

1 1
Niech z € C. Dla jakich liczb catkowitych n liczba (z + iz)™ jest rzeczywista?
Rozstrzygnij, dla jakich liczb calkowitych n istnieje liczba rzeczywista a taka, ze

la— (1+1)"] = a.

Dana jest liczba naturalna n > 3, ¢ # 1 jest pierwiastkiem z jednosci stopnia n.
Udowodnij, ze

2
1—¢l>—.
| | n—1
Dane sa liczby zespolone z1, 22, ..., 2, takie, ze |z1| = |z2| = ... = |z, > 0.
Udowodnij, ze
Re Zl=0
=1 k=1 Ck
wtedy i tylko wtedy, gdy
n
ZL = 0.
k=1

Niech n € N oraz z jest liczba zespolona o module 1. Udowodnij, ze

nll+ 2|+ |1+ 22+ 1423+ T+ 22" + |1+ 22" > 2n.

Niech z1, 22, ..., Tn, Y1, Y2, --,Yn € C. Stosujac zasade indukeji (lub innym spo-
sobem) udowodnij tozsamo$é Lagrange’a:

@ W) (; |yk|2> - ;xkyk

Nastepnie udowodnij nieréwnosé Cauchye’ego — Schwarza:

n n n
Tk Yk P TrYk
E lyk|?
k=1 k=1 k=1

2

= Dl - wyl
1<j<k<n

2
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Algebra liniowa

Definicja. Liczbe ad —bc nazywamy wyznacznikem macierzy kwadrtowej A = [z b} )

d
gdzie a, b, c,d € R, i zapisujemy detA.

Stw. 1. Wektory {Ccl] i [b} na plaszczyznie sg wspolliniowe wtedy i tylko wtedy, gdy

d
a b
det L d} =0.
Tw. 2. (Wzory Cramera) Uklad 2 réwnan liniowych z 2 niewiadomymi
ar +by =e
forsis- ;
cx+dy=f
ma jednoznaczne rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy detA = det [Ccl Z} # 0. Wow-
czas
e b a e
det det
B e{f d]_ed—bf B e[c f]_af—ce
N a b]  ad—bc’ a b]  ad—bc’
det [c d} det L d}
Definicja. Wyznacznikiem macierzy 3 x 3
a1 a2 a13 aii
A= |an ag as3| =[d1,dz,ds), a; = |ag;
asy as2 33 asz;

nazywamy liczbe

detA = a11a22a33 + 21G32013 + A31012023 — (13022031 — 23032011 — 433012021 -
Stw. 3. (Wlasno$ci wyznacznika) Niech @, ds,ds,d,b to wektory w przestrzeni,
t1,ta,t3 to liczby. Wowczas
(1) det[tlal, tgag, t3a3} = tltgtg . det[al, as, (lg],

(ii) det[@y + b, @y, @3] = det|d@y, @o, @3] + det[b, @2, d@s] (i analogicznie dla pozostalych
kolumn macierzy)

(iii) det[d;,ds,0] = det[d;,0,ds] = det[0, @, ds] = 0,
(iv) det[@,a,b] = det[a,b,a) = det[b, @, a) = 0.

Stw. 4. Wektory dy,ds,ds w przestrzeni sg wspdlplaszezyznowe wtw. gdy
det[d’l, 62, 63] =0.

Tw. 5. (Wzory Cramera). Uklad 3 réwnan z 3 niewiadomymi

a1 + a2y + a3z = by by
a1 % + ag2y + agzz = by b= [b2
az1 @ + az2y + asszz = by b3

ma jednoznaczne rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy detA # 0 i wéwczas

o det[g, 527 53] o det[c‘él, g, C_l'g] o det[c?l, 62, g]

detA Y detA det A

1. Okresl iloé¢ rozwiagzan uktadu rownan w zaleznosci od wartoséci parametréw a i b:

rT—y=a ar+2y=>b+4
(a) _ (b) _
br — 2y = 12 2z + (a+3)y =10

2. Boki trojkata zawieraja si¢ w prostych 4x+3y—21 = 0, z+2y—4 = 0, 3z+y—7 = 0.
(a) Wyznacz wspolrzedne wierzchotkéw tréjkata.
(b) Napisz réwnania prostych zawierajacych srodkowe tréjkata.
(c) Napisz réwnania prostych symetralnych bokéw tréjkata i wyznacz Srodek okre-
gu opisanego na tym tréjkacie.

3. Wykaz, ze uktad réwnan ma jednoznaczne rozwigzanie i znajdz y:

204+ 2=0 r+2y+32=1
(a) Sx+4y+2=1 (b) 22 +3y+2=3
Sx+3y+22=0 3z +y+2z=2

4. Znajdz taki trojmian kwadratowy f, ze f(1) =8, f(—=1) =2, f(2) = 14.

5. Wyznacz w zaleznosci od a € R wszystkie rozwiazania uktadu rownan

ax + y + =z =1 r + ay — 3z = 1
(a) r 4+ ay + z = 1, (b) z + 10y — 2z = a
r + y 4+ az = 1 20 — y + z = 0

6. Korzystajac z twierdzen na tej kartce udowodnij, ze na kazdym czworoscianie
mozna opisaé sfere.
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Wielomiany 1

Niech K oznacza zbiér Z, Q, R lub C. W kazdym twierdzeniu lub zadaniu K zawsze
oznacza ten sam zbior.

Definicja. Wielomianem stopnia k o wspolczynnikach ag,aq,...,ar € K, gdzie
ay # 0, nazywamy funkcje w: C — C (lub w: R — R jesdli K C R)

w(z) = ag + a1z + asr?® + ... + apz”.

Stopien wielomianu w oznaczamy deg w. Liczbe a nazywamy wspdiczynnikiem wiodg-
cym wielomianu w. Jezeli ar = 1, to méwimy, ze w jest wielomianem unormowanym
lub monicznym. Stopien wielomianu zerowego wo(x) = 0 jest réwny —oo.

Kazda liczbe a € C taka, ze w(a) = 0 nazywamy pierwiastkiem lub miejscem zerowym
lub zerem wielomianu w.

Zbiér wszystkich wielomianéw o wspdlczynnikach zespolonych oznaczamy Clz]. Ana-
logicznie definiujemy zbiory Rlz|, Q[z] i Z[x]. Kazdy z tych zbioréw jest zamknigty ze
wzgledu na operacje dodawania, odejmowania, mnozenia i sktadania funkcji.

Lemat. Niech w(z) = ap + a1z + asx? + ...+ ap_12" 1 + apzt, a; € C, bedzie
wielomianem stopnia k > 1. Wéwczas istnieje liczba rzeczywista M taka, ze

lagz®| > |w(z) — apz®], gdy |z| > M.
Tw. (Pierwsze twierdzenie o réwnoéci wielomianéw). Zalézmy, ze wielomiany
f(a;):ao—i-alx—i—...—i—akxk i glx)=by+biz+...4+byz"

gdzie a;,b; € C i ag,b, # 0, spelniaja dla kazdego x € C réwnosé f(z) = g(x).
Woéwezas k =nia; =b; dlaj=0,1,... k.

1. Liczba zespolona xg jest pierwiastkiem wielomianu P € R[x]. Wykaz, ze liczba Tg
tez jest pierwiastkiem tego wielomianu.

2. Udowodnij, ze dla kazdego wielomianu f(z) € K|z] istnieje wielomian g € K[z]
taki, ze f(x) = g(z + 1) — g(z) dla kazdego x.

3. Niech a,b € R. Wyznacz pierwiastki zespolone wielomianu
p(z) = 2% — 3abx + a® + b3

Jak za pomoca uzyskanych wzoréw mozna otrzymac pierwiastki dowolnego wie-
lomianu stopnia 37

10.

11.

12.

13.

Zalozmy, ze f i g sa wielomianami. Udowodnij, ze

(i) funkcja f + g jest wielomianem i deg(f + g) < max(deg f,degg), oraz jesli
deg f > degg, to deg(f + g) = deg f;
(ii) funkcja f - g jest wielomianem i deg(f - g) = deg f + degg;
(iii) funkcja f o g jest wielomianem i deg(f o g) = deg f - degg.

. Wyznacz wszystkie wielomiany p € R[z] takie, ze p(2?) = p(x)? dla kazdego

z e R.

Pokaz, ze wielomian w(z) = ag + a12 + ... + a,az™ jest

(i) funkcja nieparzysta wtedy tylko wtedy, ax, = 0 dla parzystych k;
(ii) funkcja parzysta wtedy i tylko wtedy, gdy ar = 0 dla nieparzystych k.

(a) Udowodnij, ze wielomian stopnia nieparzystego o wspélezynnikach rzeczywi-
stych jest funkcja (okreslong na R) nieograniczong z dotu i z géry
(b) Udowodnij, ze wielomian stopnia parzystego i dodatniego o wspoélezynnikach
rzeczywistych i dodatnim wspoétczynniku wiodacym jest funkcja ograniczona z
dotu i nieograniczona z gory.
Udowodnij, ze funkcje (a) 1f72, (b) *»*/z, n € N nie sa wielomianami.

x
Udowodnij, ze wielomian w(z) = ax® + bx? + cx + d (gdzie a # 0) przyjmuje dla
kazdej liczby calkowitej x wartos¢ catkowita wtedy i tylko wtedy, gdy liczby 6a,
2b, a + b+ c oraz d sa catkowite.

Udowodnij, ze wielomian w(z) = 2% — 2z nie jest réznowartosciowy na zbiorze
liczb rzeczywistych i jest réznowartosciowy na zbiorze liczb wymiernych.

Wielomian P stopnia n > 1 ma wspdélezynniki catkowite, 2,y € Z 1 P(x) # P(y).
Udowodnij, ze |P(x) — P(y)| > |z — y|.

Niech f € Z[z]. Udowodnij, ze dla dowolnych a,b € Z liczba f(a+v/b)+ f(a—v/b)
jest catkowita.

Niech n > 1 i n € N. Udowodnij, ze wielomian

2n

’LU(JL') = _ 1,277,71 + 1,27172 _ x2n73 4 2

- + 2
xr —Xx —
4

nie ma pierwiastkéw rzeczywistych.
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Wielomiany 11

Tw. 1. (o dzieleniu wielomianéw) Dla kazdej pary wielomianéw f(x) i h(z), gdzie
deg h > 0, istnieje dokladnie jedna para wielomianéw ¢(x) i r(z) taka, ze

f=h-q+r, 1 degr <degh.

Moéwimy wowczas, ze r jest resztq z dzielenia wielomianu f przez wielomian h. Jezeli
r =0 (czyli f =h-q), to méwimy, ze h jest dzielnikiem f lub f jest podzielny przez h.

Tw. 2. (Bézouta) Reszta z dzielenia wielomianu f przez dwumian x — ¢ jest réw-
na f(c), czyli f(x) = (x — ¢)q(z) + f(c) dla pewnego wielomianu ¢ takiego, ze
degg =deg f — 1.

Whiosek. Jezeli rézne liczby ci,ca,. .., cr sa pierwiastkami wielomianu f, to f jest
podzielny przez wielomian (z — ¢1)(z — ¢2) ... (x — cg).

Definicja. Méwimy, ze liczba c jest pierwiastkiem wielomianu f krotnosci k, jezeli
f(x) jest podzielny przez dwumian (x — ¢)* i nie jest podzielny przez (z — c)k*1.
Schemat Hornera. Dany jest wielomian f(z) = anz™ + A1z ' + ...+ aix + ao
(an # 0) i liczba c. Wspétezynniki wielomianu g(z) = bp—12" "' + ... + bz + bo takiego,
ze f(z) = (x — ¢)g(z) + f(c) i liczbe f(c) mozna sprawnie wyznaczyé za pomocy algorytmu
zwanego schematem Hornera:

‘ Qn ‘ An—1 ‘ ‘ al ‘ ao
c ‘ bp_1 = an ‘ bn—2 = Gn_1 + cbn_1 ‘ ‘ bo = a1 + cby ‘ f(c) = ao + cho

Algorytm dzielenia wielomianéw z reszta: Dla danych wielomianéw w i ¢, gdzie
deg w > deg g, szukamy wielomianéw v i r takich, ze w =p-v + r i deg(r) < deg(q):

Niech wo(z) = w(z), vo(z) = 0.

Jezeli mamy juz wyznaczone wielomiany wy i vk, t0 vk41 otrzymujemy dodajac do vy iloraz
najwyzszych stopniem wyrazéw wielomianéw wy i p: vit1(x) = vi(z) + cpaz’*. Nastepnie
wyznaczamy w41 () = wi(z) — cpz’ - p(x). Wowczas deg(wit1) — deg(wy).

Powtarzamy tak dlugo, az deg(wi) < deg(q). Wtedy v = vg i r = wy.

Tw. 3. (O interpolacji wielomianowej) Niech zg,z1,...,2, € C1i 2; # z; dla
i % J, Y0,Y1,---,Yn € C. Wowczas istnieje doktadnie jeden wielomian p stopnia nie
wiekszego od n taki, ze p(z;) =y; dlaj =0,1,...,n.

Whniosek. (Drugie tw. o réwno$ci wielomianéw) Jezeli wielomiany p, ¢ stopnia
nie wiekszego niz n przyjmuja te same wartosci dla n 4+ 1 réznych argumentéw, to
p=gq

1. Nie wykonujac dzielenia wielomianéw, wyznacz reszte z dzielenia wielomianu
(a) 2* + 22 — 6 przez 22 — 2z — 3, (b) 22° — 32* + 52% — 222 + = — 1 przez 2% + 1.

. Dla jakich wartoéci a, b wielomian 3 + az? + bz — 6 jest podzielny przez (a) x +1,

(b) 2?2 — 3z + 27

Wielomian f daje reszte —1 przy dzieleniu przez x — 1, reszte 2 przy dzieleniu
przez x — 2 i reszte 11 przy dzieleniu przez x — 3. Wyznacz reszte z dzielenia f
przez (z — 1)(z — 2)(x — 3).

Stosujac schemat Hornera oblicz iloraz i reszte z dzielenia wielomianu
(a) f(x)=3z*— 2% +222+ 2 —1 przez x — 1,
(b) g(x) = 42 + 323 — 20 + 1 przez x + 2,

(c) h(x)=La* —32% + 22 — 2 przez z + §.

. Stosujac schemat Hornera zapisz wielomiany (a) 2° + 23 +z, (b) 2* — 223 +32+5

jako sume poteg dwumianu x — 1.

Wykonaj dzielenie wielomianu z reszta:
(a) @+ 322 — 22 — 1 przez 22 + 2z,
(b) 2% +1 przez 22 +x — 2

(¢) 327 — 25 + 225 + 22* — 323 + 2% — 42 — 2 przez 2 + 1
)

(d) 2% przez 2t — 23 — 2?2 — 2+ 1

7. Dla jakich wartoéci a, b € R wielomian az?+ bx3 +1 jest podzielny przez (z —1)2?

8. Niech n € N. Udowodnij, ze wielomian nz"*! — (n+1)z™ + 1 jest podzielny przez

10.

11.

12.

13.

14.

15.

(x —1)2
Dla jakich n € N wielomian 22 + z + 1 dzieli wielomian (a) (x — 1)" — 2™ — 1,
(b) (x+1)" + 2™+ 17

Niech f(x) = 2"~ !+ 2"~2 + 2 + 1. Wyznacz reszte z dzielenia wielomianu f(x™)
przez wielomian f(x).

Liczba 1 jest pierwiastkiem wielomianu w. Pokaz, ze wielomian v(x) = w(x™) jest
podzielny przez wielomian z" ' + 2" 24+ ...+ + L.

Udowodnij, ze nie istnieje wielomian p taki, ze p(x) = sinx dla kazdego = € [0, 7].

Niech p bedzie wielomianem stopnia n takim, ze p(k) = il dla k =
0,1,2,...,n. Oblicz p(n + 1).

Wykaz, ze liczby 1 i —1 to jedyne rzeczywiste pierwiastki wielomianu
f@)=a"+a5—2® —a* + 23 42 — 2z - 1.

Udowodnij, ze wielomian P(z) = 22" — 22?71 4+ 322772 — .. —2nz + (2n + 1)
nie ma pierwiastkéw rzeczywistych.
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Wielomiany III

Moéwimy, ze liczba xg jest k-krotnym pierwiastkiem wielomianu P(z) stopnia n, jezeli
istnieje wielomian Q(z) stopnia n — k taki, ze P(z) = (x — 20)*Q(x) i Q(z0) # 0.

Zasadnicze twierdzenie algebry. Kazdy wielomian o wspdlczynnikach zesolonych
dodatniego stopnia ma pierwiastek zespolony.

Whiosek 1. Kazdy wielomian p € C[z], p(z) = an2™ + ...+ a1z + ag stopnia n > 1,
ma dokladnie n pierwiastkéw zespolonych zg,z1,...,2,—1 (niekoniecznie réznych) i
p(z) =an(z—20)(z —21)...(2 — zp—1).

Whiosek 2. Kazdy wielomian z R[z] dodatniego stopnia jest iloczynem wielomianéw
z R[z] stopnia 1 i wielomianéw z R[z] stopnia 2 nie majacych pierwiastkéw rzeczywi-
stych.

Whniosek 3. Kazdy wielomian o wspo6tczynnikach rzeczywistych nieparzystego stopnia
ma pierwiastek rzeczywisty.

Twierdzenie (Wzory Viete’a). Liczby x1,xo,...,z, sa wszystkimi zespolonymi
pierwiastkami wielomianu f(z) = ap,2"™ + ap_12" 1 + ... + a1x + ag, gdzie a; € C i
an, # 0, wtedy i tylko wtedy, gdy spelnione sa réwnoéci

_ Ap—2
Ty = o ey
n

n
_ Gp—1
T, = — )
: anp .
=1 1<i<jsn

k On—k ao

— — n
E iy Tiy - - iy, = (—1) — ce T1To. .. xp = (—1) —
1<i1<...<ip<n n n

Uwaga: W powyzszym twierdzeniu nie zaktadamy, ze pierwiastki x1, 2, ..., x, sg r6z-
ne.

1. Wielomian w(z) = 23 + pr + ¢ ma trzy pierwiastki rzeczywiste x1, 2,13, przy
czym x1 = x2 i 3 = 21 — 6. Wyznacz pi q.

2. Niech n € N, n > 1. Oblicz sume, sume kwadratéw i iloczyn pierwiastkow wielo-
mianu 2" — (z — 1)™.

3. Liczby z1,%2,23 sa pierwiastkami wielomianu 22 + 6z? + 11z — 6. Znajdz
wielomian stopnia 3, ktérego pierwiastkami sa liczby (a) zyxe, xoxs, T3,
(b) x1 + 22, 2 + 73, T3 + 11

4. Znajdz pierwiastki wielomianu 2% — 1023 + 3222 — 342 + 7, wiedzac, ze suma

pewnych dwdéch jego pierwiastkow jest rowna 4.

5. Wielomian p(z) = 2° —10x* +ax3 +bx? + cx — 32 ma pieé pierwiastkéw dodatnich.
Wyznacz wspdlczynniki a, b, c.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Wielomian w(z) = az® + bx? + cx + d (a # 0) ma trzy pierwiastki rzeczywiste.
Udowodnij, ze b > ac i ¢? > bd. Czy jest prawdziwe twierdzenie odwrotne?

Liczby rzeczywiste a, b, ¢ spelniaja nieréwnosci a + b+ ¢ > 0, ab+bc+ca > 0 i
abc > 0. Udowodnij, ze a >0, b>01ic> 0.

Liczby z,y, z, u, v, w spelniaja warunki
r+yt+z=ut+v4+w, zyz=uww, O0<u<zr<y<z<<w, u<v<w.
Udowodnij, ze u = z,v = y,w = 2.

1 1 1
Liczby dodatnie x,y, 2z speliaja warunki zyz > liz+y+2 < — + — + —.
x Yy oz
Udowodnij, ze doktadniej jedna z liczb x,y, z jest mniejsza od 1.
Rozwiaz uklad réwnan
r+y+z=2

4y 422 =14
2497+ 22 =20

Niechn € Nin > 3, ap,a1,...,a,—3 € R. Udowodnij, ze nie wszystkie pierwiastki
wielomianu P(z) = 2"+ 2n2" "t +2n22" 2 +a,_32" 3 +...+a1r+ag sa liczbami
rzeczywistymi.

Wielomian az? + bx? + cx + d wspoétezynniki catkowite i trzy pierwiastki rzeczy-
wiste. Liczba ad jest nieparzysta, a liczba bc jest parzysta. Udowodnij, ze pewien
pierwiastek tego wielomianu jest liczbg niewymierna.

Wszystkie wspoétezynniki wielomianu P(x) = 2" +a, 12" ' +...+ajz+1 sa licz-
bami nieujemnymi i wielomian P ma n pierwiastkéw rzeczywistych. Udowodnij,
ze P(2) > 3".

Liczby zespolone 21, s, . .., Z, to pierwiastki wielomianu z" 4+ 2" ' +... +z + 1.

Udowodnij, ze
1 1 1

+ n
l—2y l1—29 ~ 1—2, 2

Udowodnij, ze suma pewnych dwéch pierwiastkéw zespolonych wielomianu
r* — 122 — 5 wynosi 2.
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Wielomiany IV

Niech f(z) = ap2™ + ap_12" 1 + ... + a12 + ag, gdzie a,, # 0 bedzie wielomianem o
wspotczynnikach catkowitych.

I twierdzenie o pierwiastkach wymiernych. Jezeli liczba wymierna %, gdzie
D, q € Z sa wzglednie pierwsze, jest pierwiastkiem wielomianu f, to p | ag oraz q | a,.
Whniosek. Kazdy wymierny pierwiastek unormowanego wielomianu o wspotczynni-
kach calkowitych jest liczba catkowita.

IT twierdzenie o pierwiastkach wymiernych. Jezeli liczba wymierna %, gdzie

p,q € Z sa wzglednie pierwsze, jest pierwiastkiem wielomianu f i b jest liczba calko-
wita taka, ze f(b) #0, top—bq | f(b).
Definicja. Méwimy, ze wielomian p € K[z] (gdzie K = Z,Q, R, C) jest rozkladalny w
K[z] (nad K), jezeli istnieja wielomiany ¢,r € K[z] dodatnich stopni takie, ze p = ¢-r.
Kryterium Eisensteina nierozkladalno$ci wielomianéw w Z[z]. Dany jest wie-
lomian f € Z[x], f(x) = ap2™ + ap_12" ' + ...+ a7 + ap i a, # 0. Zalézmy, ze
istnieje liczba pierwsza p taka, ze

Pt an, plapdlak=0,1,...,n—1, oraz p°*1{ao.

Woéwezas wielomian f nie jest rozkladalny w Z[x].

1. Wartosci w(0) i w(1) wielomianu w stopnia 3 o wspélezynnikach catkowitych sa
nieparzyste. Udowodnij, ze w nie ma pierwiastkow catkowitych.

2. Zbadaj, czy istnieje wielomian w o wspélczynnikach catkowitych oraz liczba na-
turalna k takie, ze w(k) =k + 1, wk+1) =k +2, wk+2) = k.
3. Czy istnieje wielomian w stopnia 5 o wspodlczynnikach calkowitych taki, ze
w(b) =21 w(—5) =37
4. Wyznacz wszystkie pierwiastki wymierne wielomianow:
(a) 3 — 622 + 11z — 6,
xt + 423 — 2522 — 162 + 84,
11z* + 92% — 3527 — 272 + 6,
15z% — 192 + 1622 — x — 3,
1828 + 272° — 52* — 1822 — 27z + 5,
(f) 92* — 4823 + 1022 + 242 + 5,
) @5 — 22% — 1323 4 2622 + 362 — 72.
5. Udowodnij, ze liczby v2 + /31 /3 + % sg niewymierne.

V3

6.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.

Wielomian o wspdélczynnikach catkowitych przyjmuje wartosci nieparzyste dla
dwoch kolejnych liczb catkowitych. Udowodnij, ze f nie ma pierwiastkow calko-
witych.

Wielomian o wspétezynnikach catkowitych przyjmuje wartosé 1 dla trzech réznych
liczb catkowitych. Udowodnij, ze nie ma on pierwiastkéw catkowitych.

Wielomian f(z) = ap2™ + ap_ 12"~ + ... + a12 + ag, a, # 0, ma wspétczynniki
catkowite. Zalézmy, ze liczby an, ag 1 f(1) sa nieparzyste. Udowodnij, ze f nie
ma pierwiastkéw wymiernych.

Liczby 11 2 sg pierwiastkami wielomianu f o wspoélczynnikach catkowitych. Udo-
wodnij, ze pewien wspoélczynnik wielomianu f jest mniejszy od -1.

Niech k,p € N i wielomian f(z) = 2" + ap,_12" ' + ... + @12 + ag ma
wspbélczynniki catkowite. Udowodnij, ze jezeli p + 1 nie dzieli zadnej z liczb
fk), f(k+1),...,f(k + p), to wielomian f nie posiada pierwiastkéw wymier-
nych.

Dane sa rézne liczby calkowite a i b. Pokaz, ze wielomian (x — a)?(z — b)? + 1
nie jest iloczynem dwoéch wielomianéw o wspoétczynnikach catkowitych dodatniego
stopnia.

Liczby catkowite aq, a9, ..., a, sa rozne. Pokaz, ze wielomian
(r—a1)(x—az)...(x —ay)—1
nie jest rozktadalny w nad Z.

Rozl6z wielomiany na czynniki w Z[x]:

(P +at+ a3+ 2?2+ +1)2—25
29 — 6zt + 2% 438

2+ a3 — 2% -1, r

x* + 323 + 422 — 62 — 12,

(a) (x+1)3+ (z—1)3, (k) z* — 323 + 222 + 92 — 15,
(b) 2% +1, (1) 2°+at+23 -1
(c) ? +at -1, (m) 0+ 22t + 222 4+ 1
5 4_ 43 _ 19,2

((d; x4—|—3x 4x° — 122* + bz + 15, (n) 25+ 2t 11,

e) ¥ +4, 10 5

o) 7 +x° —2,

(f) 83 — 1222 + 62 — 1, (0) o s
(g) 8z — 52 — 24z + 15, (p) % +a” +1,
(h) 225 — 52 + 1023 — 1022 450 —2 (@) (@ +2+1)?+3w(@® +o+1)+222,

) )

) )

—_~

S

Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1 liczba n'2 + 64 jest iloczynem
czterech réznych liczb naturalnych.

Udowodnij, ze wielomian 2217 — 18212 +242° +2432° — 3023 — 6 jest nierozktadalny
w Z[z].
Udowodnij, ze wielomian 25 + 23 + 1 nie jest rozkladalny w Z|[x].

Niech n € N, n > 21i P(z) = 2" 1 + 2" 2+ ... + 2 + 1. Pokaz, ze wielomian P
jest rozkladalny w Z[z] wtedy i tylko wtedy, gdy n jest liczba zlozona.
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Powtdrzenie

. Rozstrzygnij, dla jakich wartosci parametru a uktad réwnan

a’x — Yy = 0
(a+2)x + 2z = 10
5y + (a—1)z = -—15

(a) nie ma rozwiazan,
(b) ma doktadnie jedno rozwiazanie,
(¢c) ma wiele rozwiagzan.

Wyznacz wspétezynniki a i b wielomianu w(z) = 23 + ax? + bx + 1, jezeli dla
kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi réwnosé w(z — 1) — w(x) = =322 + 3z — 6.
Wyznacz reszte z dzielenia wielomianu 22022 — 2021219 + 22 — 52 + 2021 przez

22— 1.

Wykaz, ze dla kazdej liczby naturalnej n istnieje wielomian w € Z[z] stopnia n
taki, ze w(2) =71 w(5) = 13.

Dla jakich wartoéci a,b wielomian z°® + 2* + ax® + bz? + 5 jest podzielny przez
(a) (x +1)2, (b) 22 + 47

Zapisz wielomian 4% — 32° + 2 — 222 + 5 jako wielomian zmiennej ¢ = 2 + 1.

7. Dla jakich a,b wielomian w(x) = z* + az® + bz? — 82 + 1 jest kwadratem innego

10.

wielomianu?

. Wyznacz wszystkie zespolone pierwiastki wielomianow:

(a) 32% + 1022 + 9z + 2,

(b) 223 + 522 + 3z — 3,

(c) z* + 2% — 522 + 2 — 6,
)

(d) 2° —2* —32% — 322 —x + 1.

. Wyznacz rzeczywiste rozwiazania uktadu réwnan

r+y+z=1
B+ 2 gz =t 4yt 24+ 1

Niech n > 2. Udowodnij, ze wielomian

" a1 x? T
p($):7+7'+.. + — +

. T
PR STRTI

nie ma pierwiastkéw wymiernych.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.

Dla jakich wartosci wspétczynnika a € R pierwiastki zespolone x1, o, x3 wielo-
mianu 2% + az? — 3x — 19 spehiaja warunek z3$ + 23 + 23 = 37

Wielomian p(z) = az* + bx3 + cz? + dx + e, a # 0, ma wspdltczynniki catkowite i
7| f(n) dla kazdego n € Z. Udowodnij, ze kazda z liczb a, b, ¢, d, e jest podzielna
przez 7.

Udowodnij, ze wielomian ax® + bx? + cx +d, gdzie a,b,c,d € Z, 2t ad i 2 | be, nie
moze mie¢ trzech pierwiastkéw wymiernych.

Rozt67 wielomiany na czynniki o catkowitych wspoétczynnikach:
) 28 + 2t + 222 + 2,
) % — 32t 4+ 823 + 322 — 1,
(c) 216 — 28 — 25 + 2% — 22 4+ 1,
(d) 28 + 2% + 222 + 6,
) 2% + a7 — 2% — 2% + 222 + 2.
Udowodnij, ze wielomian P(x) = 27 + (z 4+ 3)7 + (z +4)7 + 6 jest nierozkltadalny
nad Z.

Niech n € N. Udowodnij, ze wielomian z2

" 41 jest nierozkladalny w Z|[z].

Niech a € Z i 5t a. Udowodnij, ze wielomian P(x) = 2° —x +a jest nierozkladalny
nad Z.
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Zadania r6zne

1. Rozwiaz uklady réwnan:

r—y=2~6 24yt =1
(@) 3 5 5 _
r® —y° =126 oyt =1
23
. Sﬂy+24_z (1—1—1: (1+x4)=1+y7
(b) ] . Y14+ +y) =1+2"
RO 2 2
(c){@c—y)(y—l):e’ Ly g
Y x
2 2)=24
(@ Tz + 1lzy” =6 r oy 2
B+ ty+yd=1
z? +y =T +y
CR AR A (492
(1—a)(1—y) =6 w oyt =
Ty T+ 2y
+ =2
R THY g
Ty T — 2y ryz
—6 =1 y+z
x— 2y Ty @) =4
TYyz
R S rte
ry+r+y=>5 Tyz =5

2. Uprosé wyrazenia

av/a + bvb > <\/6+\/5)2 " a "
()<f+\/ — Vab ) dlaab>0a#b.

(b) (a 7b2)(\3/>7 %)
Vat + Vab® — Va3 — Vbt

1 1 1 1 3
0y (o (- W))

o g oo

dla |a| # [b].

dlaa>1
(o) a— +va? 7b2_a+\/a — b2 ‘ b2
a+va2 =02 a—+a®—02) at—a2p?

3. Rozwiaz rownania

(a) /1—15—22|=2

(b) Vizr +8 -3z —2=2

(c) m2+m+1+\/x2—x+1:4
(d) V1+az2-— m =4/]z%2 - 1]

() Vr+45— Yz —16=1,
f) V¥ + 22 —1++V23 +22+2=3

\/:r—&—\/c?—\/w—f T+ VT

4. Rozwiaz nieréwnoéci

1 g 3 b
T+ 2 r—3
(b)
(©) (z —1)(z —2)(z —3)

(z+ 1) (z+2)(x+3)
22— 5z +3
2 —1

(a)

<z,

> 1,

(d)

<1

5. Udowodnij, ze

(a) (1:44—;) <x3+;2) < <x4+;2

(g Vz+2+3x+8=+22+6
(h) Vo —3+V7T—2 = /8(x—4)(6 —
) Vai+z+6++22—x—4
Vil +z4+6—VaZ—z—14
N T —1 \3/;—17
R B H

(k) V4d+avar+40=x+2

=5

(g) (z—2)vVz2+6 <z —4,
(h) V2z +1< 23 —422 + 2 +5,
22— 16

(b) (x+;)6 <:r3+xl3)2>6<<x+i>3+<x3+xl3>>,dla:r>0.

6. Niech a € R. Rozwiaz réwnanie

\/a+\/a+\/a+\/mz.

7. Udowodnij, ze dla dowolnych n,m € N, n,m > 1, prawdziwa jest nieréwnosé

1

1

+ >1
"\2/ mn+ 1 m\2/ mn + 1
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Granica ciggu I

Definicja granicy ciagu. Liczba ¢ jest granica ciagu liczbowego (an)n, jezeli dla
kazdej liczby rzeczywistej € > 0 istnieje liczba naturalna N taka, ze dla wszystkich
n > N spelniona jest nieréwnos¢

lan, — g] < e.

Piszemy wéwczas lim a, = g, a, — ¢ lub po prostu a, — g.

n—oo
Jezeli liczba g € R jest granica ciagu (ay),, to méwimy, ze ciag (a,)n jest zbiezny do
g. Ciag, ktéry nie jest zbiezny, nazywamy ciggiem rozbieznym.

Stw. 1 (jednoznaczno$é¢ granicy). Ciag liczbowy (a,) ma nie wiecej niz jedna
granice.
Stw. 2. Jezeli lim a, =ai lim b, =b, to

n—oo n—oo

(i) lim ca, = ca dla dowolnego ¢ € R, (ii) lim (a, +by) =a-+b.

Stw. 3. Kazdy ciag zbiezny jest ograniczony.

Tw. 4. (o trzech ciagach) Dane sa trzy ciagi liczbowe (an)n, (bn)n 1 (Cn)n, Przy

czym lim a, = lim ¢, = g oraz istnieje liczba N > 0 taka, ze dla kazdego n > N
n—oo n—oo

spelniona jest nieréwnosé a,, < b, < ¢,. Wéwczas ciag (by,),, jest zbiezny i lim b, = g.
n—oo

Stw. 5. Ciagi (an)n 1 (by)n sa zbiezne i lim a, =a, lim b, = b. Wowczas

(i) lim a,b, = ab,
(ii) jesli b # 0, to b, # 0 dla dostatecznie duzych n i lim dn _ &

n—oo n b
Stw. 6. Niech k € N, ciag (a,)n jest zbiezny i lim a, = g. Jezeli 2 | k i a,, > 0 dla
kazdego n, lub 2t k to ciag (¥an), jest zbiezny i lim ¥/a, = /9.

. . - I . 1 .22 +1
1. Wykaz, korzystajac z definicji granicy ciagy, ze (a) lim — =0, lim — T = 2,
n—oo N, n—oo Nn“ —
(b) jedli || < 1, k€N, to lim ¢" =01 lim n*¢" =0.
2. Zbadaj zbiezno$¢ ciagu a, = vn+1—+/n.

a—1

3. Wykaz, ze dla kazdego n € Nia > 1 prawdziwa jest nieréwnos$é {/a —1 <
Nastepnie udowodnij, ze lim /a = 1.

n—o0

4. Wykaz, ze lim a, = g wtedy i tylko wtedy, gdy lim |a, — g| = 0.
n—00 n—oo

5. Zalézmy, ze a, — a. Wykaz, ze |a,| — |a|. Podaj przyktad, ze nie zachodzi
implikacja w druga strone.

10.

11.
12.

13.

. Wykaz, ze ponizsze ciagi sa rozbiezne:

a) an, =n, "1
(a) 1 @ a3 !
(b) bp = (1" + —, k=1
n
q" . nn
(c) en = -, gdzie lg| > 1, k€N, (&) by ==

. Ciag (an)n, jest zbiezny i lim a, > a. Wykaz, ze istnieje N € N takie, ze a, > a
n—oo

dlan > N.

. Ciagi (an)n i (bn)n sa zbiezne i lim a, > lim b,. Wykaz, ze istnieje N € N

n—oo n—oo
takie, ze a,, > b, dlan > N.
Ciagi (an)n 1 (bn)n sa zbiezne i istnieje N € N takie, ze a, < b, dlan > N.
Wykaz, ze

lim a, < lim b,.
n—oo n—oo

Podaj przyklad ciagéw (an)n i (bn)n takich, ze a, < b, dla wszystkich n oraz

lim a, = lim b,.
n—oo n—oo

Zalozmy, ze a,, — g. Wykaz, ze ciag b, =

tez jest zbiezny do g.

[nay, |
n
Wykaz, ze lim /n = 1.
n—oo
Ciag (an)n Jjest ograniczony, a ciag (b,), jest zbiezny do 0. Wykaz, ze

lim a,b, = 0.

n—oo

Oblicz granice ciagdéw lub wykaz, ze ciagi sa rozbiezne:

() lim 222, bt VPV
n—oo 4N )
b 5 (4n_3)2 n—oo W—\/’ﬁ
®) i e =6 (k) sin(vaF 1) - sin(v/n = 1),
. 4‘3n+172_22n n . |
(c) nlgr;oW’ 0] poY sin(n!).
(@) lim L2703 (m) /3727,
e 3" +2 (n) 37 —2m,
i n°7" 4+ 075"
)t s () ¥nT3m,
i 2 _ 2 _ ] _1\"
() nl;rr;o (\/n +2n \/n 2n>, ) & 2n+( ;) 7
(@ lim 14+345+...+(2n—1) .
g noo n2 ) (q) n\/ﬁ’
M) tim —("TF) ken (r) "¥n—2,n>2
n— oo n’“ n ’ ’ 2
(s) "V5m—4,
. (n+ 1!+ (n—1)!
O Py e s (t) YT —7-22n —100
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Granica ciggu II

Definicja. Ciag liczb rzeczywistych (ay,)n jest rozbieiny do +o0o (—oo) wtedy i tylko
wtedy, gdy
Viarso Iven Visn an > M (an, < —M).

Piszemy wéwczas lim a, = +oo lub a,, — 400 ( lim a,, = —oc lub a,, —» —0 ).
n—oo n—oo

Definicja. Méwimy, ze ciag (a,, ), ma granice, jezeli jest on zbiezny (wtedy ma granice
skoticzona) lub rozbiezny do +oo (wtedy ma granice nieskonczona).

Stw. Zalézmy, ze a,, — +0o0. Wowczas
e — — 0,
an,
o jedli ciag (by)n jest zbiezny lub ograniczony z dotu, to a, + b, — +0o0;

e jesli istnieje stata ¢ > 0 taka, ze b, > ¢ dla prawie wszystkich n lub b, — ¢, to
a"nbn — +OO;

e jesli istnieje stala ¢ < 0 taka, ze b, < c dla prawie wszystkich n lub b, — ¢, to
anbn — —O0;

° Jeéh bn — +OO, to Ay + bn — 400 i anbn — +00;

1
Stw. Jedli a,, — 01 a, > 0 dla prawie wszystkich n, to — — +o0.
an

Stw. Jezeli a,, — +00 i b, > a, dla prawie wszystkich n, to b, — +o0.
Wyrazenia nieoznaczone:

e co—oo,np. (n+1)—n, n®—n, Vn+1-/n;

1 1o, 1
° 0007npgn, 27’”, ﬁ 5
o G &
e -, np ’ ’
0 (3" )"
. X n 2" n
— np. —— i —_
00’ p n+17 n’ on’

e 1% (V" (v, (1+4))

e oo, np. n'/", (2”)1/".

1. Udowodnij, ze ciag (sinn), nie ma granicy.

2. Dana jest liczba naturalna k oraz ciag (a,)52; o wyrazach ze zbioru {0, 1,...,k}.
Niech

bn:’(/a{’—i-ag—&—...—&—ag, dlan € N.

Zalézmy, ze w ciagu (b,) wystepuje nieskonczenie wiele wyrazéw caltkowitych.
Wykaz, ze wszystkie wyrazy ciagu (b,,) sa calkowite.

3.

10.

11.

12.

Oblicz granice ciagdéw lub wykaz, ze nie istnieja:

(e) n? (\/n2 + \/?T-H—n\/i)

n* —5nd 4+ 172 —9n — 2
12n3 —=5n2 4+10n -7

(a)

(b) 2°n — 3" () \/714—371(\3/1—n?’—l—n>7
3“ o 2n ’ n
1
n 3
© 5" +n® -5 (g)z%,
n4 +27.n ’ k=1
3/ _ 3 LI |
(d) u7 (h) Z 7
vn+1-— \/ﬁ k=1
(a) Zalézmy, ze a,, € R1 lim Gntl] . Wykaz, ze lim a, = 0.
n—oo | Gy n—oo
Ap41

(b) Zal6zmy, ze a, > 01 lim

n—oo

> 1. Wykaz, ze lim a, = +o0.
n—oo

an

. Korzystajac z poprzedniego zadania oblicz granice ciagdéw

on (’I’L')2
ol @2n)

(a)

Liczby catkowite a,, b, spelniaja zaleznos¢ a, + b3 = (2+\/§)n. Oblicz

. Qp,
lim —.
n—oo n

Zatézmy, ze a, > 01 lim Ya, < 1. Wykaz, ze lim a, = 0.

n—oo n—oo
(a) Ciag (an)n jest zbiezny do g. Wykaz, ze
. ay+ax+...+ap
lim =g

n— o0 n

(b) Ciag (an)n ma wyrazy dodatnie i jest zbiezny do g. Wykaz, ze

lim aias...a, =g.
n—oo

Dany jest ciag liczb dodatnich (a,)22; taki, ze nlg%o GZH
lim a, =g. "
n—oo

Korzystajac z poprzedniego zadania oblicz granice ciagow

(a) V25" — 3" +n3sinn, (b) Vnl.

Oblicz granice

. sin?1 +sin?2 + ... +sin’n
lim .

n—oo n

Niech p,, oznacza n-ta liczbe pierwsza. Wykaz, ze

1 —1
lim 1-— = +o00.
J TT (1)

=g. Wykaz, ze
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Kresy zbioréw

Definicje. Niech A C R.

e 7Zbiér A jest ograniczony z gory wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba b € R taka, ze dla
kazdego a € A zachodzi nieréwnoéé¢ a < b. Kazda taka liczbe b nazywamy ograniczeniem
gérnym zbioru A.

e Liczba b € R jest kresem gdrnym (supremum) zbioru A wtedy i tylko wtedy, gdy spelnione
sg nastepujace warunki:

(i) b jest ograniczeniem gérnym zbioru A;

(ii) jezeli ¢ jest ograniczeniem gérnym zbioru A, to b < c.

Kres gérny zbioru A oznaczamy sup A.
Analogicznie definujemy zbiér ograniczony z dotu, ograniczenie dolne i kres dolny (infimum)
zbioru A, oznaczany inf A.
Jezeli niepusty zbiér A nie jest ograniczony z gory, piszemy sup A = 400, jezeli A nie jest ogra-
niczony z dotu, to piszemy inf A = —co. Ponadto przyjmujemy, ze inf ) = +oo i sup@) = —oo.
Jezelia =sup Aia € A, to méwimy, ze a jest elementem maksymalnym zbioru A i stosujemy
oznaczenie a = max A. Podobnie definiujemy element minimalny min A.

Stw. 1. Niech A C R. Wéwczas
(i) Liczba b € R jest kresem gérnym zbioru A

<= b jest ograniczeniem gérnym zbioru A oraz v€>o 3 acAab—ce<a
<= b jest ograniczeniem gérnym zbioru A oraz istnieje ciag a, € A zbiezny do b.

(ii) Liczba b € R jest kresem dolnym zbioru A

<= b jest ograniczeniem dolnym zbioru A oraz V5>0 = acaa<b+e
<= b jest ograniczeniem dolnym zbioru A oraz istnieje ciag a, € A zbiezny do b.

Aksjomat ciaglosci (Dedekinda). Kazdy niepusty i ograniczony z géry zbiér A C R ma
kres gérny.

Stw. 2. Kazdy niepusty i ograniczony z dotu zbiér A C R ma kres dolny.

Definicja. Zbiér liczb naturalnych N jest to najmniejszy podzbiér A zbioru R o wtasnosciach
(i) 1 € A oraz (ii) jeSlia € Atoa+1€ A.

Stw. 3. Zbidr liczb naturalnych N jest nieograniczony z géry.

Stw. 4. (Zasada Archimedesa). Dla kazdej liczby rzeczywistej a istnieje liczba naturnalna
n taka, ze n > a.

Tw. 5. (istnienie pierwiastkéw z liczb nieujemnych). Jezeli a > 0 i n € N, to istnieje
doktadnie jedna liczba b > 0 taka, ze b™ = a.

Tw. 5. (o gestosci Q w R) Dla dowolnych liczb rzeczywistych a,b, a < b, istnieje liczba
r € Q taka, ze a < x < b.

Definicja. Jezeli zbiory A, B C R sg niepuste, A € R, to przyjmujemy, ze \-A = {\a : a € A},
—A=(-1)-A, At B={atb:acAbeB},A-B={ab:ac A be B}.

. Niech A, B C R i dla dowolnych ¢ € A i b € B zachodzi a < b. Udowodnij, ze

sup A < inf B. Czy prawdziwe jest twierdzenie odwrotne?

2. Niech ACRiA€eR, b=inf A, ¢ =sup A. Wyznacz kresy zbioru \ - A.

3. Zbiory A, B C R sg niepuste i maja skonczone kresy. Udowodnij réwnosci:

(i) sup(—A) = —inf A, (iii) sup(A + B) = sup A + sup B,
(ii) sup(AUB) = max(sup A,sup B), (iv) sup(A — B) = sup A — inf B,
(v) sup(A-B) =sup A -sup B, jedli A, B C [0, +00).

Znajdz kresy zbioréw. Czy zbiory maja elementy maksymalne i minimalne?

@){@nn+i:neN} G){;+}—;fhameN}

n?+2n—3 nm
w){7kyl.neN} @){%ﬂ+nﬁ.mmeN}
(h) {zyz:x2+y+2=610<x,y,z2}
(i) {(1—4a)b®+a?:a,b€(0,1)}

0 {5 e n)

27’””

&){1 1:mm€N}

1
(c) {x—x:1<x<2024};
k

m){Z;k;mkeN}

1 1
—’:m,neN,n;«ém};
m

AT

3

5. Dany jest zbiér E = {1 +n~2 : n € N}. Wyznacz kresy zbioru E + 2 - E.

6. Zbiér niepusty A C R ma wlasnosé, ze dla kazdego A € A istnieje eement b € A

10.

11.

taki, ze b < % + 1. Udowodnij, ze inf A < 2.
Niech z € R\ Q1ia,b € R, a < b. Udowodnij, ze istnieje liczba wymierna ¢ taka,
ze a < qxr < b.

Niech A oznacza zbiér wszystkich liczb niewymiernych z przedziatu (0,1). Wy-
znacz zbior A + A.

Udowodnij, ze istnieja ciagi liczb wymiernych (a,, ), (b,) takie, ze

lim (a,v2+b,V3) = V5.

z(1+
Wyznacz kres gérny zbioru {(24_\/2@ 0<z<y< 1}.
r*t+y

Wyznacz kresy zbioru
a 2a n—1)a,— nay,
{1+2+“,+()1+

— 1a1,02,...,0, > 0.
as as QAnp aq



Analiza - klasa 3a Zestaw 11. 19.3.2024

Granica ciggu II1

Tw. 1. Niech (a,), bedzie ciagiem liczb rzeczywistych, ktory jest
(i) niemalejacy i ograniczony z géry

lub

(ii) nierosnacy i ograniczony z dotu.

Woéwezas ciag (an)n jest zbiezny.

Lemat 1. Dlan e N, n > 2

e [ =)

Lemat 2. Jesli n € N, to
1 n 1 n+1
2<(1+> <(1+> < 3.
n n+1

1 n
Tw. 2. (Stata Eulera) Ciag a,, = (1 + ) jest rosnacy i ograniczony z géry, wiec
n

zbiezny. Jego granice, czyli liczbe

1 n
e = lim (1 + )
n—oo n

nazywamy stalq Fulera.
n 1
Tw. 3. e= nh—{golgg

br

1
Lemat 3. Dla kazdego n € N istnieje liczba 6,, € (0,1) taka, ze e = Z 7l +—.
I nn!

k=0
Tw. 4. Liczba e jest niewymierna.

1. Wykaz zbiezno$¢ ciagoéw

1 2n)!l n 1
(a)an:;ﬁ, (b)bn:m’ (c) en = H (1—|—2k>,

k=1

1 1

2. Niech 1 > 01z = 3 (xn + > Wykaz, ze ciag (zn,), jest zbiezny i znajdz

T
jego granice.

10.

11.

12.

13.

14.
15.

16.

Dany jest ciag (ay), taki, ze a1 > 01
1
ay +ag+...+an

Any1 = dlan=1,2,3....

Wykaz, ze ciag (an)n jest zbiezny i znajdz jego granice.
Niech a; > b7 > 01

a, + by, b B 2
2 ) n+1 — aT_Ll + by_Ll,

Apt1 = dlan=1,2,3,....

Wykaz, ze ciagi (an)n 1 (by)n sa zbiezne i wyznacz ich granice.

. Niech a; >b; > 01

a, + by,

9 3 bn+1 =V anbn7

Wykaz, ze ciagi (an)n 1 (bn)n sa zbiezne do tej samej granicy (zwanej srednig
arytmetyczno — geometryczng liczb aq,by).

pt1 = dlan=1,2,3,....

1
Ciag (an)n, spelnia warunki 0 < a,, < 11 a,(1 —apt1) > 1 dla n > 1. Wykaz, ze
ciag ten jest zbiezny i znajdz jego granice.

1+an41 +a?

Niech a1 =0, ag = = 3 % dla n € N. Wykaz, ze ciag ten jest

2
zbiezny i znajdz jego granice.
Niech by =1, b3 =21 b2 = Vb, + /bnt1 dla n € N. Wykaz, ze ciag ten jest
zbiezny i znajdz jego granice.

i Up42 =

1 n 1 n+1

Wykaz, ze (1+> <e<<1+> dlan eN
n n

Oblicz granice

(a) lim (1—1)n+1, (b) lim <1+i)n, (©) lim ™ (d) lim n(/e—1).

n—oo n n—oo n—oo nN n—oo
22 — 1)
Wykaz, ze lim (2%/a —1)" =a? dlaa > 1, oraz lim (\/572) =1.
n—oo n—oo n
Oblicz lim Xn:;
n—oo £~ k(k + 1)(k + 1)!"
Pokaz,ze jedli a,, € Qi lim a, = 400 lub lim a, = —o0, to

n—oo n—oo

1 an
lim <1 + ) =e.
n—o0 an

Niech (6,,), to ciag zdefiniowany w lemacie 3. Wykaz, ze lim 6, = 1.

n— oo

Oblicz granice lim nsin(2wen!).
n—oo

1

Ciag (an)n jest ograniczony z gory i any1 — an > —— dla kazdego n. Wykaz, ze
n

ciag (an)n jest zbiezny.



Analiza - klasa 3a Zestaw 12. 23.4.2024

Granica ciggu 1V

Twierdzenie Bolzano - Weierstrassa. Z kazdego ciagu ograniczonego liczb rzeczy-
wistych mozna wybraé¢ podciag zbiezny.

Tw. (Warunek Cauchy’ego zbieznosci ciagu) Ciag liczb rzeczywistych (a, )n jest
zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy

vs>0 3 NeN vm,n>N |an - am| <E€.

Twierdzenie Stolza. Ciagi liczb rzeczywistych (ay,), 1 (by), spelniaja warunki:

(i) ciag (bn)n jest $cisle monotoniczny i b, # 0 dla kazdego n,

cey e .. . . Gn+1 — Ap

(ii) istnieje granica lim ——— =
n—=00 Op41 — by

(iii) lim b, = oo lub lim a, = lim b, = 0.

)

. . QA
Woéwcezas lim — = g.

n—oo n

1. Korzystajac z warunku Cauchy’ego, zbadaj zbiezno$¢ ciagow:
"o n n (_1);6,1 n
(a) ap = Z = (b) bn =
o VE

k k
dge @e=3 —— Wdi=>
k=1 3 k=1 k k=1 (k+1)

2. Zbadaj zbiezno$¢ ciagu (x,,)5% ; zdefiniowanego nastepujaco:

T =3, Tpy1 = (

Jezeli ciag jest zbiezny, wyznacz jego granice.
3. Kryterium Leibniza zbieznosci szeregéw. Dany jest nierosnacy ciag liczb
n

dodatnich (ay), taki, ze lim a, = 0. Wykaz, ze ciag b,, = z:(—l)ka;€ jest zbiez-
ny. =1
(_1 n+1

4. Niech z,, = ———. Wykaz, ze istnieje bijekcja f : N — N taka, ze ciag
n

an = Z Lf(k)
k=1

(a) jest rozbiezny,
(b) jest zbiezny do danej liczby rzeczywistej g.

5. Niech (a,)n to ciag liczb rzeczywistych. Zaldzmy, ze istnieje stata A € (0, 1) taka,
ze dla dowolnego n € N zachodzi |ant2 — ant1] < Mant1 — an|. Wykaz, ze ciag
(an)n jest zbiezny.

10.

11.

12.

13.

14.

Niech k € N i k > 1. Ciag liczb rzeczywistych (ay), spelnia warunki

lim (ani1 —a,) =0 i VesoJwen vn,m>N |akn — apm| < €.

Wykaz, ze ciag (an)n jest zbiezny.
Podaj przyklady, ze z zadnego z tych warunkow osobno nie wynika zbieznosé
ciggu.
Wykaz, ze kazdy ciag zbiezny zawiera wyraz najmniejszy lub najwigkszy.
Wykaz, ze z kazdego ograniczonego ciagu liczb zespolonych mozna wybraé pod-
ciag zbiezny.
Dany jest ciag liczb rzeczywistych (a,), taki, ze ciag b, = Y.,_, ax jest zbiez-
ny. Niech f : N — N bedzie bijekcja taka, ze dla kazdego k € N zachodzi
|f(k) — k| < 2023. Wykaz, ze ciag ¢, = Z ag (k) jest zbiezny.
k=1
Oblicz granice
2n
1 1 1 1 1 1
im — -, b) lim — —, ¢) lim — —.

1

n n

Niech p € N. Oblicz granice
1P+ 2P 4 ..+ nP

(a) lim e :
1P+ 2P ...+ nP n
b) I —
1 @tk
(c) Nim —=g s
k=0

Wykaz, ze jedli lim a, =g, b, > 0 dlan € N, oraz
n—oo

lim (by + b2+ ...+ b,) = 400,

n—oo

to
lim aiby + asbs + ...+ a,b, —y
n—00 bi+bo+...+0b,

Dany jest ciag liczb rzeczywistych (z,), taki, ze
lim (:lign + I2n+1) = 2022, lim (l‘gn,_l + l'gn) = 117.
n—oo n—oo

Ton
Ton+1

Wykaz, ze ciag ( )n jest zbiezny i znajdz jego granice.

Dany jest ciag liczb rzeczywistych (a,,)5 ; taki, ze

n
nh—vIgo an, ;ai =1
Wykaz, ze
lim a,Vv3n = 1.

n—oo



Analiza - klasa 3a Zestaw 13. 14.5.2024

Granica ciggu — powtorzenie.

1. Oblicz granice ciagdéw

3nt —10n3 —2n2 4+ 7 3n? \"
(a) YR (k) 5 ;
In 5n? + 19n 3n?2—1

5n+1 . TL2 _ 3n+2 . n3

(b) 3n - 52 4 2nt3 . b 1 3n” \"
2yn—3Yn+1 ® 3n21) ’
©) S mTT 20 -
(@) n® (Va2 + Vol +1-nv2), (m) (n>
e) Vn n2 —Vn )
0O v w T
n! ey
(2) 27,;: B ©) 7\1/<1_n_1|_1> Jr7
w (%) o 1)
(i) i:% P
i) (m)fm—?’ (n+1 (n+1) )

2. Zbadaj zbieznosé ciagéw zadanych przez warunki

(a) ap =3, ant1 = V3a, +4,

2bn
=92 =
(b) bo =2, by b
— 92)2
(c) co =5, cpy1 = %

Jezeli ciag jest zbiezny, wyznacz jego granice.
3. Dany jest ciag (an)n taki, ze lim,— o (ant1 — arn) = a. Udowodnij, ze

. An,
lim — =a.
n—oo n

4. Dany jest ciag (a,)$2 liczb dodatnich taki, ze lim Z ar = +00. Udowodnij, ze
n—oo

k=1
lim H 1+ag) =

n—oo

5. Ciag liczb dodatnich (a,,)22; spelnia warunek
Jim, (Vs = v/an) =
Wykaz, ze lim a, = +oc.

6. Zbadaj zbieznosé ciggow

n k n
(a) ; () > (—1)F (V2k+1-V2k
> 7 >0 (Y )
() SRV © Y (VET1- V)’
k=1 k=1
" 1 - k
(©) ;73 T (2) kl;[l <1+ 3k>
- - (=1)*
();(\/2“ - V2k) (h)kl_[l<1+ T >

7. Wyznacz kresy zbioréw

o [T )

nm

{mm( T, —,y+ >:x,y>0},

l-e 12y 1=z >0iz4+y+z=1
LT, Y, 2 ix z=15,
Tt 11y 11z 7Y Y

{f [V :neN}.
Vet Ve 4.+ e

n
9. Wszystkie wyrazy ciagu (ay,)n sa dodatnie i ciag (b,,), zadany wzorem

R S
DB

jest zbiezny. Udowodnij, ze lim a, = 0.
n—oo

8. Oblicz granice lim
n—oo



Analiza - klasa 3a Zestaw 14. 4.6.2024

Funkcja wyktadnicza — wprowadzenie

Przypomnienie: Je$lia > 01x = P € Q, gdzie p,q € N, to
q

Lemat o ciggach szybko zbieznych do 0. Jezeli (a,,), jest ciagiem liczb rzeczy-
wistych takim, ze na, — 0, to lim (1+a,)" = 1.

n—oo

Tw. 1. (istnienie i wlasnoSci funkcji wyktadniczej). Dla kazdego = € R ciag
an(x):<1+£> , neN
n

jest zbiezny do granicy g(x) € R, ktéra zapisujemy exp .
Funkcje exp : R — R nazywamy funkcjg wykiadniczq lub eksponentq. Ma ona naste-
pujace wlasnosci:

(i) exp(z) > 0 dla kazdego x € R oraz exp(x) > 1 dlaz > 01iexp(zr) <1 dlaz < 0;
(i

) exp(x +y) = exp(x) exp(y) dla dowolnych z,y € R;
(iil) jezeli z € Q, to expx = €

)

)

1
(iv) expz > 1 + = dla kazdego z € Riexpzx < 1= dla z < 1;
-

(v) funkcja exp jest $cisle rosnaca; jesli x, — 400 to expx, — +0o i exp(—z,) — 0.
Ze wzgledu na punkty (ii) i (iii) ma sens zapis e = exp = dla dowolnego x € R.

Tw. 2. Obrazem funkcji exp jest cala pélprosta (0,+00). Zatem exp : R — (0, +00)
jest bijekcja.

1. Wykaz, ze jesli (x,,), jest ciagiem liczb rzeczywistych takim, ze lim z, =z € R,

n—oo

to lim expz, =expuz.

n—oo
2. Niech z € R i (t,), jest ciagiem liczb rzeczywistych réznych od zera i zbieznym
exp(z +t,) —expzx

do zera. Wykaz, ze lim =expz.
n—oo tn
3. Udowodnij, ze expx = lim o dla kazdego x € R.
n—oo !
k=0

4. Wykaz, ze dla kazdego = € R zachodzi nieréwnosé |e* — 1 — x| < |z|? - el®l,

5. Niech g € (0,1), z,y € Ri z # y. Udowodnij nier6wnosé

(1—q)expz+qgexpy > exp((1 — ¢)z + qy).



