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1 Podobienstwo macierzy

Definicja 1. Powiemy, ze macierze A, B € K™" sg podobne, jezeli istnieje
macierz nieosobliwa C' € K™" taka, ze

B=C"1AC.

Uwaga 1. Podobienstwo macierzy jest relacjg rownowaznosci w zbiorze K™",
a wiec relacja ta wyznacza podzial K™" na klasy abstrakeji (roztaczne pod-
zbiory) macierzy wzajemnie podobnych.

Uwaga 2. Macierz C' powyzej mozna traktowac jako macierz zmiany bazy w
przestrzeni K", wiec macierze A i B sg podobne wtedy i tylko wtedy, gdy sa
macierzami pewnego przeksztatcenie liniowego F' € L(K™) w réznych bazach
(przy czym rozumiemy, ze w dziedzinie i przeciwdziedzinie F' mamy jedna
baze¢)

Stwierdzenie 1 (Niezmienniki podobienstwa). Jezeli macierze A, B € K™
sq podobne, to

(i) det A = det B,

(ii) trA = trB,
(iii) rankA = rankB.
Dowdd. Teza (i) jest wnioskiem z tw. Cauchy’ego o wyznaczniku iloczynu

macierzy, (ii) i (iii) zostawiamy jako ¢wiczenie. O

2 Wartosci, wektory i podprzestrzenie wta-
sne

Definicja 2. Niech A € K™".

(i) Powiemy, ze liczba A € K jest wartoscig wlasng macierzy A, jezeli
istnieje wektor v € K", v # 0, taki, ze

AT = MU



(ii) Taki wektor ¥ nazywamy wektorem wtasnym odpowiadajacym wartosci
wlasnej A.

(iii) Jezeli A jest wartoscia wlasna macierzy A, to zbiér
Vi={veK": AU = \v}
nazywamy podprzestrzenig wtasng odpowiadajaca wartosci wlasnej .

Uwaga 3. Jak tatwo zauwazyé, V) = ker(A — \I,,) , wiec V) jest podprze-
strzenig liniowa w K", a jej elementy to wszystkie wektory wtasne macierzy
A odpowiadajace wartosci wlasnej A oraz wektor zerowy.

Definicja 3. Widmem macierzy A € K™" nazywamy zbiér jej wszystkich
wartosci wlasnych. Zbiér ten oznaczamy symbolem o(A).

Przyktad 1. Niech A = l_S - ] Mozna policzy¢, ze

8 7

1 1 -1 -1
S A BB
Zatem A ma wartosci wtasne —1, 3, a odpowiadajace im wektory wtasne to
1].1]-1
)]

Przyktad 2. Jezeli A € K™" jest macierza diagonalna,

ai
)
A= ,
Qp,
to liczby aq, as, . . ., a, sa wartosciami wlasnymi macierzy A, a odpowiadajace
im wektory wtlasne to €7, 65, ..., €,.

Przyktad 3. Jezeli A € K"" ¥ # 01 & € ker A, to ¥ jest wektorem wla-
snym dla wartosci wtasnej 0. Jezeli macierz A jest osobliwa, to ker A jest
podprzestrzenia wtasng odpowiadajaca wartosci wtasnej 0.

Definicja 4. Niech A € K™". Wielomian charakterystyczny macierzy A jest
zdefiniowany jako
pa(A) = det, (A — AL,).

Mozna pokazaé, ze pa € K[\],.

Przyklad 4. Jezeli A = l_;’ _74] to

pa(X) = det [_58_ A 7__4A] = (=5 = A)(7T—)\) +32

=N -2 -3=X+1)(A-23).



Stwierdzenie 2. Liczba A € K jest wartoscig wlasng macierzy A € K™
wtedy 1 tylko wtedy, gdy A jest pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego

ba-

Dowdd. X jest wartoscig wlasng A wtw. gdy Av = \v dla pewnego niezero-
wego wektora U, wtw. gdy ¢ € ker(A — AI,,), wtw. gdy macierz A — I, jest
osobliwa, wtw. gdy det(A — \I,,) = 0. O

Stwierdzenie 3. Jezeli A € K jest wartoscig wltasng macierzy A € K™, to
wektor v € K™\ {0} jest wektorem wtasnym odpowiadajgcym warto$ci wltasnej
A wtedy 1 tylko wtedy, gdy

U € ker(A — A,).

Dowdd. AV = N\ wtw. gdy (A — AL,)0 =0 wtw. gdy U € ker(A — \I,,). O
-5 —4
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nie dwie wartosci wlasne 11 -3.

Przyklad 5. Macierz A = z poprzedniego przyktadu ma doktad-

Przyktad 6. Jezeli A = diag(ay,as,...,a,) (macierz diagonalna), to
pa(A) = (a1 — AN)(ag — ) ... (a, — A)
oraz 0(A) = {ay,aq,...,a,}.

Stwierdzenie 4. Wielomian charakterystyczny macierzy jest niezmienni-
kiem relacji podobienstwa, tzn. jezeli macierze A, B € K™" sqg podobne, to

bA = PB-

Dowéd. B = C~1AC dla pewnej nieosobliwej macierzy C'. Dla dowolnej licz-
by A € K:

CHA—-\L)C =C1tAC — C'\IL,C = B — )\,

co oznacza, ze macierze A—\I,, i B—\I, tez sa podobne, wiec ich wyznaczniki
sg rowne, czyli

pa(N) = det(A — AL,) = det(B — AL,) = pp(A).

m
Stwierdzenie 5. Jezeli A1, Ao, ..., A\ sq roznymi wartoSciami wiasnymi ma-
cierzy A € K™" i U; oznacza wektor wlasny odpowiadajgcy wartosci wlasnej

Aj, to wektory vy, Vs, ..., U s¢ liniowo niezalezine.

Dowaéd. Stosujemy indukcje po k. Dla k = 1 teza jest oczywista. Zatézmy,
ze teza zachodzi dla k£ — 1 i niech

Oé1171 +...+ Oékl_fk =0. (*)
Zatem

A(Oél’ljl + ...+ Oék’ljk) = 041)\1171 + 042)\2172 + ...+ OékAkUk =0

3



Mnozac (*) stronami przez A, dostajemy
Q1 AU + ag\Us + ...+ ap U, = 0,
wiec po odjeciu ostatnich dwoéch rownosci stronami, otrzymujemy
as(Ay — ATy + ...+ ag( Mg — )T = 0.

Wobec zatozenia indkucyjnego as = ... = a; = 0, wiec takze ay = 0 i
pokazalidémy liniowa niezaleznosé¢ wektorow vy, . . ., Ug. m

3 Endomorfizmy

Definicja 5. Niech X oznacza przestrzen liniowa. Endomorfizm przestrzeni
X jest to dowolne przeksztalcenie liniowe f € L(X).

Jezeli w przestrzeni X ustalimy baze (z1,...,x,), to mozemy rozwaza¢ ma-
cierz A przeksztalcenia liniowego f € L(X) w tej bazie. Jezeli (y1,...,y,) to
inna baza w X, B to macierz f w tej bazie, to

B=U'AU,

gdzie U to macierz miany bazy z (y1,...,ys) na (x1,...,2,).

Na odwrot, kazda macierz nieosobliwa z K™" jest macierza zmiany bazy,
wiec kazda macierz podobna do A jest macierza przeksztatcenia liniowego f
w pewnej bazie.

Definicja 6. Jak wczesniej pokazaliSmy, wyznacznik i wielomian charakte-
rystyczny sa niezmiennnikami relacji podobienstwa macierzy. Wobec powyz-
szych spostrzezen, mozemy okresli¢ wyznacznik i wielomian charakterystycz-
ny endomorfizmu f € L(X): niech A bedzie macierza f w pewnej bazie.
Wtedy

det f =det A, Pr(A) = pa(N).

Definicja 7. Wartos¢ wtasng, wektor wlasny i podprzestrzen wtasng endo-
morfizmu f € L(X) definiujemy analogicznie jak w dla macierzy:

(i) A jest wartoscig wltasng f, jezeli istnieje v € X \ {0} taki, ze f(v) = Av;

(ii) kazdy taki wektor v nazywamy wektorem wlasnym endomorfizmu f,
odpowiadajacym wartosci wtasnej A;

(iii) podprzestrzen wiasng odpowiadajaca wartosci wasnej A definiujemy ja-
ko
Vi={veX: f(v)= v}



Tak samo, jak w przypadku macierzy, prawdziwe jest

Stwierdzenie 6. Jezeli f € L(X), to

(i) X jest wartoscig wtasng f wtedy i tylko wtedy, gdy pp(X) = 0;
(ZZ) V)\ = ker(f - )\ldX),

(#ii) wektory wlasne f odpowiadajgce réznym wartosciom wltasnym f sq li-
niowo niezalezne.

Definicja 8. Podprzestrzen U C X nazywamy podprzestrzeniq niezmienni-
czqg endomorfizmu f € L(X), jezeli f(U) C U.

Przyktad 7. Jezeli f € L(K]t],), f(p) = p', to f ma podprzestrzenie nie-
zmiennicze span(1,...,t*) dla k =0,1,...,n.

Uwaga 4. Niech f € L(X):

e Jezeli )\ jest wartoscia wlasna endomorifzmu f, to podprzestrzen wlasna

V) jest podprzestrzenig niezmiennicza dla f.

e Podprzestrzenie imf i ker f s niezmiennicze dla f.
Stwierdzenie 7. Jezeli U C X jest podprzestrzenig niezmienniczg endomor-
fizmu f € L(X), to wielomian charakterystyczny endomorfizmu fly € L(U)
jest dzielnikiem wielomianu charakterystycznego endomorfizmu f.
W dowodzie wykorzystamy nastepujacy wniosek z tw. Cauchy’ego:
Stwierdzenie 8. Niech A € K™" bedzie macierzq postaci

B C
o5

gdzie B € Kb C e KF=F D e KPFn=k  Wtedy

det A =det B -det D.

Dowdd. Jezeli macierz D jest osobliwa, to macierz A roéwniez i teza jest praw-
dziwa. W przeciwnym przypadku mozemuy napisac:

A_BC_[kCD_l‘BO.IkO
|0 D| |0 I, 0 Inx 0 C|’
Wyznaczniki kolejnych macierzy w iloczynie po prawej stronie sg rowne 1,
det A (rozwijamy rekurencyjnie n — k razy wzgledem ostatniej kolumny),

det C' (rozwijamy rekurencyjnie k razy wzgledem pierwszej kolumny). Wy-
starczy skorzystaé z twierdzenia Cauchy’ego. [



Dowéd stw. 7. Niech uq, ..., u; to baza podprzestrzeni U, ugiq, ..., U, to jej
dopelnienie do bazy catej przestrzeni X. W tej bazie macierz f ma postaé

=105

wobec czego

pr(A) = det(A — \,,) = lB — M, C ]

0 D — M\,
= det(B — )\Ik) : det(D — /\]n—k)
= pf‘U()\) . det(D — >\In—k)

]
4 Baza i macierz Jordana endomorfizmu
Definicja 9. Klatka Jordana jest to macierz postaci
1 ;
Al
A
Jpa =
1
Al
L A—
W szezegblnosei Jp » = [A].
Macierz Jordana jest to macierz postaci
Jkl)\l
/5N
J = o e K",
Y/
gdzie k1 + ... + k. = n.
Powiemy, ze baza wy, - - - w, przestrzeni X jest bazg Jordana dla endomorfi-
zmu f € L(X), jezeli macierz f w tej bazie jest macierza Jordana.
Zatézmy, ze endomorfizm f € L(X) ma w bazie wy, . .., w, macierz Jordana
J. Niech ll = 07 12 = kl, 13 = ]{31—|—/{32, l,« = k1+...—|—l€7«_1, lr+1 =
ki+ ...+ k., =n. Wowczas:
1. span(wy, 41, ..., W +x,) to podprzestrzen niezmiennicza f, odpowiadajaca

blokowi Jy, 5, macierzy J.

2. w41 to wektor wlasny odpowiadajacy wartosci wlasnej Ay, w szczegoélno-
sci wy 41 € imf.



3. Jezeli Ay =0, to wy 41 € ker f. Ponadto ker f = span{w;_ 41 : Ay = 0}.

4. flw4j) = Witj-1 + Aswiy; dla j = 2,3,... ks (wynika to z postaci
klatki Jordana Jy_ . ).

5. Podprzestrzen imf jest rozpieta przez kombinacje liniowe wektoréow w;, a
wspotezynniki kazdej takiej kombinacji to wyrazy pewnej niezerowej ko-
lumny macierzy J. Dla Ay = 0 wektory w, yx, (czyli ostatnie elementy
ciagu wektoréow bazowych (wy, 11, ... w;, 1x,) odpowiadajacego klatce Jor-
dana Jy, ) jako jedyne nie wystepuja w tych kombinacjach liniowych.
Jest ich n — dimim f = dim ker f i sg one liniowo niezalezne, wiec

X = imf @ span{wy,+r, : Ay = 0}

Twierdzenie 9 (Twierdzenie Jordana). Jezeli wielomian charakterystyczny
endomorfizmu [ € L(X) jest iloczynem czynnikéw liniowych, to w X istnie-
je baza Jordana dla endomorfizmu f i macierz f w tej bazie jest macierzq
Jordana.

Dowaéd. Stosujemy indukcje po n = dim X. Jezeli n = 1 to twierdzenie jest
oczywiste, gdyz kazda macierz 1 x 1 jest macierzg Jordana.

Zatozmy, ze twierdzenie zachodzi dla dowolnej przestrzeni wymiaru mniej-
Szego Niz n.

I. Rozwazmy sytuacje, gdy dimimf < n. Niech

9= flims € L(Amf).

Wielomian charakterystyczny p, jest dzielnikiem wielomianu py, na mocy
stwierdzenia 7. Wobec tego p, jest iloczynem czynnikéw liniowych i mozemy
stosowa¢ zatozenie indukcyjne do endomorfizmu g.

W podprzestrzeni im f istnieje baza Jordana dla g: wy, ..., w,,, m = dimimf.

Jezeli imf @ ker f = X, to baze wy, ... w,, rozszerzamy o dowolna baze¢ ker f,
otrzymujac baze Jordana dla f.

W przeciwnym przypadku imf Nker f # {0}. Mamy tez
ker g = ker f Nimf.

Niech ¢t = dimker g. Mozemy przyjac¢, ze pierwsze t klatek Jordana dla g

odpowiada wartosci wtasnej 0, czyli A\ = ... = A\, = 0. Wtedy
ker g = span(wi, 1, . .., W, 4+1)-
Ponadto, wy, 4k, - - -, Wi, 4k, € iIMf, wiec istnieja wektory vy, ..., v, € X takie,
ze
f(Ul) = Wiy +kys - - 7f<vt) = Wiy4-ky -
Uktad wy,41,...,w,+1 (baze ker g) uzupeliamy wektorami wuy, ..., Uy_m—y

do bazy ker f.



Pokazemy, ze uktad wektorow

Wiy v oy Wiy U1y o v oy Uy Uy v oy Up—m—t (#)

jest liniowo niezalezny, czyli jest bazg X. Zatézmy, ze
QLWL + .o QWi + B0y + o+ Bty 71U+ YnemetUnem—t = 0.

Na obie strony tej réwnos$ci dziatamy endomorfizmem f, pamietajac, ze

alg(wl) +...+ amg(wm) = —51wl1+k1 - ... ﬁtwlt+kt-

Lewa strona tej réwnosci to wektor z img, co, wobec spostrzezenia 5. powyzej,
oznacza, ze jest ona réwna 0. Zatem (1 = ... = [, = 0. Mamy wiec

QW1 + - o QWi + Y11 +.oo+ Yn—m—tUn—m—t = 07

wiec u = YU + ... + Ynm—tUn_m—¢ € imf Nker f. Wobec wyboru wektoréw
u; jako uzupetnienia bazy im f Nker f do bazy ker f oznacza to, ze u = 0, wiec
Y1 = .. = Yn_m—t = 0. Teraz z liniowej niezaleznosci wy, ..., w,, dostajemy
ar=...=a,, =0.

Uktad (#) ustawiamy w nastepujacej kolejnosci:

Uy« ooy Un—m—t, Wii+1y -5 W4k V1, Wig41, - - - Wigtks s V2, SR

Wiy4-15 -+ 5 Witk s UVt Wilypq 415 - -+ s Wi

Wobec sposobu okreslenia wektorow v, i u;, jest to baza Jordana dla endo-
morfizmu f.

II. Jezeli dimimf = n postepujemy nastepujaco: niech A bedzie dowolong
wartoscia wlasna f (jest A\ # 0) i niech ' = f — Mdy. Do F stosujemy
czed¢ I dowodu. Otrzymana baza Jordana dla F' jest tez baza Jordana dla
f = F + M\idx. Macierz Jordana dla f otrzymujemy z macierzy Jordana dla
I dodajac do niej AI,.

]

Whniosek 10. Jezeli X jest przestrzenig liniowg nad C i f € L(X), to dla
f stnieje baza Jordana.

Whniosek 11. Jezeli A € K™ i wielomian charakterystyczny pa(\) jest ilo-
czynem czynnikéw liniowych, to macierz A jest podobna do pewnej macierzy
Jordana.

Dowéd. Nalezy wyznaczy¢ baze Jordana (i, . . ., 4,) i odpowiadajaca jej ma-
cierz Jordana J dla endomorfizmu f € L(K") danego wzorem f(Z¥) = AZ.
Wtedy, dla U = iy, .. ., i,)

A=U"1JU.



