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O czym bedzie?

@ Prapoczatki pomiaréw krzywizny: Euler, Lagrange, Meusnier

@ Powierzchnie minimalne w XIX wieku.

Powierzchnie Scherka

@ Enneper i Weierstrass, zwiazki z analiza zespolong
@ Powierzchnie okresowe Schwarza

@ Plateau: dawca nazwy

© Wiek XX.
@ Nowoczesne sformutowanie problemu.
@ Garnier, Rado i Douglas

© Co dalej?
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o L. Euler, 1744: jaka
powierzchnia obrotowa, rozpieta
na dwéch danych okregach, ma
najmniejsze pole? Katenoida.

e |.L. Lagrange, 1760: ogélne
pytanie o takie powierzchnie.
Praca Essai d’'une nouvelle
méthode pour determiner les
maxima et minima des formules
intégrales indéfinies.
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Jak mierzyc¢ krzywizne powierzchni?

Instrukcja dla inteligentnej
mrowki na powierzchni:

o Ustali¢ punkt. Wbi¢ tam
pret L do powierzchni X.

o Cig¢ powierzchnie
ptaszczyznami P L ¥.

@ Mierzy¢ krzywizne
krzywych w PN L.
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Meusnier i Srednia krzywizna
Mréwka: “dobrze, ale co mam z tymi wynikami zrobi¢?”

J.-B. Meusnier: Wsréd
krzywych otrzymanych na
powierzchni w taki sposéb sq
dwie, z ktérych jedna ma
najwiekszg krzywizne, a druga
najmniejszq; te dwie krzywe
sqg prostopadte.

Kierunki tych krzywych to
kierunki gtowne, a ich
krzywizny to krzywizny
gtowne, kg i K».
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Krzywizna srednia i krzywizna Gaussa

Krzywizna $rednia H: suma krzywizn gtéwnych,
H=«k1+ k3.
Krzywizna Gaussa K: iloczyn krzywizn gtéwnych,

K:K1'K2.

Theorema Egregium (Gauss). Krzywizna Gaussa jest niezmiennikiem
izometrii (jesli deformujemy powierzchnie, bez rozciagania i sciskania,
zachowujac dtugos¢ wszystkich krzywych na tej powierzchni, to krzywizna
Gaussa sie nie zmienia).

(I dlatego krawcy muszg robi¢ zaszewki, a kulistych lampionow nie
mozna zrobi¢ z jednego kawatka papierux).
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Whiosek: kartka papieru ma K =10

Kartka papieru, wygieta lub
zwinieta, ma na mocy Theorema
Egregium krzywizne Gaussa réwna
0. Zmienia sie tylko krzywizna
Srednia.
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Srednia krzywiza a pole powierzchni

Nastepujgce warunki s réwnowazne:

@ Kazdy odpowiednio maty fragment I realizuje minimum pola
powierzchni;

@ X ma Srednig krzywizne H = 0.

Definicja: kazdg powierzchnie o Sredniej krzywiznie réwnej zero nazywa
sie powierzchnig minimalna.

Intuicyjna interpretacja: powierzchnia minimalna jest w poblizu kazdego
swojego punktu idealnym siodtem, jednakowo wygietym w obie strony.
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Helikoida to powierzchnia,
zamiatana przez prostq, ktora
wykonuje dwa ruchy jednoczesnie:

@ obraca sie w ptaszczyznie
poziomej,

@ ptaszczyzna porusza sie
i wektor jej predkosci jest
pionowy.
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Naturalne pytania:

@ Czy powierzchni minimalnych jest duzo?

Czy na kazdej zamknietej petli mozna rozpig¢ taka powierzchnie?
Chyba tak (eksperyment).

@ Na ile skomplikowane moga by¢ takie powierzchnie?
@ Czy np. mogg mie¢ “dziury na wylot”, jak torus czy precel?

Jedyne znane przyktady powierzchni minimalnych na przetomie XVIII i
XIX wieku: ptaszczyzna, katenoida i helikoida.
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Charakteryzacja helikoidy i katenoidy.

Twierdzenie (Euler). Jedyng obrotowa powierzchnia minimalng jest
katenoida.

Definicja. Powierzchnia jest prostokreslna, jesli przez kazdy jej punkt
przechodzi prosta, zawarta w tej powierzchni.

Twierdzenie (Catalan, 1842). Jedyna prostokreslng powierzchnig
minimalng, nie liczac ptaszczyzny, jest helikoida.
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Rownanie powierzchni minimalnych i pomyst Scherka

o Jedli wykres u: R? 5 Q — R jest powierzchnig minimalna, to
(1 —|—u§)uxx — 22U Uy Uy + (1 + ui)uyy =0.
(Indeksy oznaczajg pochodne wzgledem zmiennych x,y.)
@ Scherk (lata 1830-te): szukad rozwigzan postaci

u(x,y) = f(x) +gly).

e Efekt: znaczace uproszczenie réwnan, ktore trzeba rozwigza¢ (jedna
zmienna zamiast dwdch).

@ Odkrycie dwdch powierzchni Scherka. Jednag z nich opisuje réwnanie
réwnanie e cosy = cosX.
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Powierzchnia e* cosy = cos x jest okresowa.

Mozna wyznaczy¢ z € R < cosx i cosy majg ten sam znak.

Fragment S powierzchni Scherka.

Reszte powierzchni mozna zen
wygenerowac przez odbicia lustrzane
wzgledem ptaszczyzn, do ktérych S
przylega pod katem L.

Cata powierzchnia wyglada, jak jednakowe
wieze, rozstawione na czarnych polach
nieskoncznonej szachownicy.
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Powierzchnia e cosy = cos x, widok “catosci”
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Obie powierzchnie Scherka
maja osie obrotu i ptaszczyzny
symetrii.

Wuydaje sie jednak, ze Scherk
nie wiedziat, iz kazda
powierzchnie minimalng M
mozna:

@ obracac o 180 stopni
wzledem kazdej prostej
zawartej w M,

@ odbija¢ wzgledem kazdej
ptaszczyzny 1L M.
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1863: reprezentacja Ennepera—Weierstrassa

@ Wzigd dwie rdzniczkowalne funkcje f, g zmiennej zespolonej;

@ Wyznaczyc
o1 =F(1-g°), @2=i-f(1+9g°), @3=2fg
© Znalez¢ takie funkcje Fy, zeby pochodna F| = @y dla k =1,2,3.
@ Wyznaczyc¢ Re Fy.. Przeksztatcenie
R?=C 3 z+— (ReFy(z),ReF,(z),ReF3(z)) € R?

wyznacza paramteryzacje pewnej powierzchni minimalne;j.

Co wiecej, kazda powierzchnia minimalna w R3 powstaje z pewnych f, g
w taki wtasnie sposab.

Skutek: mozliwos¢ konstrukeji nieskonczenie wielu przyktadow.
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Przyktad — powierzchnia Ennepera

@ Otrzymujemy ja, biorac
f=149(z)=z

e Gdy zwiekszamy promien
dysku D, zaczynaja sie
pojawia¢ samoprzeciecia.
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Hermann Amandus Schwarz

@ Zasada symetrii Schwarza w analizie zespolonej. Dwie requty:

@ Jesli powierzchnia minimalna M zawiera prosta p, to p jest osig
obrotu M (o 180 stopni).

@ Jesli ptaszczyzna P przecina powierzchnie minimalng M pod katem L,
to P jest ptaszczyznag symetrii M.

@ Rozwigzanie zagadnienia Plateau (= problemu konstrukcjt
powierzchni minimalnej o zadanym brzequ) dla dowolnego konturu z
4 odcinkow.
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e Fragment P: powierzchnia

minimalna, rozpieta na 4
krawedziach osmioscianu

foremnego;

@ Sa 2 ptaszczyzny symetrii;

e Kazda z 4 symetrycznych

czesci tego fragmentu

nazywa sie
Fldchenstiick.
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o Wiekszy fragment P;

@ Przez punkt w $rodku
przechodza 3 proste;

@ Matpie siodto w ksztatcie

parasola zbudowanego z
12 Fléchenstiick;

@ Brzeg parasola dotyka
Scian kostki pod katem
prostym.
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Powierzchnia P: komdrka z 8 parasoli

@ Brzeg z szesciu okregow;

e Ptaszczyzny kazdego
okregu powierzchnia
dotyka pod katem
prostym;

@ Szed¢ takich ptaszczyzn
ogranicza szescian.
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Powierzchnia P

@ Przesuwajac komérki w
kierunkach x1, x2, x3,
mozna tworzyc
nieograniczong
powierzchnie minimalng;

o Dzieli ona przestrzen na
2 przystajace labirynty.
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Zespolone obroty powierzchni minimalnych

Uwaga. W ‘przepisie’ Ennepera—Weierstrassa mozna wprowadzi¢
dodatkowy naturalny parametr 6, biorac funkcje

o1 =e%(1-¢%), @=0-e%f(1+g?), ¢3=2e%g.

Zamiast funkcji rézniczkowalnej f zmiennej zespolonej z bierzemy wtedy
po prostu elof, gdzie 0 € [0, 27].

Powierzchnie Fg dla réznych 0 sa izometryczne (= mozna wykonywac
ciagte, izometryczne deformacje powierzchni minimalnych).
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e Wzory E-W dla g(z) = z,

el®
flz) = .
(2) Vz8 —14z% +1

e 0 =% — powierzchnia P.
@ 0 =0 — powierzchnia D:

o tez tréjokresowa;

e zbudowana z wielu czesci,
rozpietych na 6
krawedziach szescianu.

Fragment powierzchni D: btona mydlana na 4 e,
krawedziach czworoscianu. kol
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@ |zometryczna podréz od katenoidy do helikoidy
@ Deformacje drugiej powierzchni Scherka
@ Powierzchnie typu D : rézne proporcje “kostki”

@ Powierzchnie typu P : rézne proporcje wyjsciowego 8-Scianu
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Plateau: dawca nazwy

e 1873: Statique expérimentale
et théorétique des liquides
soumis aux seules forces
moleculaires;

o Przypuszczenie: y C R3
krzywa zamknieta o
skonczonej dtugosci
—~ wérod powierzchni
rozpietych na 7y istnieje taka,
ktéra ma najmniejsze pole.

e Stad nazwa:

e

JAFF. Plateau, 1801-1883 )
(dagerotyp z 1843 r., Wikipedia) hsono®

zagadnienie Plateau ..,
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Stan rzeczy na przetomie XIX i XX w.

@ Mndstwo przyktadéw konkretnych powierzchni minimalnych;

@ Rozwiazanie zagadnienia Plateau dla wielu y (gtéwnie
tamanych w R3);

e Problemy:

e Wzory E-W nie pozwalaja tatwo “trafi¢ w konkretny brzeg” i nie ma
gwarancji, ze daja minimum pola;

e Pole nie zmienia sie przy reparametryzacji;

e Pole zmienia sie mato przy dodawaniu wtosow.
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Nowoczesne doprecyzowanie problemu

e Watpliwosci:
e Co to znaczy “powierzchnia rozpieta na krzywej y"?

e Czy dopuszczamy samoprzeciecia? i co z jednoznacznoscia?

o Definicja. Rozwigzanie zagadnienia Plateau to ciggty obraz dysku,
taki, ze
e brzeg dysku 2% dana krzywa vy;

e kazdy inny ciagty obraz dysku o brzequ przechodzacym na y ma nie
mniejsze pole.
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Na tej Y mozna ‘rozpig¢’ oo wiele powierzchni minimalnych. L«;’?‘;@
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Garnier, Rado i Douglas

e 1928: René Garnier rozwigzuje zagadnienie Plateau dla dowolnej
tamanej vy C R3;
@ 1930-1931: Jesse Douglas i Tibor Radd niezaleznie rozwiazujg
zagadnienie Plateau;
e Radd: aproksymacja wielokatami i powierzchniami wielosciandw;

e Douglas: szuka¢ miniméw innego funkcjonatu! Tylko tak sprytnie
zdefniowad 6w pomocniczy funkcjonat, zeby jego minima byty
osiggane dla tych samych powierzchni, co minima pola.

@ 1936: Douglas dostaje medal Fieldsa (Radé ma 41 lat, drugi medal
dostaje Lars Ahlfors).
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Powierzchnia I-WP (Alan Schoen, 1970)
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Powierzchnia S'-S” (Alan Schoen, 1970)
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Zyroida (Alan Schoen, 1970)

Rownantie:

/ 3
/ Z cos(xi)sin(xi11) =0

i=1
(z umowa x4 = x4, gdzie

x = (x1,%2,x3) € R3).

Nie zawiera prostych, nie
ma ptaszczyzn symetrii.

Nazwa — od poskrecanych kanatow.
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Jeszcze jeden przyktad: powierzchnia Costy

Czy istniejg powierzchnie miminalne, ktore spetniajg 3 warunki:

@ sa zanurzone w przestrzeni tréjwymiarowej bez zadnych
samoprzeciec,

@ nie maja brzegu, tylko ciagna sie gtadkimi ptatami gdzies w
nieskoncznos¢,

© sa skonczonego typu, tzn. nie maja nieskonczenie wielu dziur na
wylot (takich, jak rézne okresowe powierzchnie minimalne)?
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Jeszcze jeden przyktad: powierzchnia Costy

Czy istniejg powierzchnie miminalne, ktore spetniajg 3 warunki:

@ sa zanurzone w przestrzeni tréjwymiarowej bez zadnych
samoprzeciec,

@ nie maja brzegu, tylko ciagna sie gtadkimi ptatami gdzies w
nieskoncznos¢,

© sa skonczonego typu, tzn. nie maja nieskonczenie wielu dziur na
wylot (takich, jak rézne okresowe powierzchnie minimalne)?

Do lat 1980-tych znane byty tylko trzy takie powierzchnie: katenoida,
helikoida i ptaszczyzna.
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z trzema punktowymi dziurkami.
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Z doktadnoscig do homeomorfizmu, powierzchnia Costy jest torusem ...,
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Co dalej? Przyktady wspétczesnych wynikéw

o Alt, Gulliver, Lesley, Osserman, Royden (1970-73): Nie ma ani
prawdziwych, ani fatszywych punktéow rozgatezienia.

e Hardt, Simon (1979): Kazda krzywa gtadka jest brzegiem pewnej
powierzchni minimalnej (nieznanego genusu) pozbawionej
samoprzeciec.

e Ekholm, White, Wienholtz (2002): Catkowita krzywizna vy < 41 =
zadna powierzchnia minimalna rozpieta na y nie ma samoprzecied.

@ Przyktad waznego problemu otwartego: klasyfikacja okresowych
powierzchnt minimalnych.
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John Horgan i “Smier¢ dowodu”

@ 1993: John Horgan, Scientific American, artykut “Smier¢ dowodu”.
@ Przyktad polemiki — David Hoffman (MSRI w Berkeley):

“Smier¢ dowodu” Johna Horgana logice i Scistosci
przeciwstawia sensacje i kontrowersje. {...)

Jestem gorgcym zwolennikiem wykorzystywania grafiki
komputerowej zaréwno w badaniach matematycznych, jak

i dla utatwienia komunikacji. Czy jednak istnieje cho¢ jeden
matematyk, ktory bronitby Horgana “dowodéw wideo” jako
czegos, co ma zastgpic tradycyjne rozumowania?

© Matthias Weber (1998): zart, powazny artykut naukowy
o nie-powierzchni minimalnej Horgana (hipotetycznej powierzchni
minimalnej, ktéra jednak nie istnieje).
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Jesli

ely] =J Kl < 4,
Y

to v nie jest zawezlona.

47 jest optymalne: dla kazdego ¢ > 0 i n € N istnieje ¥ =y n taka, ze
Cly] < 4+ ¢, ktdra jest weztem (torusowym) o n skrzyzowaniach.

To twierdzenie jest wnioskiem z twierdzenia
Eckholma—White'a—Wienholtza. )
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Dlaczego méwitem o powierzchniach minimalnych?

@ Bo to piekny fragment matematyki:
o wigze sie i z fizyka, i z geometrig, ale takze z réwnaniami
rozniczkowymt i analiza matematyczng;
e wyrasta z prostych pytan, ale jest niebanalny i wcigz zywy;

o ilustruje, ze w matematyce chodzi o rozwigzywanie problemow, a nie
o teorie, budowane same dla siebie;

e jego slady mozna zauwazyc i w sztuce, i w przyrodzie.

@ Bo doszlismy dzieki temu do rachunku wariacyjnego: dziatu
matematyki, w ktérym chodzi o poszukiwanie obiektéw optymalnych,
w sytuacji, gdy liczba stopni swobody jest nieskonczona.
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Dlaczego méwitem o powierzchniach minimalnych?

@ Bo to piekny fragment matematyki:
o wigze sie i z fizyka, i z geometrig, ale takze z réwnaniami
rozniczkowymt i analiza matematyczng;
e wyrasta z prostych pytan, ale jest niebanalny i wcigz zywy;

o ilustruje, ze w matematyce chodzi o rozwigzywanie problemow, a nie
o teorie, budowane same dla siebie;

e jego slady mozna zauwazyc i w sztuce, i w przyrodzie.

@ Bo doszlismy dzieki temu do rachunku wariacyjnego: dziatu
matematyki, w ktérym chodzi o poszukiwanie obiektéw optymalnych,
w sytuacji, gdy liczba stopni swobody jest nieskonczona.

A dlaczego nie byto tylko o bankach mydlanych? Bo, jak méwi Goethe,
matematycy zaraz wszystko przektadajg na swoj wtasny jezyk i od tej
pory znaczy to zupetnie co innego.

P. Strzelecki pawelst@mimuw.edu.pl (IM) Rzut oka... 6. Powierzchnie minimalne 14.11.2011 41 /43



Berlin

@ Krzywa monstrum: (© John M. Sullivan, Technische Universitat

@ Powierzchnie D Schwarza, Neoviusa, Fischera-Kocha, Schoena:
(© Matthias Weber, Indiana University
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Polecane lektury popularne

@ Stefan Hildebrandt, Anthony Tromba. The parsimonious universe.
Shape and form in the natural world. Springer, 1996.

@ Charles V. Boys. Soap bubbles and the forces which mould them.
London, 1896.

Dedykacja: “to G. F. Rodwell, the first science-master appointed at
Marlborough College, this book is dedicated by the author as a
token of esteem and gratitude, and in the hope that it may excite in
a few young people some small fraction of the interest and
enthusiasm which his advent and his lectures awakened in the
author, upon whom the light of science then shone for the first time.”
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