Ztozonosé obliczeniowa
Cwiczenia 3

Przypomnienie definicji

Ztozonosé Kolmogorowa K (w) stowa w € {0, 1}* to rozmiar najmniejszej maszyny Turinga
M wypisujacej w (gdy zostanie uruchomiona na pustym wejsciu). Doktadniej, K(w) to
dlugosé opisu maszyny M jako stowa nad alfabetem {0, 1}.

Funkcja f jest pamieciowo konstruowalna jesli istnieje maszyna wsadowa, ktoéra, do-
stawszy stowo 1", zapisuje na tasmie roboczej doktadnie f(n) komorek, dziatajac w pamieci
O(f(n)). Funkcja f jest czasowo konstruowalna jesli istnieje maszyna wsadowa, ktora, do-
stawszy stowo 1", zapisuje na tasmie roboczej doktadnie f(n) komorek, dziatajac w czasie
O(f(n)). Uwaga: W obu przypadkach mozna uzywaé¢ wiecej niz jednej tasmy roboczej.

Definiujac zlozonosé pamieciowa maszyny obliczajacej funkcje nie wliczamy diugosci
wejscia (ktore jest tylko do odczytu) oraz dlugosci wyjscia (ktore jest tylko do zapisu —
dopisujemy po jednej literce na koncu, nie mozemy sie cofac i czytac).

Zadania

Zadanie 1. Udowodnij, ze istnieje nieskoniczenie wiele stow niekompresowalnych, tzn. ta-

kich, ze K(w) > |w|.

Zadanie 2. Udowodnij, ze jesli a: N — {0,1}* jest funkcja roznowartosciowa, to dla
nieskonczenie wielu wartosci n zachodzi |a(n)| > |log,n| (oznacza to, ze zaden sposob
zapisu liczb naturalnych nie moze by¢ bardziej efektywny niz tradycyjny zapis binarny).

Zadanie 3 (aka. 1.6). Wykaz, ze jesli jednotasmowa maszyna M rozpoznaje jezyk pa-
lindromoéw binarnych, to maksymalna liczba krokow uzyta przez M na wejsciach dtugosci
n jest w Q(n?).

Zadanie 4 (aka. 2.7). Automat wielogtowicowy chodzi po slowie wejsciowym przy po-
mocy pewnej statej liczby glowic. Przejscia automatu zaleza od krotki symboli pod gto-
wicami, a operacja wykonana w przejsciu polega na ruszeniu sie kazdej gltowicy. Uwaga:
automat nie pisze po slowie, jedynie czyta symbole i rusza gltowicami. Wykaza¢, ze dany
jezyk L jest rozpoznawalny przez pewien automat wielogtowicowy wtedy i tylko wtedy gdy
jest rozpoznawalny przez maszyne Turinga dzialajaca w logarytmicznej pamieci.



Zadanie 5 (aka. 2.8). Jezyk L jest zdefiniowany jako zbiér stow postaci:
#0... 00040 . .. 00140 . .. 01040 . .. 0114 ... #1.. . 1114

gdzie kazdy blok ma dltugosé k dla pewnego k& € N (mamy tutaj zapisy binarne wszystkich
liczb od 0 do 2% — 1). Udowodnié, ze L da sie rozpoznaé¢ w pamieci O(loglogn). Uwaga:
Nalezy zapewni¢ pamie¢ O(loglogn) takze dla stow spoza jezyka.

Zadanie 6. Udowodnij, ze nastepujace funkcje sg pamieciowo konstruowalne: n, 2n, n?,
n?+mn, 2", [logn].

Zadanie 7. Udowodnij, ze nastepujace funkcje sa czasowo konstruowalne: n, 2n, n?, 2",
22" |nlogn].

Zadanie 8. Jesli f i g sa pamieciowo/czasowo konstruowalne, to f + g, f - g, f9 takze.

Zadanie 9. Wykaz, ze jesli funkcje f,g:{0,1}* — {0, 1}* sa obliczalne w pamieci loga-
rytmicznej / w czasie wielomianowym, to ich ztozenie takze. Czy to samo jest prawdziwe
dla pamieci wielomianowej?

Zadanie 10. Wykaz, ze poprawne wyrazenia nawiasowe, przyktadowo ((())()), da si¢
rozpoznawaé w logarytmicznej pamieci. A jak bedzie jesli w wyrazeniu moga sie pojawiacé
dwa rodzaje nawiasow, () oraz []?

Zadanie 11. Dana jest formuta logiczna nie uzywajaca zmiennych, innymi stowy, term
nad operacjami logicznymi A, V, -, gdzie w liSciach sa state. Wykaz, ze mozna obliczy¢
wartos¢ logiczng takiej formuty w logarytmicznej pamieci.

Zadanie 12. Ustalmy pewng skoriczona algebre A: sklada sie ona ze skonczonego nosnika
A oraz skoriczonego zbioru funkcji F. Kazda funkcja f € F ma ustalong arnoscé r, i dziata z
A" w A. Rozwazmy nastepujacy problem: dany term 7 nad A ze stalymi w liSciach, nalezy
wyewaluowaé 7. Udowodnij, ze ten problem da sie rozwigza¢ w pamieci logarytmicznej.

Zadanie 13. Udowodnij, ze klasy P oraz PSPACE sa zamkniete na gwiazdke Kleene’ego,
czyli jesli L jest w klasie, to

L* ={uus...u, :u; € L}

tez jest w klasie.



