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Testowanie wªasno±ci drzew generowanych przez schematy rekurencyjne �

podej±cie praktyczne

Dwa wykªady temu podali±my algorytm rozwi¡zuj¡cy nast¦puj¡cy problem: czy drzewo generowane przez dany sche-
mat rekurencyjny (lub λY -term) jest akceptowane przez dany automat na drzewach. Algorytm ten byª n-krotnie
wykªadniczy. Co gorsza, jak udowodnimy wkrótce, problem ten jest n-EXPTIME-zupeªny. Okazuje si¦ jednak, »e
istniej¡ algorytmy, które w praktyce dziaªaj¡ w rozs¡dnym czasie dla typowych wej±¢.

Gªównym problemem poprzedniego algorytmu jest fakt, »e zawsze oblicza on du»e obiekty. Konkretnie, dla ka»dego
podtermu M liczymy warto±¢ JMKv. Je±li M jest typu α→β, to JMKv jest funkcj¡ (monotoniczn¡) z D[α] w D[β],
reprezentowan¡ jako |D[α]| warto±ci (po jednej dla ka»dego elementu dziedziny); liczba |D[α]| jest bardzo du»a, gdy
α jest stosunkowo skomplikowanym typem. Zatem pierwsze wyzwanie, z którym musimy sobie poradzi¢, to bardziej
zwi¦zªe reprezentowanie takich funkcji. U»ywa si¦ do tego tzw. typów iloczynowych. Zanim przejdziemy do ich de�nicji,
wprowadzimy jeszcze jeden model automatów na drzewach niesko«czonych, wygodniejszy w tym przypadku.

Automaty z ko-trywialnym warunkiem akceptacji

Wcze±niej rozwa»ali±my automaty z trywialnym warunkiem akceptacji. Ich biegi na ±cie»kach niesko«czonych nie
musiaªy speªnia¢ »adnego dodatkowego warunku, poza zgodno±ci¡ z funkcj¡ przej±cia. W przypadku automatu z ko-
trywialnym warunkiem akceptacji b¦dziemy wymaga¢, aby bieg �ko«czyª si¦� na sko«czonym pre�ksie drzewa. W tym
celu wprowadzamy specjalny stan > oznaczaj¡cy �akceptuj¦ wszystko�.

Formalnie, niedeterministyczny automat z ko-trywialnym warunkiem akceptacji to krotka A = (Σ, Q, F, δ), gdzie
Σ to alfabet wej±ciowy (faktycznie automat b¦dzie czytaª drzewa nad alfabetem Σ∪{ω}), Q to zbiór stanów (> 6∈ Q),
F ⊆ Q to zbiór stanów akceptuj¡cych (dozwolonych w korzeniu drzewa) oraz δ : Q× (Σ∪{ω})→

⋃∞
r=0 P((Q∪{>})r)

to funkcja przej±cia speªniaj¡ca warunek δ(q, a) ∈ P((Q ∪ {>})rank(a)). Zakªadamy dodatkowo, »e δ(q, ω) = ∅.
Biegiem automatu A na drzewie t nazwiemy funkcj¦ ρ przypisuj¡c¡ wierzchoªkom drzewa t stany z Q ∪ {>}

uwzgl¦dniaj¡c¡ w ka»dym wierzchoªku funkcj¦ przej±cia: je±li wierzchoªkowi o etykiecie a przypisujemy stan q 6= >, a
jego dzieciom stany q1, . . . , qk, to (q1, . . . , qk) ∈ δ(q, a); je±li za± wierzchoªkowi przypisujemy stan >, to jego dzieciom
tak»e. Bieg jest akceptuj¡cy je±li stan przypisany korzeniowi drzewa pochodzi ze zbioru F oraz tylko sko«czenie wielu
wierzchoªkom przypisali±my stan z Q (pozostaªe maj¡ stan >). Drzewo jest akceptowane przez automat, je±li istnieje
bieg akceptuj¡cy.

Mo»na zobaczy¢ (¢wiczenie), »e j¦zyk jest rozpoznawany przez automat z ko-trywialnym warunkiem akceptacji
wtedy i tylko wtedy, gdy jego dopeªnienie jest rozpoznawane przez automat z trywialnym warunkiem akceptacji.

Przykªad. Ustalmy alfabet Σ = {a, b, c}, gdzie rank(a) = 2, rank(b) = 1, rank(c) = 0. Rozwa»my j¦zyk drzew,
w których pewien wierzchoªek i jego ojciec s¡ etykietowani liter¡ b (czyli dwie litery b jedna pod drug¡). J¦zyk ten
mo»emy rozpozna¢ za pomoc¡ nast¦puj¡cego automatu (oznaczmy go A1) maj¡cego dwa stany q0 i q1, gdzie stan q0
jest akceptuj¡cy (mo»e wyst¡pi¢ w korzeniu). Funkcj¦ przej±cia de�niujemy nast¦puj¡co:

δ(q0, a) = δ(q1, a) = {(>, q0), (q0,>)} , δ(q0, b) = {(q1)} , δ(q1, b) = {(>)} , δ(q0, c) = δ(q1, c) = ∅ .

Typy iloczynowe

Tym razem skorzystamy z formalizmu schematów rekurencyjnych (cho¢ typy iloczynowe mo»na rozwa»a¢ równie» w
kontek±cie λY -termów). Ustalmy schemat rekurencyjny G = (Σ,N , S,R). Ustalmy tak»e automat A = (Σ, Q, F, δ)
wczytuj¡cy drzewa niesko«czone (z trywialnym lub ko-trywialnym warunkiem akceptacji).

Termy b¦dziemy opisywa¢ za pomoc¡ zbioru typów iloczynowych. Typy iloczynowe uszczegóªawiaj¡ typy proste.
De�niujemy je przez indukcj¦:

T o = Q , T α→β = P(T α)× T β .

Formalnie typ iloczynowy uszczegóªawiaj¡cy α→β jest par¡ (T, τ) ∈ P(T α)×T β , lecz w praktyce zapisujemy go jako

(
∧
T )→τ . Gdy T = {τ1, . . . , τk}, piszemy tak»e (τ1 ∧ · · · ∧ τk)→τ lub (

∧k
i=1 τi)→τ . Gdy k = 0 piszemy >→τ zamiast

(
∧
∅)→τ .
Typ q ∈ T o opisuje term generuj¡cy drzewo, które jest akceptowane ze stanu q. Typ (τ1 ∧ · · · ∧ τk)→τ opisuje

funkcj¦, która otrzymawszy argument maj¡cy wszystkie typy τ1, . . . , τk zwraca warto±¢ maj¡c¡ typ τ . Przykªadowo
(p ∧ q)→q opisuje term (maj¡cy typ prosty o→o), który otrzymawszy drzewo akceptowane z obu stanów p i q tworzy
drzewo akceptowane ze stanu q. W szczególno±ci ten sam term mo»e mie¢ wiele typów iloczynowych (na przykªad
term typu o generuj¡cy drzewo akceptowane zarówno ze stanu p jak i ze stanu q ma zarówno typ p jak i typ q).
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Poniewa» termy maj¡ zmienne wolne, musimy otypowywa¢ je w zadanym otoczeniu przypisuj¡cym typy zmiennym
wolnym. Otoczeniem nazwiemy zbiór Γ zawieraj¡cy pary postaci x : τ , gdzie τ ∈ T α gdy typ prosty zmiennej x to
α. W otoczeniu mo»e by¢ wiele par zawieraj¡cych t¦ sam¡ zmienn¡. Os¡dem nazwiemy wyra»enie postaci Γ `M : τ ,
gdzie Γ jest otoczeniem, M jest termem oraz τ jest typem iloczynowym uszczegóªawiaj¡cym typ prosty termu M .
Pisz¡c konkretne os¡dy cz¦sto piszemy otoczenie Γ jako ci¡g par, a nie jako zbiór, na przykªad x : τ1, y : τ2 ` M : τ
zamiast {x : τ1, y : τ2} `M : τ .

Os¡dy wyprowadzamy korzystaj¡c z nast¦puj¡cych reguª wyprowadzania.

Γ ∪ {x : τ} ` x : τ

Γ `M : (
∧
i∈I τi)→τ Γ ` N : τi dla ka»dego i ∈ I

Γ `M N : τ

(q1, . . . , qr) ∈ δ(q, a) Γ ` Ni : qi dla ka»dego i ∈ {1, . . . , r} takiego, »e qi 6= >
Γ ` aN1 . . . Nr : q

(Ax1 . . . xk →M) ∈ R {xi : τij | 1 ≤ i ≤ k, j ∈ Ij} `M : q

Γ ` A : (
∧
j∈I1 τ1j)→ . . .→(

∧
j∈Ik τkj)→q

Reguªy powy»sze rozumiemy w ten sposób, »e aby wyprowadzi¢ os¡d znajduj¡cy si¦ pod kresk¡ nale»y wyprowadzi¢
najpierw os¡dy znajduj¡ce si¦ nad kresk¡. Warunki (q1, . . . , qr) ∈ δ(q, a) oraz (Ax1 . . . xk → M) ∈ R (nie b¦d¡ce
os¡dami) to dodatkowe warunki, które musz¡ by¢ speªnione.

Istnieje spore podobie«stwo mi¦dzy wprowadzonym tutaj systemem typów iloczynowych, a warto±ciami w modelu
zde�niowanym wcze±niej. Wcze±niej termowi przypisywali±my funkcj¦ monotoniczn¡, a teraz przypisujemy zbiór typów
iloczynowych, które opisuj¡ tak¡ funkcj¦.

Przykªad. Rozwa»my schemat rekurencyjny G1 o reguªach:

S → F c F x→ a x (F (b x)) .

Generuje on drzewo maj¡ce a na skrajnie prawej ±cie»ce; i-te a na tej ±cie»ce ma w lewym poddrzewie ±cie»k¦ ety-
kietowan¡ sªowem bi−1c. Widzimy, »e drzewo to jest akceptowane (ze stanu q0) przez automat A1 z poprzedniego
przykªadu. Zobaczmy, jak wygl¡da wyprowadzenie os¡du ` S : q0.

x : q0 ` x : q0

x : q0 ` a x : q0

x : q0 ` a x (F (b x)) : q0

x : q1 ` F : q0→q0
x : q1 ` x : q1

x : q1 ` b x : q0

x : q1 ` F (b x) : q0

x : q1 ` a x (F (b x)) : q0

` F : q1→q0 ` b x : q1

` F (b x) : q0

` a x (F (b x)) : q0

` F : >→q0
` F c : q0

` S : q0

Zgodno±¢ naszego systemu typów z intuicj¡ jest opisana przez poni»sze dwa lematy. Wyst¦puj¡cy w nich term M
to term zbudowany z u»yciem aplikacji, konstruktorów drzewa i nieterminali schematu G.

Lemat. Je±li rozwa»amy automat z ko-trywialnym warunkiem akceptacji, to drzewo generowane przez term zamkni¦ty
M typu o jest akceptowane ze stanu q wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje sko«czone wyprowadzenie dla os¡du `M : q.

Lemat. Je±li rozwa»amy automat z trywialnym warunkiem akceptacji, to drzewo generowane przez term zamkni¦ty
M typu o jest akceptowane ze stanu q wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje (potencjalnie) niesko«czone wyprowadzenie dla
os¡du `M : q.
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Przedstawmy pokrótce ide¦ dowodu, bez wchodzenia w szczegóªy. Po pierwsze, dowodzimy, »e typy nie zmieniaj¡
si¦, gdy korzystamy z reguª wyprowadzenia naszego schematu.

Lemat. Zaªó»my, »e M →G N . Wówczas mo»na wyprowadzi¢ os¡d `M : q wtedy i tylko wtedy, gdy mo»na wyprowa-
dzi¢ os¡d ` N : q.

Dowód jest nietrudny: korzystaj¡c z drzewa wyprowadzenia dla M konstruujemy drzewo wyprowadzenia dla N i
odwrotnie.

W przypadku automatu trywialnego powy»szy lemat pozwala nam dzi¦ki wyprowadzeniu dla ` M : q znajdowa¢
bieg dla dowolnie dªugich pre�ksów drzewa generowanego przez M . W granicy daje to bieg na caªym drzewie, mamy
wi¦c implikacj¦ z lewej w praw¡. Przy dowodzie w lew¡ stron¦ mamy podobny problem jak w konstrukcji z modelem: nie
ma od czego zacz¡¢. Rozwa»amy wi¦c �sko«czony wariant� naszego schematu, gdzie po n u»yciach danego nieterminala
zmienia si¦ on w symbol ω. Taki �schemat� generuje sko«czone drzewo, na którym jest bieg automatu (bo to pre�ks
niesko«czonego drzewa, na którym jest bieg automatu). Daje to nam wyprowadzenie dla ` M : q, w którym jednak
korzystamy z (niewyprowadzalnych) zaªo»e« postaci Γ ` A : >→ . . .→>→p (w miejscach, gdzie nieterminal A rozwijaª
si¦ jako ω). Zaªo»enia te wyst¦puj¡ jedynie na gª¦boko±ci co najmniej n (po drodze n razy rozwin¦li±my A normalnie,
zanim zamienili±my go na ω). Je±li jednak wzi¦li±my n wystarczaj¡co du»e, to po drodze od takiego zaªo»enia do
korzenia pewien os¡d powtarza si¦. Ucinamy wi¦c nasze wyprowadzenie w takim miejscu, zap¦tlaj¡c je � dostajemy
niesko«czone wyprowadzenie, nie korzystaj¡ce z niewyprowadzalnych zaªo»e«. Szczegóªy pomijamy.

Przejd¹my teraz do przypadku automatu ko-trywialnego. Implikacja z prawej w lew¡ jest w tym przypadku prost-
sza: bieg automatu na generowanym drzewie jest tak naprawd¦ biegiem na pewnym sko«czonym pre�ksie tego drzewa.
Wystarczy wi¦c rozwin¡¢ term M sko«czon¡ liczb¦ razy, aby wygenerowa¢ ten pre�ks i uzyska¢ typowanie. Jednym ze
sposobów, aby dowie±¢ implikacj¦ w praw¡ stron¦, jest zde�niowanie odpowiedniego dobrze ufundowanego porz¡dku
na drzewach wyprowadze«. B¦dzie to taki porz¡dek, »e je±li w wyprowadzeniu os¡du ` M : q wyst¦puje reguªa dla
nieterminala, to mo»emy wykona¢ redukcj¦ M →G N (eliminuj¡c¡ ten nieterminal), a wyprowadzenie os¡du ` N : q
b¦dzie mniejsze w naszym porz¡dku. W efekcie po sko«czenie wielu krokach dostajemy wyprowadzenie nie u»ywaj¡ce
reguªy dla nieterminala; takie wyprowadzenie to po prostu bieg automatu na pewnym pre�ksie generowanego drzewa.
Szczegóªy pomijamy. Zwró¢my jednak uwag¦, »e zde�niowanie wspomnianego porz¡dku nie jest caªkiem proste. Nie
mo»emy porz¡dkowa¢ wyprowadze« po naiwnie rozumianym rozmiarze, gdy» w wyniku rozwini¦cia nieterminala roz-
miar wyprowadzenia mo»e wzrosn¡¢ (z powodu wielokrotnego skopiowania wyprowadze« dla argumentów).

Wyprowadzanie typów

Mamy ju» zde�niowany system typów. Pozostaje pytanie: jak sprawdzi¢, czy mo»na w nim wyprowadzi¢ os¡d ` S : q
(gdzie S jest nieterminalem startowym, a q jednym ze stanów akceptuj¡cych). Napotykamy przy tym nast¦puj¡ce
trudno±ci.

1. W drzewach wyprowadzenia cz¦sto b¦dzie tak, »e takie samo poddrzewo wyst¦puje w wielu kopiach. Aby tego
unikn¡¢, przydaªaby si¦ jaka± bardziej �grafowa� reprezentacja drzew wyprowadze«. W tym celu potniemy
wyprowadzenia w miejscach u»ycia reguªy dla nieterminala.

2. Widzimy, »e je±li mo»na wyprowadzi¢ Γ ` M : τ , to mo»na te» wyprowadzi¢ Γ′ ` M : τ dla ka»dego Γ′ ⊇
Γ. W zwi¡zku z tym, je±li dla nieterminala A mo»na wyprowadzi¢ typ (

∧
T )→τ , to mo»na te» wyprowadzi¢

(
∧
T ′)→τ dla ka»dego T ′ ⊇ T . Powoduje to, »e zawsze mo»na wyprowadzi¢ caªe mnóstwo typów (do zbioru T

mo»emy dorzuci¢ dowolne typy z odpowiedniego T α, a jest ich bardzo du»o). Takie dodatkowe typy s¡ jednak
maªo u»yteczne: je±li do A podaj¦ argument maj¡cy wszystkie typy z T ′, to argument ten ma tym bardziej
wszystkie typy z T , mog¦ wi¦c równie dobrze zamiast typu (

∧
T ′)→τ u»y¢ typu (

∧
T )→τ . Maj¡c to na uwadze,

chcieliby±my wyprowadzi¢ jedynie typ (
∧
T )→τ z minimalnym T . Aby to uzyska¢, w otoczeniu Γ b¦dziemy

gromadzi¢ jedynie te pary x : σ, które s¡ gdziekolwiek u»yte w wyprowadzeniu.

3. Rozwa»my nieterminal A, dla którego mamy reguª¦ Axα→o yα → x y. W tym przypadku dla dowolnego zbioru
T ⊆ T α mo»emy dla A wyprowadzi¢ typ ((

∧
T )→q)→(

∧
T )→q; innymi sªowy, o y mo»emy zaªo»y¢ cokolwiek,

je±li tylko o x zaªo»ymy, »e potrzebuje takiego wªa±nie argumentu. Daje to bardzo du»o mo»liwych typów dla
powy»szego nieterminala A. Tymczasem gdy ju» b¦dziemy korzysta¢ z A, to za x i y podstawimy jakie± konkretne
rzeczy, maj¡ce konkretne typy. Aby temu zaradzi¢, b¦dziemy pozwalali na przypisanie zmiennej jakiego± zbioru
typów tylko wtedy, gdy mo»na skonstruowa¢ term maj¡cy takie typy.

Przejd¹my teraz do konkretów. Niech X b¦dzie zbiorem par postaci A : τ , gdzie A jest nieterminalem, a τ jest
typem uszczegóªawiaj¡cym typ prosty nieterminala A (czyli jak otoczenie, ale dla nieterminali zamiast dla zmiennych).
B¦dziemy rozwa»a¢ os¡dy postaci Γ `X M : τ (czyli jak poprzednio, ale z X w dolnym indeksie). Do wyprowadzania
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tych os¡dów u»ywamy nast¦puj¡cego systemu typów (znaczenie napisu Inh(X ) zostanie wyja±nione pó¹niej; pocz¡tkowo
mo»na zaªo»y¢, »e zbiór ten zawiera wszystkie mo»liwe otoczenia):

{x : τ} ∈ Inh(X )

x : τ `X x : τ `X∪{A:τ} A : τ

Γ `X M : (
∧
i∈I τi)→τ Γi `X N : τi dla ka»dego i ∈ I Γ ∪

⋃
i∈I Γi ∈ Inh(X )

Γ ∪
⋃
i∈I Γi `X M N : τ

(q1, . . . , qr) ∈ δ(q, a) I = {i ∈ {1, . . . , r} | qi 6= >} Γi `X Ni : qi dla ka»dego i ∈ I
⋃
i∈I Γi ∈ Inh(X )⋃

i∈I Γi `X aN1 . . . Nr : q

Dla τ = (
∧
j∈I1 τ1j)→ . . .→(

∧
j∈Ik τkj)→q oraz (Ax1 . . . xk → M) ∈ R napiszemy X ⇒ (A : τ) gdy mo»na

wyprowadzi¢ os¡d {xi : τij | 1 ≤ i ≤ k, j ∈ Ij} `X M : q. Innymi sªowy, X ⇒ (A : τ) zachodzi, gdy dla A mo»na
wyprowadzi¢ typ τ korzystaj¡c z zaªo»e« z X i u»ywaj¡c reguªy dla nieterminala jedynie w korzeniu. Zde�niujmy

X0 = ∅ , Xi+1 = Xi ∪ {(A : τ) | Xi ⇒ (A : τ)} .

Twierdzimy, »e mo»na wyprowadzi¢ ` S : q wtedy i tylko wtedy, gdy (S : q) ∈ Xn dla n takiego, »e Xn = Xn+1

(jednocze±nie liczymy na to, »e dla nieterminali typów innych ni» o b¦dzie teraz mo»na wyprowadzi¢ znacznie mniej
typów iloczynowych ni» w oryginalnym systemie typów).

Powy»szego faktu nie b¦dziemy formalnie udowadnia¢; zamiast tego zobaczmy jak ma si¦ powy»szy system typów
do poprzedniego. Po pierwsze zamiast oryginalnej reguªy dla nieterminala mo»emy teraz tylko wyci¡gn¡¢ typ nieter-
minala ze zbioru X . Konkretniej przy wyprowadzaniu typów ze zbioru Xi mo»emy korzysta¢ z typów nieterminali
wyprowadzonych wcze±niej w zbiorze Xi−1. Zatem, intuicyjnie, zbiór Xi zawiera takie pary A : τ , »e istnieje wyprowa-
dzenie dla ` A : τ u»ywaj¡ce reguª¦ dla nieterminala co najwy»ej i-krotnie na ka»dej ±cie»ce korze«-li±¢. W ten sposób
realizujemy postulat 1. z powy»szej listy, czyli poci¦cie wielkiego wyprowadzenia na cz¦±ci.

Postulat 2. zrealizowali±my w ten sposób, »e w otoczeniu znajduj¡ si¦ tylko te pary x : σ, które s¡ faktycznie u»yte
w wyprowadzeniu.

Postulat 3. realizujemy za pomoc¡ zbiorów Inh(X ). W pierwszym przybli»eniu powiedzmy, »e otoczenie Γ nale»y do
Inh(X ) wtedy, gdy dla ka»dej zmiennej x istnieje term maj¡cy naraz wszystkie typy σ dla których (x : σ) ∈ Γ. Mówi¡c
o istnieniu termu, mamy na my±li term M zbudowany za pomoc¡ aplikacji i konstruktorów drzewa z nieterminali,
taki, »e `X M : σ (czyli o nieterminalach zakªadamy jedynie to, co mówi zbiór X ). Chodzi o to, »e nie ma sensu
wyprowadzanie jakiegokolwiek typu korzystaj¡c z zaªo»enia, »e x-owi mo»emy przypisa¢ jaki± zbiór typów, w sytuacji,
gdy nie umiemy skonstruowa¢ »adnego termu maj¡cego taki zbiór typów (bo ostatecznie i tak jedyny sposób na
skorzystanie z naszego wyprowadzenia to podstawienie wªa±nie takiego termu za parametr x).

Maj¡c tak zde�niowany system typów, po prostu bierzemy zbiór Xi, na wszystkie mo»liwe sposoby próbujemy
wyprowadza¢ jakie± typy dla prawych stron reguª i dodajemy wyprowadzone typy do zbioru Xi+1. Wykonuj¡c powy»sze
liczymy na to, »e procedura ta zako«czy si¦ stosunkowo szybko (skoro rozwa»any problem jest n-EXPTIME-zupeªny,
to nie zawsze tak b¦dzie, ale eksperymenty pokazuj¡, »e rzeczywi±cie przedstawiony tu algorytm w wielu przypadkach
dziaªa szybko).

Powiedzmy jeszcze jak sprawdzi¢ czy Γ ∈ Inh(X ). W tym celu post¦pujemy nast¦puj¡co. Dla ka»dego typu prostego
α b¦dziemy mieli zbiór Zα zawieraj¡cy pewne podzbiory T α. Docelowo elementy Zα to wszystkie maksymalne zbiory
T ⊆ T α, dla których mo»na skonstruowa¢ term maj¡cy naraz wszystkie typy z α. Zaczynamy od Zα = {∅}. Na
pocz¡tek dla ka»dego nieterminala A maj¡cego typ prosty α dodajemy do Zα zbiór {τ | (A : τ) ∈ X}. Nast¦pnie
bierzemy jaki± typ prosty α→β oraz jakie± zbiory T ∈ Zα→β i U ∈ Zα i do Zβ dodajemy ich zªo»enie {τ : ((

∧
V )→τ) ∈

T ∧ V ⊆ U} (czyli zbiór typów, które mo»emy przypisa¢ aplikacji termu maj¡cego typy z T do argumentu maj¡cego
typy z U). Podobnie post¦pujemy dla konstruktorów drzewa: wybieramy liter¦ a oraz zbiory T1, . . . , Tr ∈ Zo, gdzie
r = rank(a), i do Zo dodajemy zbiór {q | δ(q, a) ∩ (T1 ∪ {>})× · · · × (Tr ∪ {>}) 6= ∅}. To powtarzamy tak dªugo jak
si¦ da, ale jednocze±nie za ka»dym razem w ka»dym Zα zostawiamy tylko zbiory maksymalne, czyli je±li T ⊂ U dla
T,U ∈ Zα, to usuwamy T z Zα. Gdy zbiory Zα si¦ ustabilizuj¡, dla ka»dej zmiennej xα sprawdzamy czy w Zα jest
zbiór T taki, »e {τ | (x : τ) ∈ Γ} ⊆ T .

Aby uzyska¢ jeszcze lepsze efekty, zast¦puje si¦ powy»sz¡ de�nicj¦ zbioru Inh(X ) inn¡, jeszcze bardziej restrykcyjn¡.
W podanej wcze±niej de�nicji patrzyli±my tylko, czy term o jakim± zbiorze typów da si¦ w ogóle skonstruowa¢. Nie
uwzgl¦dniali±my natomiast tego, jakie termy s¡ konstruowane w naszym schemacie rekurencyjnym. Tymczasem chocia»
potencjalnie jaki± term mo»na by skonstruowa¢, to by¢ mo»e w naszym schemacie nic takiego si¦ nie dzieje. Bez
wnikania w szczegóªy powiedzmy, »e istniej¡ sposoby przybli»ania (z góry) zbioru termów (czy tak naprawd¦ zbiorów
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typów przypisanych tym termom), które mog¡ by¢ podstawione za zmienn¡ x w danym schemacie rekurencyjnym.
Stosuje si¦ do tego tzw. algorytm 0CFA (gdzie CFA = constrol �ow analysis).

Przykªad. Rozwa»my automat A1 oraz schemat rekurencyjny G1 z poprzednich przykªadów. Widzimy, »e da si¦
wyprowadzi¢ x : q0 `∅ a x (F (b x)) : q0 oraz x : q0 `∅ a x (F (b x)) : q1 (zwró¢my uwag¦, »e {x : q0} ∈ Inh(∅), gdy»
istnieje drzewo akceptowane ze stanu q0). Oznacza to, »e ∅ ⇒ F : q0→q0 oraz ∅ ⇒ F : q0→q1, w zwi¡zku z czym
X1 = {F : q0→q0, F : q0→q1}. Dalej mamy:

X2 = X1 ∪ {F : q1→q0, F : q1→q1} , X3 = X2 ∪ {F : >→q0, F : >→q1} , X4 = X3 ∪ {S : q0, S : q1} = X5 .

Mamy tutaj (S : q0) ∈ X4, co oznacza, »e drzewo generowane przez G1 jest akceptowane przez A1.

Automaty z trywialnym warunkiem akceptacji

Powy»ej przestawili±my algorytm dla automatów z ko-trywialnym warunkiem akceptacji. Zobaczmy teraz jak go
zmody�kowa¢ w sytuacji, gdy mamy trywialny warunek akceptacji.

W tym przypadku dozwalamy na niesko«czone drzewa wyprowadzenia. Wszystkie typy przypisane nieterminalom
w takim wyprowadzeniu mo»emy zgromadzi¢ w jednym zbiorze X . Pytamy wi¦c, czy istnieje zbiór X taki, »e dla
ka»dej pary (A : τ) ∈ X zachodzi X ⇒ (A : τ) (czyli da si¦ j¡ wyprowadzi¢ korzystaj¡c z zaªo»e« w X ), a jednocze±nie
(S : q) ∈ X , gdzie S jest nieterminalem startowym, a q stanem akceptuj¡cym.

Powstaje pytanie jak znale¹¢ taki zbiór X . Okazuje si¦, »e dobrze jest zacz¡¢ od zbioru X0 zawieraj¡cego dla
ka»dego nieterminala A i stanu q par¦ A : >→ . . .→>→q; przypomnijmy, »e > oznacza po prostu

∧
∅ (liczb¦ znaczków

> dobieramy oczywi±cie zgodnie z liczb¡ argumentów nieterminala A). Nast¦pnie, tak jak poprzednio obliczamy

Xi+1 = Xi ∪ {(A : τ) | X ⇒ (A : τ)} .

Robimy to, a» uzyskamy Xn+1 = Xn.
W ten sposób uzyskujemy na pewno za du»o par w Xn; na przykªad ju» X0 zawiera pary S : q dla ka»dego stanu

q. Na koniec uzyskany zbiór musimy oczy±ci¢. Powtarzamy w tym celu nast¦puj¡c¡ operacj¦:

Czysc(X ) = {(A : τ) ∈ X | X ⇒ (A : τ)} .

Niech Y b¦dzie zbiorem uzyskanym przez wielokrotne powtarzanie operacji Czysc na zbiorze Xn, tak dªugo, jak dªugo
kolejne wywoªanie Czysc usuwa co± z aktualnego zbioru. W efekcie mamy Czysc(Y) = Y, czyli faktycznie dla ka»dej
pary (A : τ) ∈ Y zachodzi Y ⇒ (A : τ). Je±li wi¦c (S : q) ∈ Y dla pewnego stanu akceptuj¡cego q, to os¡d ` S : q
mo»na uzyska¢ pewnym, by¢ mo»e niesko«czonym, wyprowadzeniem.

Implikacja w przeciwnym kierunku nie jest caªkiem oczywista. Przedstawimy tu tylko szkic jej dowodu, pomijaj¡c
szczegóªy. Post¦pujemy w nast¦puj¡cy sposób. Bierzemy wyprowadzenie dla ` S : q, które mo»e by¢ niesko«czone.
Dla odpowiednio du»ego n znajdujemy wszystkie wyst¡pienia reguªy dla nieterminala znajduj¡ce si¦ na gª¦boko±ci co
najmniej n w tym wyprowadzeniu i umieszczamy tam po prostu typy postaci >→ . . .→>→p. Nast¦pnie poprawiamy
lekko reszt¦ wyprowadzenia tak, aby pozostaªo ono poprawne. Dostajemy w ten sposób sko«czone wyprowadzenie, w
którym korzystamy bez uzasadnienia z zaªo»e« mówi¡cych, »e pewne nieterminale maj¡ typy postaci >→ . . .→>→p.
Te zaªo»enia s¡ w X0, w zwi¡zku z czym je±li gdziekolwiek w tym wyprowadzeniu uzyskujemy jaki± typ τ dla jakiego±
nieterminala A, to para A : τ jest w zbiorze Xn. W szczególno±ci jest tam para S : q. Trzeba jeszcze wiedzie¢, »e ta para
nie zostanie usuni¦ta z Xn przez operacj¦ Czysc. W tym celu musimy nasze wyprowadzenie ponownie zap¦tli¢, usuwaj¡c
nieuzasadnione zaªo»enia. Otó», rozwa»my jaki± w¦zeª, w którym sztucznie umie±cili±my typ postaci >→ . . .→>→p.
Poniewa» w¦zeª ten znajduje si¦ bardzo gª¦boko (na gª¦boko±ci co najmniej n), to na ±cie»ce od tego w¦zªa do korzenia
w pewnych dwóch w¦zªach wyprowadzamy t¦ sam¡ par¦ A : τ . W tym miejscu mo»emy nasze wyprowadzenie uci¡¢
i zap¦tli¢. W efekcie dostajemy wyprowadzenie, w którym ka»da para A : τ jest uzasadniona, a jednocze±nie jest w
zbiorze Xn. Zatem pary te (w szczególno±ci para S : q) s¡ w zbiorze Y.

Przykªad. Zde�niujmy automat A2, z trywialnym warunkiem akceptacji. Ma on dwa stany: q0 i q1, gdzie q0 jest
akceptuj¡cy. Funkcja przej±cia jest nast¦puj¡ca:

δ(q0, a) = {(q0, q0)} , δ(q1, a) = ∅ , δ(q0, b) = δ(q1, b) = {(q1)} , δ(q0, c) = δ(q1, c) = {()} .

Automat ten akceptuje drzewa, w których poni»ej liter b nie wyst¦puj¡ ju» litery a.
Nadal odwoªujemy si¦ do gramatyki G1 rozwa»anej wcze±niej. Mamy:

X0 = {S : q0, S : q1, F : >→q0, F : >→q1} , X1 = X0 ∪ {F : q0→q0} , X2 = X1 ∪ {F : (q0 ∧ q1)→q0} = X3 .
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Nast¦pnie zobaczmy, co dzieje si¦ w wyniku czyszczenia:

Czysc(X2) = {S : q0, S : q1, F : q0→q0, F : (q0 ∧ q1)→q0} ,
Czysc2(X2) = {S : q0, F : (q0 ∧ q1)→q0} = Czysc3(X2) = Y .

Dostajemy (S : q0) ∈ Y, co oznacza, »e drzewo generowane przez G1 jest akceptowane przez A2.

Uwaga. Caªe powy»sze rozumowanie mo»na uogólni¢ z automatów niedeterministycznych do automatów alternu-
j¡cych. W tym celu wystarczy odpowiednio poprawi¢ reguª¦ dla konstruktora drzewa tak, aby byªa ona zgodna z
postaci¡ funkcji przej±cia automatu.
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