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Testowanie wlasno$ci drzew generowanych przez schematy rekurencyjne —
podejscie praktyczne

Dwa wyklady temu podali$émy algorytm rozwiazujacy nastepujacy problem: czy drzewo generowane przez dany sche-
mat rekurencyjny (lub A\Y-term) jest akceptowane przez dany automat na drzewach. Algorytm ten byl n-krotnie
wyktadniczy. Co gorsza, jak udowodnimy wkrotce, problem ten jest n-EXPTIME-zupelny. Okazuje sie jednak, ze
istnieja algorytmy, ktére w praktyce dzialaja w rozsadnym czasie dla typowych wejsé.

Gléwnym problemem poprzedniego algorytmu jest fakt, ze zawsze oblicza on duze obiekty. Konkretnie, dla kazdego
podtermu M liczymy wartos¢ [M]Y. Jesli M jest typu a—f3, to [M]? jest funkcja (monotoniczna) z D[a] w D[f],
reprezentowana jako |D[a]| wartosci (po jednej dla kazdego elementu dziedziny); liczba |D[a]| jest bardzo duza, gdy
« jest stosunkowo skomplikowanym typem. Zatem pierwsze wyzwanie, z ktéorym musimy sobie poradzi¢, to bardziej
zwiezte reprezentowanie takich funkcji. Uzywa sie do tego tzw. typow iloczynowych. Zanim przejdziemy do ich definicji,
wprowadzimy jeszcze jeden model automatéw na drzewach nieskoniczonych, wygodniejszy w tym przypadku.

Automaty z ko-trywialnym warunkiem akceptacji

Weczesniej rozwazaliSmy automaty z trywialnym warunkiem akceptacji. Ich biegi na §ciezkach nieskonczonych nie
musialy spelnia¢ zadnego dodatkowego warunku, poza zgodnoscia z funkcja przejscia. W przypadku automatu z ko-
trywialnym warunkiem akceptacji bedziemy wymagaé, aby bieg ,koriczyt sie” na skoriczonym prefiksie drzewa. W tym
celu wprowadzamy specjalny stan T oznaczajacy ,akceptuje wszystko”.

Formalnie, niedeterministyczny automat z ko-trywialnym warunkiem akceptacji to krotka A = (%, Q, F,0), gdzie
¥ to alfabet wejsciowy (faktycznie automat bedzie czytal drzewa nad alfabetem X U {w}), @ to zbior stanéw (T € Q),
F C Q to zbior stanéw akceptujacych (dozwolonych w korzeniu drzewa) oraz §: Q x (XU{w}) = U —, P(QU{T}H")
to funkcja przejscia spetniajaca warunek 6(g,a) € P((Q U {T})m* (@), Zaktadamy dodatkowo, ze 6(q,w) = (.

Biegiem automatu A na drzewie ¢t nazwiemy funkcje p przypisujaca wierzchotkom drzewa ¢ stany z Q U {T}
uwzgledniajaca w kazdym wierzchotku funkcje przejscia: jesli wierzchotkowi o etykiecie a przypisujemy stan g # T, a
jego dzieciom stany qi,...,qx, to (¢1,...,qx) € 6(q, a); jesli za§ wierzchotkowi przypisujemy stan T, to jego dzieciom
takze. Bieg jest akceptujacy jesli stan przypisany korzeniowi drzewa pochodzi ze zbioru F' oraz tylko skonczenie wielu
wierzchotkom przypisaliSmy stan z @ (pozostale maja stan T). Drzewo jest akceptowane przez automat, jesli istnieje
bieg akceptujacy.

Mozna zobaczy¢ (¢wiczenie), ze jezyk jest rozpoznawany przez automat z ko-trywialnym warunkiem akceptacji
wtedy i tylko wtedy, gdy jego dopelnienie jest rozpoznawane przez automat z trywialnym warunkiem akceptacji.

Przyklad. Ustalmy alfabet ¥ = {a,b,c}, gdzie rank(a) = 2, rank(b) = 1, rank(c) = 0. Rozwazmy jezyk drzew,
w ktorych pewien wierzcholek i jego ojciec sa etykietowani litera b (czyli dwie litery b jedna pod druga). Jezyk ten
mozemy rozpoznaé za pomoca nastepujacego automatu (oznaczmy go A;) majacego dwa stany go i ¢1, gdzie stan ¢
jest akceptujacy (moze wystapi¢ w korzeniu). Funkcje przejscia definiujemy nastepujaco:

(g0, a) = 6(q1,a) = {(T,q0), (90, T)}, 6(q0,0) = {(q1)}, 8(q1,0) ={(T)}, (g0, ¢) = d(q1,¢) = 0.

Typy iloczynowe

Tym razem skorzystamy z formalizmu schematow rekurencyjnych (cho¢ typy iloczynowe mozna rozwazaé¢ réwniez w
kontekscie A\Y-termow). Ustalmy schemat rekurencyjny G = (X, N, S, R). Ustalmy takze automat A = (X, Q, F,4)
wezytujacy drzewa nieskoriczone (z trywialnym lub ko-trywialnym warunkiem akceptacji).

Termy bedziemy opisywa¢ za pomoca zbioru typéw iloczynowych. Typy iloczynowe uszczegdlawiaja typy proste.
Definiujemy je przez indukcje:

T°=Q, TP =P(T*) x T".

Formalnie typ iloczynowy uszczegotawiajacy a— 3 jest para (T,7) € P(T®) x T, lecz w praktyce zapisujemy go jako
(NT)—7. Gdy T = {m,..., 7k}, piszemy takze (14 A--- A 7)—7 lub (/\f:1 7;)—7. Gdy k = 0 piszemy T—7 zamiast
(AD)—T.

Typ ¢ € T° opisuje term generujacy drzewo, ktore jest akceptowane ze stanu g. Typ (7 A --+ A 7i)—7 opisuje
funkcje, ktora otrzymawszy argument majacy wszystkie typy 7, ..., Tx zwraca warto$¢ majaca typ 7. Przyktadowo
(p A q)—q opisuje term (majacy typ prosty o—o), ktory otrzymawszy drzewo akceptowane z obu stanéw p i ¢ tworzy
drzewo akceptowane ze stanu q. W szczegolnodci ten sam term moze mie¢ wiele typow iloczynowych (na przykltad
term typu o generujacy drzewo akceptowane zaréwno ze stanu p jak i ze stanu ¢ ma zaréwno typ p jak i typ q).
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Poniewaz termy maja zmienne wolne, musimy otypowywacé je w zadanym otoczeniu przypisujacym typy zmiennym
wolnym. Otoczeniem nazwiemy zbiér I' zawierajacy pary postaci x : 7, gdzie 7 € T gdy typ prosty zmiennej x to
«. W otoczeniu moze by¢ wiele par zawierajacych te sama zmienna. Osgdem nazwiemy wyrazenie postaci I' = M : 7,
gdzie I' jest otoczeniem, M jest termem oraz 7 jest typem iloczynowym uszczegbltawiajacym typ prosty termu M.
Piszac konkretne osady czesto piszemy otoczenie I' jako ciag par, a nie jako zbiér, na przyktad z : m,y : e W M : 7
zamiast {z : 7,y : o} M:T.

Osady wyprowadzamy korzystajac z nastepujacych regul wyprowadzania.

=M (Njepm)—T I'- N :7; dla kazdego i € [
Frv{z:7}ra:r 'FMN:7

(q1,---,4+) € (g, a) 'k N;:q; dla kazdego i € {1,...,r} takiego, ze ¢; # T
I'FaNy...N,.:q

(A$1$k4)M)€R {$171J|1§Z§k,]€IJ}FMq
T'HA: (/\jeh le)_>"'_>(/\j61k Tkj)-)(]

Reguly powyzsze rozumiemy w ten sposob, ze aby wyprowadzi¢ osad znajdujacy sie pod kreska nalezy wyprowadzié
najpierw osady znajdujace sie nad kreska. Warunki (q1,...,¢.) € 6(q,a) oraz (Azy ... 2y — M) € R (nie bedace
osadami) to dodatkowe warunki, ktére musza by¢ spelnione.

Istnieje spore podobienstwo miedzy wprowadzonym tutaj systemem typoéw iloczynowych, a wartosciami w modelu
zdefiniowanym wczesniej. Wezesniej termowi przypisywalismy funkcje monotoniczng, a teraz przypisujemy zbior typow
iloczynowych, ktore opisuja taka funkcje.

Przyklad. Rozwazmy schemat rekurencyjny G; o regutach:
S—Fc Fz—ax(F(bx)).

Generuje on drzewo majace a na skrajnie prawej Sciezce; i-te a na tej Sciezce ma w lewym poddrzewie $ciezke ety-
kietowana stowem b'~lc. Widzimy, ze drzewo to jest akceptowane (ze stanu qg) przez automat A; z poprzedniego
przyktadu. Zobaczmy, jak wyglada wyprowadzenie osadu - S : qg.

r:iqobFx:qo

r:qtazx:q
x:qotFax(F(bz)):q g FTiqq
r:q FF:q—q rz:q Fbx:q

x:qEF(bz):q
z:qlFax(F(bx)):qo
FFEF:qg—qo Fbx:qp
FF(@(z):q
Fax(F(bx)):qo

FFEF:T—q
FFc:q
FS:q

Zgodnosé naszego systemu typow z intuicja jest opisana przez ponizsze dwa lematy. Wystepujacy w nich term M
to term zbudowany z uzyciem aplikacji, konstruktoréw drzewa i nieterminali schematu G.

Lemat. Jesli rozwazamy automat z ko-trywialnym warunkiem akceptacyi, to drzewo generowane przez term zamkniety
M typu o jest akceptowane ze stanu q wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje skoriczone wyprowadzenie dla osqgdu = M : q.

Lemat. Jesli rozwazamy automat z trywialnym warunkiem akceptacji, to drzewo generowane przez term zamkniety
M typu o jest akceptowane ze stanu q wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje (potencjalnie) nieskoriczone wyprowadzenie dla
osgdu = M : q.
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Przedstawmy pokrotce idee dowodu, bez wchodzenia w szczegoly. Po pierwsze, dowodzimy, ze typy nie zmieniaja
sie, gdy korzystamy z regul wyprowadzenia naszego schematu.

Lemat. Zatozmy, ze M —g N. Wowczas mozna wyprowadzié osqd = M : q wtedy i tylko wtedy, gdy mozna wyprowa-
dzi¢ osgd - N : q.

Dowdd jest nietrudny: korzystajac z drzewa wyprowadzenia dla M konstruujemy drzewo wyprowadzenia dla N i
odwrotnie.

W przypadku automatu trywialnego powyzszy lemat pozwala nam dzieki wyprowadzeniu dla - M : ¢ znajdowaé
bieg dla dowolnie dtugich prefikséw drzewa generowanego przez M. W granicy daje to bieg na calym drzewie, mamy
wiec implikacje z lewej w prawa. Przy dowodzie w lewa strone mamy podobny problem jak w konstrukeji z modelem: nie
ma od czego zaczaé¢. Rozwazamy wiec ,skonczony wariant” naszego schematu, gdzie po n uzyciach danego nieterminala
zmienia sie on w symbol w. Taki ,schemat” generuje skoriczone drzewo, na ktérym jest bieg automatu (bo to prefiks
nieskoniczonego drzewa, na ktorym jest bieg automatu). Daje to nam wyprowadzenie dla - M : ¢, w ktérym jednak
korzystamy z (niewyprowadzalnych) zatozen postaciI' = A : T— ... - T —p (w miejscach, gdzie nieterminal A rozwijal
sie jako w). Zalozenia te wystepuja jedynie na glebokosci co najmniej n (po drodze n razy rozwineliSmy A normalnie,
zanim zamienili§my go na w). Jesli jednak wzieliSmy n wystarczajaco duze, to po drodze od takiego zalozenia do
korzenia pewien osad powtarza sie. Ucinamy wiec nasze wyprowadzenie w takim miejscu, zapetlajac je — dostajemy
nieskoniczone wyprowadzenie, nie korzystajace z niewyprowadzalnych zalozen. Szczegély pomijamy.

Przejdzmy teraz do przypadku automatu ko-trywialnego. Implikacja z prawej w lewa jest w tym przypadku prost-
sza: bieg automatu na generowanym drzewie jest tak naprawde biegiem na pewnym skonczonym prefiksie tego drzewa.
Wystarczy wiec rozwingé term M skonczong liczbe razy, aby wygenerowaé ten prefiks i uzyskaé typowanie. Jednym ze
sposobow, aby dowies¢ implikacje w prawg strone, jest zdefiniowanie odpowiedniego dobrze ufundowanego porzadku
na drzewach wyprowadzeri. Bedzie to taki porzadek, ze je§li w wyprowadzeniu osadu - M : ¢ wystepuje reguta dla
nieterminala, to mozemy wykonaé¢ redukcje M —g N (eliminujaca ten nieterminal), a wyprowadzenie osadu - N : ¢
bedzie mniejsze w naszym porzadku. W efekcie po skonczenie wielu krokach dostajemy wyprowadzenie nie uzywajace
reguly dla nieterminala; takie wyprowadzenie to po prostu bieg automatu na pewnym prefiksie generowanego drzewa.
Szczegdly pomijamy. Zwroémy jednak uwage, ze zdefiniowanie wspomnianego porzadku nie jest catkiem proste. Nie
mozemy porzadkowa¢ wyprowadzen po naiwnie rozumianym rozmiarze, gdyz w wyniku rozwiniecia nieterminala roz-
miar wyprowadzenia moze wzrosnaé (z powodu wielokrotnego skopiowania wyprowadzen dla argumentow).

Wyprowadzanie typow

Mamy juz zdefiniowany system typow. Pozostaje pytanie: jak sprawdzié, czy mozna w nim wyprowadzi¢ osad F S : ¢
(gdzie S jest nieterminalem startowym, a ¢ jednym ze stanéw akceptujacych). Napotykamy przy tym nastepujace
trudnosci.

1. W drzewach wyprowadzenia czesto bedzie tak, ze takie samo poddrzewo wystepuje w wielu kopiach. Aby tego
uniknaé¢, przydataby sie jaka§ bardziej ,grafowa” reprezentacja drzew wyprowadzen. W tym celu potniemy
wyprowadzenia w miejscach uzycia reguly dla nieterminala.

2. Widzimy, ze jesli mozna wyprowadzi¢ I' = M : 7, to mozna tez wyprowadzi¢ TV = M : 7 dla kazdego IV D
I'. W zwiazku 7 tym, jesli dla nieterminala A mozna wyprowadzi¢ typ (A7T)—7, to mozna tez wyprowadzic
(ANT")—7 dla kazdego T' 2 T. Powoduje to, ze zawsze mozna wyprowadzi¢ cate mnostwo typow (do zbioru T'
mozemy dorzuci¢ dowolne typy z odpowiedniego 7, a jest ich bardzo duzo). Takie dodatkowe typy sa jednak
malo uzyteczne: jesli do A podaje argument majacy wszystkie typy z T’, to argument ten ma tym bardziej
wszystkie typy z T, moge wiec rownie dobrze zamiast typu (A T’)—7 uzy¢ typu (A T)—7. Majac to na uwadze,
chcieliby$my wyprowadzi¢ jedynie typ (A7T)—7 z minimalnym T. Aby to uzyskaé, w otoczeniu I' bedziemy
gromadzi¢ jedynie te pary x : o, ktore sa gdziekolwiek uzyte w wyprowadzeniu.

3. Rozwazmy nieterminal A, dla ktérego mamy regute Ax*7°y* — zy. W tym przypadku dla dowolnego zbioru

T C T% mozemy dla A wyprowadzi¢ typ ((AT)—q)—(A\T)—¢; innymi stowy, o y mozemy zalozy¢ cokolwiek,
jesli tylko o = zalozymy, ze potrzebuje takiego wlasnie argumentu. Daje to bardzo duzo mozliwych typow dla
powyzszego nieterminala A. Tymczasem gdy juz bedziemy korzystac z A, to za x i y podstawimy jakie§ konkretne
rzeczy, majace konkretne typy. Aby temu zaradzi¢, bedziemy pozwalali na przypisanie zmiennej jakiegos zbioru
typow tylko wtedy, gdy mozna skonstruowaé term majacy takie typy.

Przejdzmy teraz do konkretéw. Niech X bedzie zbiorem par postaci A : 7, gdzie A jest nieterminalem, a 7 jest
typem uszczegblawiajacym typ prosty nieterminala A (czyli jak otoczenie, ale dla nieterminali zamiast dla zmiennych).
Bedziemy rozwazaé osady postaci I' -y M : 7 (czyli jak poprzednio, ale z X w dolnym indeksie). Do wyprowadzania
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tych osadow uzywamy nastepujacego systemu typow (znaczenie napisu Inh(X’) zostanie wyjasnione pozniej; poczatkowo
mozna zalozy¢, ze zbior ten zawiera wszystkie mozliwe otoczenia):

{z: 7} € Inh(X)
r:Thyx:T I—XU{A;T}A:T

Lhx M:(N\jepmi)—T I'; Fx N :7; dla kazdego i € T Ful,e; i € Inh(X)
TuU,.;TiFx MN : 7

iel

(q1,--.,qr) €6(q,a) I={e{l,...;r} | #T} Iy Fx N; @ gq; dla kazdego i € Uier i € Inh(X)
UieIFi l_./'\f' G,Nl Nr - q

Dla 7 = (Njer, mj)— - —(Njes, Tj)—q oraz (Azy ... 2, — M) € R napiszemy X = (A : 7) gdy mozna
wyprowadzi¢ osad {x; : 7;; | 1 < i < k,j € I;} Fax M : ¢. Innymi stowy, X = (A : 1) zachodzi, gdy dla A mozna
wyprowadzi¢ typ T korzystajac z zalozen z X i uzywajac reguly dla nieterminala jedynie w korzeniu. Zdefiniujmy

X():@, XZ+1:XZU{(AT)|X1:>(AT)}

Twierdzimy, ze mozna wyprowadzi¢ F S : ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy (S : ¢) € &, dla n takiego, ze X, = X411
(jednoczesnie liczymy na to, ze dla nieterminali typow innych niz o bedzie teraz mozna wyprowadzi¢ znacznie mniej
typow iloczynowych niz w oryginalnym systemie typow).

Powyzszego faktu nie bedziemy formalnie udowadniaé¢; zamiast tego zobaczmy jak ma sie powyzszy system typow
do poprzedniego. Po pierwsze zamiast oryginalnej reguty dla nieterminala mozemy teraz tylko wyciagnaé typ nieter-
minala ze zbioru X. Konkretniej przy wyprowadzaniu typéw ze zbioru &; mozemy korzysta¢ z typow nieterminali
wyprowadzonych wczesniej w zbiorze X;_;. Zatem, intuicyjnie, zbior X; zawiera takie pary A : 7, ze istnieje wyprowa-
dzenie dla - A : 7 uzywajace regule dla nieterminala co najwyzej i-krotnie na kazdej $ciezce korzen-lis¢. W ten sposéb
realizujemy postulat 1. z powyzszej listy, czyli pociecie wielkiego wyprowadzenia na czesci.

Postulat 2. zrealizowaliSmy w ten sposob, ze w otoczeniu znajdujg sie tylko te pary x : o, ktore sy faktycznie uzyte
w wyprowadzeniu.

Postulat 3. realizujemy za pomoca zbioréw Inh(X'). W pierwszym przyblizeniu powiedzmy, ze otoczenie I" nalezy do
Inh(X) wtedy, gdy dla kazdej zmiennej x istnieje term majacy naraz wszystkie typy o dla ktorych (z : o) € T'. Mowiac
o istnieniu termu, mamy na my$li term M zbudowany za pomoca aplikacji i konstruktoréw drzewa z nieterminali,
taki, ze Fx M : o (czyli o nieterminalach zakladamy jedynie to, co mowi zbior X'). Chodzi o to, ze nie ma sensu
wyprowadzanie jakiegokolwiek typu korzystajac z zalozenia, ze z-owi mozemy przypisac jaki§ zbiér typéw, w sytuacji,
gdy nie umiemy skonstruowaé zadnego termu majacego taki zbidr typéw (bo ostatecznie i tak jedyny sposob na
skorzystanie z naszego wyprowadzenia to podstawienie wlasnie takiego termu za parametr x).

Majac tak zdefiniowany system typdéw, po prostu bierzemy zbiér X;, na wszystkie mozliwe sposoby prébujemy
wyprowadzaé jakies typy dla prawych stron regul i dodajemy wyprowadzone typy do zbioru &;1. Wykonujac powyzsze
liczymy na to, ze procedura ta zakonczy sie stosunkowo szybko (skoro rozwazany problem jest n-EXPTIME-zupelny,
to nie zawsze tak bedzie, ale eksperymenty pokazuja, ze rzeczywiscie przedstawiony tu algorytm w wielu przypadkach
dzialta szybko).

Powiedzmy jeszcze jak sprawdzié czy I’ € Inh(X'). W tym celu postepujemy nastepujaco. Dla kazdego typu prostego
« bedziemy mieli zbiér Z, zawierajacy pewne podzbiory 7¢. Docelowo elementy 7, to wszystkie maksymalne zbiory
T C T, dla ktorych mozna skonstruowaé term majacy naraz wszystkie typy z «. Zaczynamy od Z, = {0}. Na
poczatek dla kazdego nieterminala A majacego typ prosty a dodajemy do Z, zbior {7 | (A : 7) € X}. Nastepnie
bierzemy jaki§ typ prosty a— 3 oraz jakies zbiory T' € Z, 31U € Z, i do Zz dodajemy ich zlozenie {7 : (AV)—7) €
T AV C U} (czyli zbior typow, ktore mozemy przypisaé aplikacji termu majacego typy z T do argumentu majacego
typy z U). Podobnie postepujemy dla konstruktoréow drzewa: wybieramy litere a oraz zbiory T1,...,T, € Z,, gdzie
r = rank(a), i do Z, dodajemy zbior {q | 6(q,a) N (T3 U{T}) x --- x (T, U{T}) # 0}. To powtarzamy tak dlugo jak
sie da, ale jednoczes$nie za kazdym razem w kazdym Z, zostawiamy tylko zbiory maksymalne, czyli jesli T C U dla
T,U € Z,, tousuwamy T z Z,. Gdy zbiory Z, sie ustabilizuja, dla kazdej zmiennej x® sprawdzamy czy w Z, jest
zbior T taki, ze {7 | (x:7) €T} CT.

Aby uzyskaé jeszcze lepsze efekty, zastepuje sie powyzsza definicje zbioru Inh(X') inna, jeszcze bardziej restrykeyjna.
W podanej wczesniej definicji patrzyliSmy tylko, czy term o jakim§ zbiorze typow da sie w ogole skonstruowaé. Nie
uwzglednialiSmy natomiast tego, jakie termy sa konstruowane w naszym schemacie rekurencyjnym. Tymczasem chociaz
potencjalnie jaki§ term mozna by skonstruowaé, to by¢é moze w naszym schemacie nic takiego sie nie dzieje. Bez
wnikania w szczegoly powiedzmy, Ze istnieja sposoby przyblizania (z gory) zbioru termoéw (czy tak naprawde zbiorow
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typOw przypisanych tym termom), ktore moga by¢ podstawione za zmienng ¢ w danym schemacie rekurencyjnym.
Stosuje si¢ do tego tzw. algorytm 0CFA (gdzie CFA = constrol flow analysis).

Przyklad. Rozwazmy automat A; oraz schemat rekurencyjny G; z poprzednich przykladéw. Widzimy, ze da sie
wyprowadzi¢  : qo g az (F (bx)) : qo oraz = : qo by ax (F (bx)) : q1 (zwr6émy uwage, ze {z : o} € Inh((), gdyz
istnieje drzewo akceptowane ze stanu qo). Oznacza to, ze ) = F : qo—qo oraz ) = F : qo—q1, w zwigzku z czym
X1 ={F : qo—qo, F : go—¢1}. Dalej mamy:

X2:X1U{qul—>qO,Fiql—)ql}, XgZXQU{FZT—)qO,FIT—)ql}, X4:X3U{SIQO,SIQ1}:X5.

Mamy tutaj (S : qo) € X4, co oznacza, ze drzewo generowane przez Gi jest akceptowane przez A;.

Automaty z trywialnym warunkiem akceptacji

Powyzej przestawiliémy algorytm dla automatéw z ko-trywialnym warunkiem akceptacji. Zobaczmy teraz jak go
zmodyfikowaé¢ w sytuacji, gdy mamy trywialny warunek akceptacji.

W tym przypadku dozwalamy na nieskoriczone drzewa wyprowadzenia. Wszystkie typy przypisane nieterminalom
w takim wyprowadzeniu mozemy zgromadzi¢ w jednym zbiorze X. Pytamy wiec, czy istnieje zbior X taki, ze dla
kazdej pary (A : 7) € X zachodzi X = (A : 7) (czyli da si¢ ja wyprowadzi¢ korzystajac z zalozen w X'), a jednoczesnie
(S :q) € X, gdzie S jest nieterminalem startowym, a ¢ stanem akceptujacym.

Powstaje pytanie jak znalez¢ taki zbior X. Okazuje sie, ze dobrze jest zaczaé¢ od zbioru & zawierajacego dla
kazdego nieterminala A i stanu g pare A : T— ... —T —q; przypomnijmy, ze T oznacza po prostu A 0 (liczbe znaczkow
T dobieramy oczywiscie zgodnie z liczbg argumentéw nieterminala A). Nastepnie, tak jak poprzednio obliczamy

X1 =X U{(A:7) | X=(A:7)}.

Robimy to, az uzyskamy X,,+1 = X,,.
W ten sposob uzyskujemy na pewno za duzo par w X,,; na przyklad juz Xy zawiera pary S : ¢ dla kazdego stanu
q. Na koniec uzyskany zbiér musimy oczy$ci¢. Powtarzamy w tym celu nastepujaca operacje:

Crysc(X)={(A: 1) e X | X = (A:1)}.

Niech Y bedzie zbiorem uzyskanym przez wielokrotne powtarzanie operacji Czysc na zbiorze X, tak dtugo, jak dlugo
kolejne wywotanie Czysc usuwa co$ z aktualnego zbioru. W efekcie mamy Czysc(Y) = Y, czyli faktycznie dla kazdej
pary (A :7) € Y zachodzi Y = (A : 7). Jesli wiec (S : ¢) € Y dla pewnego stanu akceptujacego ¢, to osad - S : ¢
mozna uzyska¢ pewnym, by¢ moze nieskoriczonym, wyprowadzeniem.

Implikacja w przeciwnym kierunku nie jest catkiem oczywista. Przedstawimy tu tylko szkic jej dowodu, pomijajac
szczegOly. Postepujemy w nastepujacy sposéb. Bierzemy wyprowadzenie dla - S : g, ktére moze byé¢ nieskoniczone.
Dla odpowiednio duzego n znajdujemy wszystkie wystapienia regulty dla nieterminala znajdujace sie na gtebokosci co
najmniej n w tym wyprowadzeniu i umieszczamy tam po prostu typy postaci T—...—=T—p. Nastepnie poprawiamy
lekko reszte wyprowadzenia tak, aby pozostato ono poprawne. Dostajemy w ten sposéb skoriczone wyprowadzenie, w
ktorym korzystamy bez uzasadnienia z zalozenn méwiacych, ze pewne nieterminale maja typy postaci T— ... =T —p.
Te zalozenia sa w X, w zwiazku z czym jesli gdziekolwiek w tym wyprowadzeniu uzyskujemy jakis§ typ 7 dla jakiegos
nieterminala A, to para A : 7 jest w zbiorze X,,. W szczegdlnosci jest tam para S : q. Trzeba jeszcze wiedzie¢, ze ta para
nie zostanie usunieta z X, przez operacje Czysc. W tym celu musimy nasze wyprowadzenie ponownie zapetli¢, usuwajac
nieuzasadnione zalozenia. Ot6z, rozwazmy jaki§ wezel, w ktérym sztucznie umiesciliémy typ postaci T— ... —=T—p.
Poniewaz wezet ten znajduje sie bardzo gleboko (na glebokosci co najmniej n), to na $ciezce od tego wezta do korzenia
w pewnych dwoch weztach wyprowadzamy te sama pare A : 7. W tym miejscu mozemy nasze wyprowadzenie ucigé
i zapetlic. W efekcie dostajemy wyprowadzenie, w ktérym kazda para A : 7 jest uzasadniona, a jednoczesnie jest w
zbiorze X,,. Zatem pary te (w szczegolnosci para S : ¢) sa w zbiorze Y.

Przyklad. Zdefiniujmy automat Ao, z trywialnym warunkiem akceptacji. Ma on dwa stany: qg i ¢1, gdzie qo jest
akceptujacy. Funkcja przejscia jest nastepujaca:

6(go,a) = {(90,90)} , 6(q1,a) =10, 6(qo,b) = 8(qu,0) = {(q1)}, 8(qo,¢) = 6(q1,¢) = {0}

Automat ten akceptuje drzewa, w ktérych ponizej liter b nie wystepuja juz litery a.
Nadal odwotujemy sie do gramatyki G; rozwazanej wcze$niej. Mamy:

Xo={5:490,5:q1,F:T—=q,F:T—=q}, Xi=XU{F:q@—=qp}, Xo=XU{F:(0Aq)=qp}=A;.
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Nastepnie zobaczmy, co dzieje sie w wyniku czyszczenia:

Czysc(X2) = {S:q0,S 1 q1, F' 1 g0—q0, F': (q0 N q1)—qo} »
C’zych(Xg) ={S:q0, F: (g ANq)—=q}= C’zyscB(Xg) =Y.

Dostajemy (S : qo) € Y, co oznacza, ze drzewo generowane przez G; jest akceptowane przez As.

Uwaga. Cale powyzZsze rozumowanie mozna uogoélni¢ z automatéw niedeterministycznych do automatéow alternu-
jacych. W tym celu wystarczy odpowiednio poprawié¢ regulte dla konstruktora drzewa tak, aby byla ona zgodna z
postacia funkcji przejécia automatu.



