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1 Postawienie problemu

Dane sa:
1. A\Y-term M, ktory:
e jest zamkniety,
e jest typu o,
e generuje drzewo t;
2. automat A.
Chcemy uzyskaé¢ wzbogacony term M’, generujacy drzewo t' takie, ze:

e kazdy wierzcholek ¢’ ma etykiete ze zbioru ¥ x P(Q) (gdzie P(Q) oznacza
wszystkie podzbiory zbioru stanéw automatu A);

e kazdy wierzcholek u € dom(¢), z etykieta a, ma w drzewie ¢ etykiete
(a,Qu), gdzie @, to zbiér standéw, z ktorych mozna zaakceptowaé pod-
drzewo drzewa t zaczynajace sie w wierzchotku w.

2 Refleksja

Powyzszy problem mozna zapisaé¢ ogolniej. Zamiast automatu, dany jest skon-
czony model p rachunku \Y. Chcemy uzyskaé term M’, generujacy drzewo t/,
takie ze kazdy wierzcholek u € dom(t), z etykiety a, ma w drzewie t' etykiete

(a, [[M“]]u)’ gdzie M, to term, z ktérego bylo generowane poddrzewo drzewa ¢

zaczynajace sie w wierzchotku u.

3 Definicje

3.1 Typ [q]

Niech a bedzie typem termu. W naszym ustalonym modelu, zbiér D[a] (czyli
zbior mozliwych wartosci termu typu «) jest skoriczony. Mozemy zatem upo-

rzadkowaé ten zbior:
Dlo] = {dy,...,d;}.



Wowczas definiujemy typ [a] jako
def f
[a] = 0"—0=0—0—...—0—0.
~—_—
k

Dla kazdego i € {1,...,k}, wartos¢ d; (typu D]a]) utozsamiamy z funkcja
Az AZ. - Azg.x; (typu [o]).

3.2 Konstrukcja case

Niech dany bedzie term M typu [«]. Niech dane beda tez termy My, ..., My,
kazdy typu B, gdzie 8 = f1— ... =>Bm—o.
Definiujemy:

B
(case Mlel {div Miﬁ}d Dl ]) def
€D

f
de )\ylﬁl.n- .)\yfnm.M(Mlyl v Ym) oo Miyr oo Ym) -

Jesli term M wylicza sie do d;, to term (caseM {d; ~ Mi}deD[a]) Ri... R,
wylicza sie do M; Ry ... R,, (za pomoca redukcji czolowych).!

3.3 Typy z kétkiem

4 Konstrukcja

Zaktadajac, ze
e K jest termem typu «,
e v jest warto$ciowaniem, ktore niektérym zmiennym (ale przynajmniej
wszystkim zmiennym wolnym termu K') przypisuje pewne warto$ci w mo-
delu (przy czym v(2?) € D[p]),
zdefiniujemy term (K), typu «®. Przypomnijmy, ze przy tych samych zatoze-
niach zdefiniowana jest wartosé [K]" € D[a]; zgodnie z podanym wyzej utoz-
samieniem traktujemy ja tutaj jako term typu [«a]. Definicja jest przez indukcje
po budowie termu:

a a\B® def a a . aya® anuy e
(M8 Ny B L (ppoBy@md)® (vaja® ([ye])lel |

[=9
=

L] e L]
<J,‘a>2l = z% , // Zmienna o tej samej nazwie, lecz innego typu.
a a\a® def
(Ya* M) =
® def
Az MPYa=B) =

Y.’I;a..<Ma>v[xaHHYz(x.Maﬂv] y
Az®

"yl case yl! {d~ <M>v[x“Hd]}deD[a] ’

o® def
v

(aN? ... N°) (a,[aNY ... N2J") (N9YO" ... (N2)o".

IRedukcja czolowa, oznaczana —>p,, to najbardziej zewnetrzna §/s-redukcja.



Lemat. Jesli M jest typu o oraz M —, M', to (M), —} (M'),.

Dowdd. Mamy dwa przypadki: M —, M’ to f-redukcja lub d-redukcja. Jesli
jest to B-redukcja, to M = (Az*.P)QRy ... R, i M' = P[Q/x] Ry ... Rp,.
Mamy wéwczas:

(M), = (Az. P)y (Q) [Q] (Ri)w [R]” ... (Run)o [Rin]" =
= (A xy. casey {d~ (Phupsa beppa) (@) [QT"
(R1)y [R1]" ... (Rim)w [Rm]” —>;
— (Case [Q1° {d~ (<P>v[:m—>d][<Q>v/x])}d€D[a})
(R1)y [R1]" ... (Rm)w [Rm]" —7,
3 (P) oo @1 [(@)o/2] (R1)o [RA" - (Run)o [Run]”
£ (PIQ/2))o (Ri)u [Ra]" .. (Rm)o [Rin]" = (M), .
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Roéwnosé ,,; wynika z nastepujacego podlematu.

Lemat. Dla kazdych terméw P,Q oraz wartoSciowania v, zachodzi réwno$é:
(Pl [(Q)v/x] = (P[Q/x])0

gdzie v/ = v[z — [Q]"].

Dowdd. Przez prosta indukcje po rozmiarze termu. O

Rozwazmy teraz przypadek d-redukeji, kiedy M = (Yz.P)Ry ... Ry, i M’ =
PlYz.P/z|R; ... R,,. Mamy wowczas:

(Yo.P)y = Y2 AP)ylws[va.P]"] —n
—h (P)ofes [ve. ) Y2 AP) vfos [y P17 /7] =
= (Pl tva.p1[(Y.P)o /o] =
Z (P[Yz.P/a]), .
Poniewaz (M), = (Yz.P), (R1), [R1]" ... (Rm)v [Rm]" i podobnie dla M’,
/

dostajemy (M), —, (M’),. Rownos¢ < uzyskujemy z podlematu z poprzed-
niego przypadku. O

Powyzszy lemat moze zostaé uzyty do pokazania, ze jesli:
a
Moo= /N
M, - My

to:
(a,Ja My ... My])

A AAN AN

(M), e (Mp)o

a takze, ze jesli z M mozna w nieskoniczono$é¢ wykonywaé redukcje czotowe bez
dojscia do konstruktora drzewa, to tak samo mozna robi¢ z (M),. Oznacza to
poprawno$¢ konstrukcji.



5 Omega

Powyzsza konstrukcja dopisuje warto§é termu w modelu do etykiet innych niz
w, natomiast symbole w pozostawia bez zmian. Mozna to poprawi¢ tak, aby
zamiast symbolu w réwniez pojawiala sie para (w, [M,]). Da sie to zrobi¢ przy
zalozeniu, ze mamy jaki§ X C D[o] taki, ze [M] € X wtedy i tylko wtedy, gdy
M generuje w. Wowczas definiujemy:

(M), def (w, [M]") gdy M ma typ o oraz [M°]" € X,

natomiast gdy M jest typu innego niz o lub gdy [M°]" € X, term (M), definiu-
jemy jak poprzednio. Latwo zobaczyé¢, ze jesli w jakim§ poddrzewie pojawi sie
term generujacy omege (nie wyliczajacy sie do niczego), to wpadamy w nowy
przypadek od razu wypisujac symbol (w, [M]").

Skomentujmy zalozenie o istnieniu zbioru X ,wykrywajacego omege”. Jesli
rozwazamy model odpowiadajacy automatowi z trywialnym warunkiem akcep-
tacji, to do automatu wystarczy doda¢ nowy stan q,, z ktorego jest jedynie przej-
Scie po literze w. Woéwczas jedyne drzewo akceptowane ze stanu g, to drzewo
majace w w korzeniu. Zatem jako X mozemy wziaé zbior tych zbioréw stanéw
P, 7e q, € P; taki X spelnia warunek, ze [M] € X wtedy i tylko wtedy, gdy
M generuje w.

Zauwazmy, ze powyzsza konstrukcje mozemy uzyé do nastepujacego zadania:
dany term M generujacy drzewo ¢ przeksztalcié w term M’ generujacy drzewo
t' powstale z t poprzez zamiane wszystkich etykiet w na Q (chodzi o to, aby nie
bylo podterméw nie wyliczajacych sie do niczego i z tego powodu generujacych
w; zamiast nich ma by¢ po prostu wypisywanie symbolu 2). To prosta adaptacja
naszej konstrukcji: nie wypisujemy wartosci w modelu, a jedynie w przypadku
omegi wypisujemy €.



