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1 Postawienie problemu

Dane s¡:

1. λY -term M , który:

• jest zamkni¦ty,

• jest typu o,

• generuje drzewo t;

2. automat A.

Chcemy uzyska¢ wzbogacony term M ′, generuj¡cy drzewo t′ takie, »e:

• ka»dy wierzchoªek t′ ma etykiet¦ ze zbioru Σ×P(Q) (gdzie P(Q) oznacza
wszystkie podzbiory zbioru stanów automatu A);

• ka»dy wierzchoªek u ∈ dom(t), z etykiet¡ a, ma w drzewie t′ etykiet¦
(a,Qu), gdzie Qu to zbiór stanów, z których mo»na zaakceptowa¢ pod-
drzewo drzewa t zaczynaj¡ce si¦ w wierzchoªku u.

2 Re�eksja

Powy»szy problem mo»na zapisa¢ ogólniej. Zamiast automatu, dany jest sko«-
czony model µ rachunku λY . Chcemy uzyska¢ term M ′, generuj¡cy drzewo t′,
takie »e ka»dy wierzchoªek u ∈ dom(t), z etykiet¡ a, ma w drzewie t′ etykiet¦(
a, JMuKµ

)
, gdzie Mu to term, z którego byªo generowane poddrzewo drzewa t

zaczynaj¡ce si¦ w wierzchoªku u.

3 De�nicje

3.1 Typ [α]

Niech α b¦dzie typem termu. W naszym ustalonym modelu, zbiór D[α] (czyli
zbiór mo»liwych warto±ci termu typu α) jest sko«czony. Mo»emy zatem upo-
rz¡dkowa¢ ten zbiór:

D[α] = {d1, . . . , dk} .
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Wówczas de�niujemy typ [α] jako

[α]
def
= ok→o = o→o→ . . .→o→︸ ︷︷ ︸

k

o.

Dla ka»dego i ∈ {1, . . . , k}, warto±¢ di (typu D[α]) uto»samiamy z funkcj¡
λx1.λx2. · · · .λxk.xi (typu [α]).

3.2 Konstrukcja case

Niech dany b¦dzie term M typu [α]. Niech dane b¦d¡ te» termy M1, . . . ,Mk,
ka»dy typu β, gdzie β = β1→ . . .→βm→o.

De�niujemy:(
caseM [α]

{
di ; Mβ

i

}
di∈D[α]

)β
def
=

def
= λyβ1

1 . · · · .λyβmm .M (M1 y1 . . . ym) . . . (Mk y1 . . . ym) .

Je±li term M wylicza si¦ do di, to term
(
caseM {di ; Mi}d∈D[α]

)
R1 . . . Rm

wylicza si¦ do MiR1 . . . Rm (za pomoc¡ redukcji czoªowych).1

3.3 Typy z kóªkiem

o•
def
= o

(α→β)
• def

= α•→[α]→β•

4 Konstrukcja

Zakªadaj¡c, »e

• K jest termem typu α,

• v jest warto±ciowaniem, które niektórym zmiennym (ale przynajmniej
wszystkim zmiennym wolnym termu K) przypisuje pewne warto±ci w mo-
delu (przy czym v(xβ) ∈ D[β]),

zde�niujemy term 〈K〉v typu α•. Przypomnijmy, »e przy tych samych zaªo»e-
niach zde�niowana jest warto±¢ JKKv ∈ D[α]; zgodnie z podanym wy»ej uto»-
samieniem traktujemy j¡ tutaj jako term typu [α]. De�nicja jest przez indukcj¦
po budowie termu:

〈Mα→β Nα〉β
•

v
def
= 〈Mα→β〉(α→β)

•

v 〈Nα〉α
•

v (JNαKv)[α] ,

〈xα〉α
•

v
def
= xα

•
, // Zmienna o tej samej nazwie, lecz innego typu.

〈Y xα.Mα〉α
•

v
def
= Y xα

•
.〈Mα〉v[xα 7→JY xα.MαKv] ,

〈λxα.Mβ〉(α→β)
•

v
def
= λxα

•
.λy[α].case y[α]

{
d ; 〈M〉v[xα 7→d]

}
d∈D[α]

,

〈aNo
1 . . . N

o
r 〉o
•

v
def
= (a, JaNo

1 . . . N
o
r Kv) 〈No

1 〉o
•

v . . . 〈No
r 〉o
•

v .

1Redukcja czoªowa, oznaczana −→h, to najbardziej zewn¦trzna β/δ-redukcja.
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Lemat. Je±li M jest typu o oraz M −→h M
′, to 〈M〉v −→+

h 〈M ′〉v.
Dowód. Mamy dwa przypadki: M −→h M

′ to β-redukcja lub δ-redukcja. Je±li
jest to β-redukcja, to M = (λxα. P )QR1 . . . Rm i M ′ = P [Q/x]R1 . . . Rm.
Mamy wówczas:

〈M〉v = 〈λx. P 〉v 〈Q〉v JQKv 〈R1〉v JR1K
v
. . . 〈Rm〉v JRmKv =

=
(
λx. λy. case y

{
d ; 〈P 〉v[x 7→d]

}
d∈D[α]

)
〈Q〉v JQKv

〈R1〉v JR1K
v
. . . 〈Rm〉v JRmKv −→+

h

−→+
h

(
case JQKv

{
d ;

(
〈P 〉v[x 7→d][〈Q〉v/x]

)}
d∈D[α]

)
〈R1〉v JR1K

v
. . . 〈Rm〉v JRmKv −→∗h

−→∗h 〈P 〉v[x7→JQKv][〈Q〉v/x] 〈R1〉v JR1K
v
. . . 〈Rm〉v JRmKv ?

=

?
= 〈P [Q/x]〉v 〈R1〉v JR1K

v
. . . 〈Rm〉v JRmKv = 〈M ′〉v .

Równo±¢ �
?
=� wynika z nast¦puj¡cego podlematu.

Lemat. Dla ka»dych termów P,Q oraz warto±ciowania v, zachodzi równo±¢:

〈P 〉v′ [〈Q〉v/x] = 〈P [Q/x]〉v
gdzie v′ = v[x 7→ JQKv].

Dowód. Przez prost¡ indukcj¦ po rozmiarze termu.

Rozwa»my teraz przypadek δ-redukcji, kiedyM = (Y x.P )R1 . . . Rm iM ′ =
P [Y x.P/x]R1 . . . Rm. Mamy wówczas:

〈Y x.P 〉v = Y x.〈P 〉v[x7→JY x.P Kv] −→h

−→h 〈P 〉v[x 7→JY x.P Kv ][Y x.〈P 〉v[x 7→JY x.P Kv]/x] =

= 〈P 〉v[x 7→JY x.P Kv][〈Y x.P 〉v/x]
?
=

?
= 〈P [Y x.P/x]〉v .

Poniewa» 〈M〉v = 〈Y x.P 〉v 〈R1〉v JR1K
v
. . . 〈Rm〉v JRmKv i podobnie dla M ′,

dostajemy 〈M〉v −→h 〈M ′〉v. Równo±¢
?
= uzyskujemy z podlematu z poprzed-

niego przypadku.

Powy»szy lemat mo»e zosta¢ u»yty do pokazania, »e je±li:

M −→∗h
a

M1
. . . Mk

to:

〈M〉v −→∗h 〈
a

M1
. . . Mk

〉v =

(a, JaM1 . . . MkK)

〈M1〉v . . . 〈Mk〉v

a tak»e, »e je±li z M mo»na w niesko«czono±¢ wykonywa¢ redukcje czoªowe bez
doj±cia do konstruktora drzewa, to tak samo mo»na robi¢ z 〈M〉v. Oznacza to
poprawno±¢ konstrukcji.
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5 Omega

Powy»sza konstrukcja dopisuje warto±¢ termu w modelu do etykiet innych ni»
ω, natomiast symbole ω pozostawia bez zmian. Mo»na to poprawi¢ tak, aby
zamiast symbolu ω równie» pojawiaªa si¦ para (ω, JMuK). Da si¦ to zrobi¢ przy
zaªo»eniu, »e mamy jaki± X ⊆ D[o] taki, »e JMK ∈ X wtedy i tylko wtedy, gdy
M generuje ω. Wówczas de�niujemy:

〈M〉v
def
= (ω, JMKv) gdy M ma typ o oraz JMoKv ∈ X,

natomiast gdyM jest typu innego ni» o lub gdy JMoKv 6∈ X, term 〈M〉v de�niu-
jemy jak poprzednio. �atwo zobaczy¢, »e je±li w jakim± poddrzewie pojawi si¦
term generuj¡cy omeg¦ (nie wyliczaj¡cy si¦ do niczego), to wpadamy w nowy
przypadek od razu wypisuj¡c symbol (ω, JMKv).

Skomentujmy zaªo»enie o istnieniu zbioru X �wykrywaj¡cego omeg¦�. Je±li
rozwa»amy model odpowiadaj¡cy automatowi z trywialnym warunkiem akcep-
tacji, to do automatu wystarczy doda¢ nowy stan qω, z którego jest jedynie przej-
±cie po literze ω. Wówczas jedyne drzewo akceptowane ze stanu qω to drzewo
maj¡ce ω w korzeniu. Zatem jako X mo»emy wzi¡¢ zbiór tych zbiorów stanów
P , »e qω ∈ P ; taki X speªnia warunek, »e JMK ∈ X wtedy i tylko wtedy, gdy
M generuje ω.

Zauwa»my, »e powy»sz¡ konstrukcj¦ mo»emy u»y¢ do nast¦puj¡cego zadania:
dany term M generuj¡cy drzewo t przeksztaªci¢ w term M ′ generuj¡cy drzewo
t′ powstaªe z t poprzez zamian¦ wszystkich etykiet ω na Ω (chodzi o to, aby nie
byªo podtermów nie wyliczaj¡cych si¦ do niczego i z tego powodu generuj¡cych
ω; zamiast nich ma by¢ po prostu wypisywanie symbolu Ω). To prosta adaptacja
naszej konstrukcji: nie wypisujemy warto±ci w modelu, a jedynie w przypadku
omegi wypisujemy Ω.
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