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Testowanie wªasno±ci drzew generowanych przez termy rachunku λY

Celem niniejszego wykªadu jest przedstawienie algorytmu rozstrzygaj¡cego nast¦puj¡cy problem: dany jest zamkni¦ty
λY -term K typu o oraz jaka± wªasno±¢ drzew ϕ; stwierdzi¢, czy drzewo generowane przez K speªnia wªasno±¢ ϕ.
Wªasno±¢ ϕ jest zwykle zadana za pomoc¡ formuªy odpowiedniej logiki, b¡d¹ za pomoc¡ automatu wczytuj¡cego
drzewa niesko«czone; my skoncentrujemy si¦ na tej drugiej opcji.

Automaty z trywialnym warunkiem akceptacji

Powy»szy problem jest rozstrzygalny, gdy wªasno±¢ ϕ opisuje nale»enie do dowolnego j¦zyka regularnego. My jednak
skupimy si¦ na nieco bardziej ograniczonej klasie wªasno±ci, opisywanej przez tzw. automaty z trywialnym warunkiem
akceptacji, które dodatkowo ignoruj¡ wyst¦powanie symbolu ω.

Niedeterministycznym automatem z trywialnym warunkiem akceptacji nazwiemy krotk¦ A = (Σ, Q, F, δ), gdzie Σ
to alfabet wej±ciowy (faktycznie automat b¦dzie czytaª drzewa nad alfabetem Σ ∪ {ω}), Q to zbiór stanów, F ⊆ Q
to zbiór stanów akceptuj¡cych (dozwolonych w korzeniu drzewa) oraz δ : Q × (Σ ∪ {ω}) →

⋃∞
r=0 P(Qr) to funkcja

przej±cia speªniaj¡ca warunek δ(q, a) ∈ P(Qrank(a)). Dla etykiety a o randzie k warto±¢ funkcji przej±cia δ(q, a) to
zbiór k-krotek stanów � s¡ to stany, które mog¡ znale¹¢ si¦ w dzieciach rozwa»anego wierzchoªka.

Biegiem automatu A na drzewie t nazwiemy funkcj¦ przypisuj¡c¡ wierzchoªkom drzewa t stany automatu A uwzgl¦d-
niaj¡c¡ w ka»dym wierzchoªku funkcj¦ przej±cia: je±li wierzchoªkowi o etykiecie a przypisujemy stan q, a jego dzieciom
stany q1, . . . , qk, to (q1, . . . , qk) ∈ δ(q, a). Bieg jest akceptuj¡cy je±li stan przypisany korzeniowi drzewa pochodzi ze
zbioru F . Drzewo jest akceptowane przez automat, je±li istnieje bieg akceptuj¡cy.

W szczególnym przypadku etykiety a o randze 0 (umieszczanej w li±ciach) mamy dwie mo»liwo±ci: δ(q, a) = {()}
(zbiór zawieraj¡cy 0-krotk¦) lub δ(q, a) = ∅ (zbiór pusty). Pierwsza z nich oznacza, »e stan q mo»e by¢ umieszczony w
li±ciu o etykiecie a, druga � »e nie mo»e. Dla zwi¦kszenia czytelno±ci b¦dziemy w tym kontek±cie oznacza¢ {()} przez
true, a ∅ przez false. W ten sposób okre±lamy jakie stany mog¡ znale¹¢ si¦ w li±ciach. Jednocze±nie nie mamy »adnego
wymagania odno±nie ukªadu stanów na ±cie»kach niesko«czonych � to stanowi sªabo±¢ naszych automatów.

Przypomnijmy, »e je±li λY -term jest rozbie»ny (nie redukuje si¦ do termu postaci aN1 . . . Nm), to w drzewie
generowanym przez ten term umieszczamy symbol ω. Chcemy si¦ ograniczy¢ do automatów nie b¦d¡cych w stanie
wykry¢ czy drzewo jest zako«czone symbolem ω, czy ci¡gnie si¦ dalej. Zakªadamy wi¦c, »e wszystkie nasze automaty
speªniaj¡ nast¦puj¡c¡ wªasno±¢: dla ka»dego stanu q zachodzi δ(q, ω) = true.

Przykªad. Rozwa»my j¦zyk drzew (nad ustalonym alfabetem Σ), które nie zawieraj¡ litery b. Aby rozpozna¢ ten
j¦zyk, wystarczy automat z jednym stanem. Stan ten jest oczywi±cie akceptuj¡cy. De�niujemy δ(q, b) = ∅ oraz
δ(q, a) = {(q, . . . , q)} dla ka»dego a 6= b (gdzie dªugo±¢ krotki (q, . . . , q) to ranga litery a).

Przykªad. Rozwa»my dopeªnienie powy»szego j¦zyka � zbiór drzew, które zawieraj¡ liter¦ b. Mo»na dowie±¢ (¢wicze-
nie), »e j¦zyka tego nie da si¦ rozpozna¢ za pomoc¡ automatu z trywialnym warunkiem akceptacji. Jest to niemo»liwe
nawet w sytuacji, gdy ograniczamy si¦ do drzew nie zawieraj¡cych symbolu ω. Zauwa»my jednak, »e je±li chcemy
stwierdzi¢, czy drzewo generowane przez dany λY -term zawiera symbol b, nie musimy tworzy¢ automatu dla j¦zyka
�istnieje b�: równie dobrze mo»na u»y¢ automat dla j¦zyka �nie istnieje b�, zbudowany w poprzednim przykªadzie.

Przykªad. Niech L b¦dzie j¦zykiem regularnym sªów sko«czonych. Wówczas mo»emy stworzy¢ automat z trywialnym
warunkiem akceptacji sprawdzaj¡cy, czy ka»da sko«czona ±cie»ka drzewa (nie ko«cz¡ca si¦ symbolem ω) nale»y do L
(¢wiczenie).

Modele � ogólnie

Problem wspomniany na wst¦pie (sprawdzenie, czy drzewo generowane przez dany λY -term jest akceptowane przez
dany automat) rozwi¡zano na wiele sposobów. Omówimy tutaj rozwi¡zanie polegaj¡ce na skonstruowaniu odpo-
wiedniego modelu dla rachunku λY . Zanim przyst¡pimy do opisu tego rozwi¡zania, podamy par¦ ogólnych de�nicji
zwi¡zanych z modelami.

Struktur¡ aplikatywn¡ nazwiemy kolekcj¦ zbiorów D[α] dla ka»dego typu α, wyposa»on¡ w operacj¦ skªadania,
która dla dowolnych σ ∈ D[α→β] i τ ∈ D[α] daje (σ τ) ∈ D[β]. Powiemy, »e struktura aplikatywna jest ekstensjonalna
je±li w »adnym D[α→β] nie ma dwóch ró»nych elementów opisuj¡cych t¦ sam¡ funkcj¦ z D[α] w D[β]; formalnie, dla
dowolnych typów α, β i dowolnych σ1, σ2 ∈ D[α→β], je±li σ1 τ = σ2 τ dla ka»dego τ ∈ D[α], to σ1 = σ2. W dalszych
rozwa»aniach mówi¡c o strukturze aplikatywnej mamy na my±li wyª¡cznie struktur¦ ekstensjonaln¡ (modele mo»na
budowa¢ równie» na bazie struktur, które nie s¡ ekstensjonalne; jednak, aby je uwzgl¦dni¢, poni»sze de�nicje i lematy
wymagaªyby wprowadzenia dodatkowych szczegóªów).
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Celem modelu jest interpretacja ka»dego λY -termu K w pewnej konkretnej (ekstensjonalnej) strukturze aplika-
tywnej. Poniewa» mamy w termach zmienne wolne, interpretacja termu zale»e¢ b¦dzie dodatkowo od warto±cio-
wania przypisuj¡cego zmiennym wolnym pewne elementy struktury aplikatywnej. Konkretnie, D-warto±ciowaniem

nazwiemy funkcj¦ cz¦±ciow¡ v, id¡c¡ w struktur¦ aplikatywn¡, przy czym v(xα) ∈ D[α]. Interpretacj¦ termu M , przy
D-warto±ciowaniu v okre±lonym przynajmniej na zmiennych wolnych termu M , oznaczymy JMKv. Oczywi±cie typy
musz¡ by¢ zachowane, czyli je±li M jest typu α, to JMKv ∈ D[α]. Tak¡ interpretacj¦ nazwiemy modelem je±li speªnia
nast¦puj¡ce warunki (dla dowolnych termów odpowiednich typów, itp.):

• JxKv = v(x),

• JKMKv = JKKv JMKv,

• Jλxα.KKv σ = JKKv[x 7→σ] (gdzie σ ∈ D[α]),

• JaK1 . . . KrKv = fa(JK1Kv, . . . , JKrKv) dla pewnej funkcji fa : (D[o])rank(a) → D[o],

• JY xα.KKv = FαY (Jλx.KKv) dla pewnej funkcji FαY : D[α→α]→ D[α] takiej, »e σ FαY (σ) = FαY (σ).

Poniewa» rozwa»amy wyª¡cznie struktury ekstensjonalne, warunek trzeci na powy»szej li±cie okre±la jednoznacznie
czym jest Jλxα.KKv na postawie JKKv[x7→σ] dla ró»nych σ ∈ D[α]. Swoboda w okre±leniu interpretacji pozostaje wi¦c
jedynie w wyborze funkcji fa i FαY . Warunek na funkcj¦ FαY mówi po prostu, »e JY xα.KKv ∈ D[α] ma by¢ pewnym
punktem staªym funkcji z D[α] do D[α] opisanej przez Jλx.KKv.

Zauwa»my, »e je±li warto±ciowania v i w s¡ równe na wszystkich zmiennych wolnych termu M , to JMKv = JMKw.
�atwo mo»na tego dowie±¢ przez indukcj¦ po budowie termuM (dla termu postaci λx.K korzystamy z ekstensjonalno-
±ci). W szczególno±ci oznacza to, »e dla termów bez zmiennych wolnych warto±ciowanie nie ma znaczenia; dla takich
termów b¦dziemy czasem pisa¢ JMK zamiast JMKv, pomijaj¡c warto±ciowanie v.

Lemat. Dla dowolnych termów zachodzi JM [N/x]Kv = JMKv[x 7→JNKv ].

Dowód. Indukcja po budowie termuM . W wi¦kszo±¢ przypadków korzystamy po prostu z zaªo»enia indukcyjnego; dla
M = λx.K dodatkowo z ekstensjonalno±ci. W przypadku bazowym M = x mamy

Jx[N/x]Kv = JNKv = v[x 7→ JNKv](x) = JxKv[x 7→JNKv ] .

Lemat. Je±li termy M i N s¡ βδ-równowa»ne, to JMKv = JNKv.

Dowód. Wystarczy rozwa»a¢ przypadek pojedynczej redukcji, odbywaj¡cej si¦ caªkowicie na zewn¡trz termu. Je±li
M = (λx.K)L i N = K[L/x] to

J(λx.K)LKv = Jλx.KKv JLKv = JKKv[x 7→JLKv] = JK[L/x]Kv .

Tutaj (jak równie» poni»ej) dwie pierwsze równo±ci wynikaj¡ z de�nicji modelu, a trzecia z poprzedniego lematu.
Podobnie dla M = Y x.K i N = K[Y x.K/x] mamy

JY x.KKv = Jλx.KKv JY x.KKv = JKKv[x7→JY x.KKv ] = JK[Y x.K/x]Kv .

Kraty i najwi¦ksze punkty staªe

Zbiór sko«czony wyposa»ony w porz¡dek cz¦±ciowy nazwiemy krat¡, je±li istnieje w nim element najmniejszy i najwi¦k-
szy.1 Dla dwóch krat sko«czonych A i B przez Mon(A,B) oznaczmy zbiór funkcji monotonicznych z A w B. Funkcje
te porz¡dkujemy po wspóªrz¦dnych: f ≤ g je±li f(x) ≤ g(x) dla ka»dego x ∈ A. Widzimy, »e Mon(A,B) z tym porz¡d-
kiem jest krat¡ (element najmniejszy/najwi¦kszy to funkcja mapuj¡ca ka»dy element A na najmniejszy/najwi¦kszy
element B).

Lemat. Dla dowolnej kraty sko«czonej A, ka»da funkcja f ∈ Mon(A,A) ma najwi¦kszy punkt staªy.

Dowód. Niech a0 ∈ A b¦dzie elementem najwi¦kszym. Iterujemy: ai+1 = f(ai). Poniewa» a1 ≤ a0 (bo a0 jest
najwi¦kszy), przez indukcj¦ dostajemy z monotoniczno±ci ai+2 = f(ai+1) ≤ f(ai) = ai+1. Nasza krata jest sko«czona,
wi¦c po pewnym czasie (po najwy»ej |A| krokach) ten ci¡g nierosn¡cy stabilizuje si¦: dla pewnego n mamy an+1 =
f(an) = an. Element an jest punktem staªym funkcji f .

W dodatku jest on najwi¦kszym punktem staªym. Rozwa»my bowiem dowolny inny punkt staªy x, tzn. f(x) = x.
Poniewa» x ≤ a0, to przez indukcj¦ dostajemy z monotoniczno±ci x = f(x) ≤ f(ai) = ai+1. W szczególno±ci
x ≤ an.

Najwi¦kszy punkt staªy funkcji f oznaczmy przez GFP(f). Jak wida¢ z powy»szego dowodu, mo»emy go obliczy¢
n-krotnie aplikuj¡c funkcj¦ f do elementu najwi¦kszego, dla dowolnego n ≥ |A|.

1Dla zbiorów niesko«czonych de�nicja kraty jest bardziej skomplikowana.
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Modele dla automatów

Niech A = (Σ, Q, F, δ) b¦dzie niedeterministycznym automatem z trywialnym warunkiem akceptacji ignoruj¡cym
omeg¦ (czyli takim, »e δ(q, ω) = true zachodzi dla ka»dego stanu q). Zde�niujemy model taki, »e patrz¡c na interpretacj¦
zamkni¦tego termu typu o b¦dziemy w stanie stwierdzi¢, czy drzewo generowane przez ten term jest akceptowane przez
A.

Nasz¡ struktur¦ aplikatywn¡ de�niujemy przez indukcj¦ po typie w nast¦puj¡cy sposób: D[o] = P(Q) oraz
D[α→β] = Mon(D[α], D[β]), przy czym porz¡dek na P(Q) to ⊆ (zawieranie si¦ zbiorów). Interpretacj¦ termów
de�niujemy przez indukcj¦ po ich budowie. Bierzemy JY x.KKv = GFP(Jλx.KKv) oraz

JaK1 . . . KrKv = {q | δ(q, a) ∩ (JK1Kv × · · · × JKrKv) 6= ∅} .

Innymi sªowy, JaK1 . . . KrKv zawiera te stany q, »e po wczytaniu litery a nasz automat mo»e przej±¢ do krotki stanów
(q1, . . . , qr) takiej, »e qi ∈ JKiKv dla i ∈ {1, . . . , r}. Dla termów innej postaci post¦pujemy w jedyny sposób dozwolony
przez de�nicj¦ modelu. Aby stwierdzi¢, »e Jλx.KKv zde�niowany w ten sposób jest faktycznie funkcj¡ monotoniczn¡
(czyli w ogóle nale»y do naszej struktury aplikatywnej) musimy wiedzie¢, »e JKKv[x7→σ] ≤ JKKv[x 7→τ ] dla σ ≤ τ . Jest
to prosta indukcja po budowie termu K.

Twierdzenie. Dla zde�niowanego powy»ej modelu oraz dla zamkni¦tego termu M typu o, generuj¡cego drzewo t,
zachodzi równowa»no±¢: JMK ∩ F 6= ∅ wtedy i tylko wtedy, gdy t jest akceptowane przez A.

W pozostaªej cz¦±ci wykªadu skupimy si¦ na dowodzie powy»szego twierdzenia. Dowód implikacji z lewej w praw¡
jest prosty. B¦dziemy dowodzi¢ silniejsz¡ wªasno±¢: dla ka»dego q ∈ JMK skonstruujemy bieg A na t maj¡cy q w
korzeniu (implikuje to tez¦ lematu, gdy we¹miemy q ∈ JMK ∩ F ). Je±li w korzeniu t jest ω, to oczywi±cie taki
bieg istnieje, bo δ(q, ω) = true. W przeciwnym przypadku mamy M →∗βδ aM1 . . . Mr. Udowodnili±my jednak, »e
redukcje nie zmieniaj¡ warto±ci w modelu, zatem q ∈ JaM1 . . . MrK = JMK. Z de�nicji JaM1 . . . MrK wynika, »e
δ(q, a) ∩ (JM1K × · · · × JMrK) 6= ∅, czyli »e istniej¡ stany (q1, . . . , qr) ∈ δ(q, a) takie, »e qi ∈ JMiK dla i ∈ {1, . . . , r}.
Post¦puj¡c w ten sam sposób dla qi i poddrzewa generowanego przezMi dostajemy dalszy ci¡g biegu. Po niesko«czenie
wielu takich krokach (w granicy) dostajemy etykietowanie caªego drzewa stanami. Jest ono poprawnym biegiem, gdy»
dla automatów z trywialnym warunkiem akceptacji musimy jedynie zadba¢ lokalnie o zachowanie funkcji przej±cia; nie
ma »adnego warunku akceptacji na ±cie»kach niesko«czonych.

Dowód w drug¡ stron¦ jest nieco trudniejszy, potrzebne jest kilka kroków. Na pocz¡tku rozwa»ymy termy bez
operatora rekurencji.

Lemat. Niech M b¦dzie zamkni¦tym termem typu o, generuj¡cym drzewo t. Je±li w M nie pojawia si¦ operator

rekurencji Y oraz istnieje bieg A na t maj¡cy q w korzeniu, to q ∈ JMK.

Dowód. Kluczowy jest fakt, »e t jest sko«czone, mo»emy wi¦c przeprowadzi¢ indukcj¦ po jego wysoko±ci (natomiast
w ogólnym przypadku, dla niesko«czonego drzewa t, nie ma po czym przeprowadzi¢ indukcji). Term M redukuje
si¦ do aM1 . . . Mr (poniewa» M nie zawiera operatora Y , odpada nam mo»liwo±¢, »e M nie redukuje si¦ do termu
tej postaci), gdzie a jest etykiet¡ korzenia t, natomiast termy M1, . . . ,Mr generuj¡ poddrzewa t1, . . . , tr drzewa t
rozpoczynaj¡ce si¦ w dzieciach korzenia. Niech q1, . . . , qr b¦d¡ stanami przypisanymi dzieciom korzenia. Wówczas z
zaªo»enia indukcyjnego dla ti (fragment biegu na t jest biegiem na ti) dostajemy qi ∈ JMiK dla i ∈ {1, . . . , r}. Mamy
(q1, . . . , qr) ∈ δ(q, a), czyli δ(q, a) ∩ (JM1K× · · · × JMrK) 6= ∅, co implikuje q ∈ JaM1 . . . MrK = JMK.

Pozostaje uogólni¢ powy»sze rozwa»anie do termów zawieraj¡cych operatory rekurencji Y . W tym celu rozwiniemy
ka»dy taki operator dostatecznie wiele razy, a nast¦pnie utniemy term. Dla dowolnego termu K i n ∈ N zde�niujemy
dwa termy: expn(K) i cutn(K). Pierwszy z nich powstaje przez n-krotne rozwini¦cie ka»dego operatora Y , nato-
miast w drugim dodatkowo �ko«czymy� rekurencj¦ po n-krotnym rozwini¦ciu wypisaniem omegi. Dla dowolnego typu
α = α1→ . . .→αk→o niech Ωα = λxα1

1 . · · · .λxαkk .ω. De�niujemy exploc
0 (Y x.K) = Y x.K oraz cutloc0 (Y xα.K) = Ωα.

Nast¦pnie ju» tak samo dla obu funkcji: dla f ∈ {exp, cut} bierzemy f loci+1(Y x.K) = K[f loci (Y x.K)/x] (przykªadowo
exploc

2 (Y x.K) = K[K[Y x.K/x]/x]). To byªo lokalnie dla najbardziej zewn¦trznego operatora Y , natomiast expi i cuti
maj¡ wykonywa¢ powy»sze przeksztaªcenie dla ka»dego operatora Y w termie, co de�niujemy przez indukcj¦ po jego
budowie, dla f ∈ {exp, cut} bior¡c:

fn(x) = x , fn(λx.K) = λx.fn(K) , fn(aK1 . . . Kr) = a f(K1) . . . f(Kr) .

fn(K L) = fn(K) fn(L) , fn(Y x.K) = f locn (Y x.fn(K)) ,

Widzimy, »e M →∗δ expn(M); w szczególno±ci term expn(M) generuje drzewo t (to samo co M). Nast¦pnie
zauwa»my, »e drzewo generowane przez cutn(M) ró»ni si¦ od t tylko tym, »e pewne poddrzewa t zostaªy zast¡pione

3



Automaty a rekurencja 22.11.2016

pojedynczymi wierzchoªkami etykietowanymi omeg¡. Intuicyjnie jest to jasne: cutn(M) ró»ni si¦ od expn(M) tylko
tylko tym, »e pewne podtermy zostaªy zast¡pione omeg¡. Spróbujmy uzasadni¢ to bardziej formalnie. Powiemy, »e
term L jest obci¦ciem termu K, je±li powstaje z K poprzez zamian¦ pewnych podtermów przez termy postaci Ωα (dla
odpowiednich typów α). W szczególno±ci cutn(M) jest obci¦ciem expn(M), nasza obserwacja wynika wi¦c z poni»szego
lematu.

Lemat. Niech M b¦dzie zamkni¦tym termem typu o generuj¡cym drzewo t, a N pewnym jego obci¦ciem. Wówczas

drzewo generowane przez N ró»ni si¦ od t tylko tym, »e pewne poddrzewa t zostaªy zast¡pione pojedynczymi wierzchoª-

kami etykietowanymi omeg¡.

Dowód. Zauwa»my najpierw, »e je±li L jest obci¦ciem K i nie jest postaci Ωα L1 . . . Lk oraz wykonanie czoªowej
redukcji z L prowadzi do L′, to wykonanie czoªowej redukcji z K prowadzi do takiego termu K ′, »e L′ jest jego
obci¦ciem (w K mamy po prostu ten sam czoªowy redeks, tylko nie jest on przyci¦ty).

Rozwa»amy trzy przypadki. Je±li N redukuje si¦ do termu postaci Ωα L1 . . . Lk, to term ten w k krokach redukuje
si¦ do symbolu ω, wi¦c teza zachodzi. Podobnie, je±li N nie redukuje si¦ do termu postaci aN1 . . . Nr, to w korzeniu
drzewa generowanego przez N jest ω i teza zachodzi. W przeciwnym przypadku N redukuje si¦ za pomoc¡ redukcji
czoªowych do termu postaci aN1 . . . Nr, bez przej±cia przez termy postaci Ωα L1 . . . Lk. Wówczas z powy»szej ob-
serwacji wiemy, »e M redukuje si¦ do pewnego M ′, którego obci¦ciem jest aN1 . . . Nr. Musi by¢ M ′ = aM1 . . . Mr,
gdzie Ni jest obci¦ciem Mi dla i ∈ {1, . . . , r}. Zatem korze« obu drzew ma t¦ sam¡ etykiet¦. Kontynuuj¡c dalej w ten
sam sposób dostajemy tez¦ lematu na coraz to gª¦bszych poziomach.

Skoro wi¦c drzewo t′ generowane przez cutn(M) powstaje z t poprzez zamian¦ pewnych poddrzew na omegi, to
bieg akceptuj¡cy A na t pozostaje poprawnym biegiem tak»e na t′ (po ograniczeniu go do tych wierzchoªków, które
faktycznie wyst¦puj¡ w t′). Niech q ∈ F b¦dzie stanem przypisanym korzeniowi w tym biegu. Widzimy, »e w termie
cutn(M) nie wyst¦puj¡ operatory Y , wi¦c z poprzedniego lematu dostajemy q ∈ Jcutn(M)K, czyli Jcutn(M)K ∩ F 6= ∅.

Powy»sze rozumowanie byªo prawdziwe dla dowolnych n. Pozostaje dowie±¢, »e dla wystarczaj¡co du»ych n zajdzie
Jcutn(M)K = JMK. Wynika to ªatwo (przez indukcj¦ po budowie termu M) z poni»szego lematu, je±li za n we¹miemy
liczb¦ wi¦ksz¡ ni» |D[α]| dla wszystkich α b¦d¡cych typami podtermów M .

Lemat. Je±li n ≥ |D[α]|, to Jcutlocn (Y xα.K)Kv = JY xα.KKv.

Dowód. Niech α = α1→ . . .→αk→o. Zobaczmy, »e JΩαKv = Jλxα1
1 . · · · .λxαkk .ωKv to funkcja mapuj¡ca swoje argumenty

σ1, . . . , σk na JωKv[x1 7→σ1,...,xk 7→σk] = {q | δ(q, ω) = true} = Q. Zatem JΩαKv jest elementem najwi¦kszym kraty D[α].
Z de�nicji JY xα.KKv to najwi¦kszy punkt staªy funkcji Jλxα.KKv. Jak zaobserwowali±my wcze±niej, najwi¦kszy

punkt staªy funkcji monotonicznej na kracie sko«czonej D[α] mo»emy obliczy¢ aplikuj¡c n-krotnie t¦ funkcj¦ do ele-
mentu najwi¦kszego kraty, dla dowolnego n ≥ |D[α]|. Mamy wi¦c:

JY xα.KKv = GFP(Jλxα.KKv) = Jλxα.KKv (. . . (Jλxα.KKv︸ ︷︷ ︸
n

JΩαKv) . . . ) = J(λxα.K) (. . . ((λxα.K)︸ ︷︷ ︸
n

Ωα) . . . )Kv .

Ten ostatni term redukuje si¦ (po wykonaniu n widocznych w nim redukcji) do cutlocn (Y xα.K). Mamy zatem
JY xα.KKv = Jcutlocn (Y xα.K)Kv.

Powy»sz¡ konstrukcj¦ modelu przeprowadzili±my dla automatu niedeterministycznego. �atwo mo»na j¡ uogólni¢ na
automaty alternuj¡ce: wystarczy poprawi¢ de�nicj¦ JaK1 . . . KrKv tak, aby uwzgl¦dniaªa funkcj¦ przej±cia automatu
alternuj¡cego zamiast niedeterministycznego (zbiory D[α] pozostaj¡ bez zmian, w szczególno±ci nadal D[o] = P(Q)).
Przy tym uogólnieniu zªo»ono±¢ algorytmu (obliczona poni»ej) nie zmieni si¦.

Zªo»ono±¢

Na koniec udowodnimy, »e je±li maksymalna zªo»ono±¢ wej±ciowego termu jest ustalona na n, to przedstawiony powy»ej
algorytm dziaªa w czasie n-krotnie wykªadniczym.

Trzeba w tym celu przede wszystkim oszacowa¢ rozmiar poszczególnych skªadowych modelu. Zde�niujmy rozmiar
|α| typu α jako:

|o| = 1 , |α→β| = |α|+ |β| ,

natomiast rozmiar |M | termu M jako:

|x| = 1 , |M N | = |M |+ |N |+ 1 , |λx.M | = |Y x.M | = 1 + |M | , |aN1 . . . Nr| = 2 + |N1|+ · · ·+ |Nr| .
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Niech exp0(k) = k oraz expn+1 = 2expn(k). Przez esize(D[α]) oznaczymy liczb¦ bitów potrzebnych do reprezentacji

elementów zbioru D[α]; mamy |D[α]| ≤ 2esize(D[α]). Ponadto, niech height(D[α]) b¦dzie najwi¦ksz¡ liczb¡ k, »e w D[α]
istnieje ci¡g zst¦puj¡cy dªugo±ci k + 1.

Udowodnimy przez indukcj¦ po |α|, »e max(esize(D[α]),height(D[α])) ≤ expord(α)(|α| · |Q|).
Rozwa»my najpierw α = o. Wówczas elementy D[α] to podzbiory Q. Mo»na je reprezentowa¢ za pomoc¡ |Q|

bitów. Ci¡g zst¦puj¡cy w D[α] zawiera coraz to mniejsze podzbiory Q (pod wzgl¦dem zawierania, a wi¦c tak»e
rozmiaru). Najwi¦kszy z tych podzbiorów ma |Q| elementów, wi¦c b¦dzie ich co najwy»ej |Q| + 1. Mamy wi¦c
faktycznie max(esize(D[α]),height(D[α])) ≤ |Q| = expord(α)(|α| · |Q|).

We¹my teraz typ postaci α→β. Elementy D[α→β] to funkcje (monotoniczne) z D[α] w D[β]. Mo»emy je re-
prezentowa¢ pami¦taj¡c dla ka»dego z |D[α]| elementów dziedziny jaka jest warto±¢ funkcji. Potrzebujemy zatem
|D[α]| · esize(D[β]) bitów. Podobnie jest ze zst¦puj¡cym ci¡giem funkcji: w ka»dym kolejnym kroku musimy zmniej-
szy¢ warto±¢ funkcji dla przynajmniej jednego argumentu. Mo»emy to zrobi¢ |D[α]| · height(D[β]) razy. Mamy wi¦c

esize(D[α→β]) ≤ |D[α]| · esize(D[β]) ≤ 2esize(D[α]) · esize(D[β]) ≤ 2expord(α)(|α|·|Q|) · expord(β)(|β| · |Q|) =

= expord(α)+1(|α| · |Q|) · expord(β)(|β| · |Q|) .

Przypomnijmy, »e ord(α) + 1 ≤ ord(α→β) oraz ord(β) ≤ ord(α→β). Poniewa» expn(k) ≤ expn+1(k) oraz expn(k) ·
expn(l) ≤ expn(k + l) dla n ≥ 1, dostajemy

esize(D[α→β]) ≤ expord(α→β)(|α| · |Q|) · expord(α→β)(|β| · |Q|)
≤ expord(α→β)(|α| · |Q|+ |β| · |Q|) = expord(α→β)(|α→β| · |Q|) .

Dokªadnie takie same wzory dostajemy przy szacowaniu height(D[α→β]).
Ustalmy term wej±ciowy M0 o zªo»ono±ci n ≥ 1. Niech z b¦dzie maksimum po wszystkich α b¦d¡cych typami

podtermów M0 z

• esize(D[α]) oraz height(D[α]),

• a je±li ord(α) ≤ n− 1, to dodatkowo z |D[α]|.

Z powy»szego wiemy, »e z jest (co najwy»ej) n-krotnie wykªadniczy wzgl¦dem |Q| i |M0|.
Udowodnimy teraz, »e je±li termM jest podtermemM0, to nasz algorytm liczy JMKv dla ustalonego warto±ciowania

v w czasie O(z|M |). DlaM = x jest to oczywiste: odczytujemy tylko z v element wielko±ci co najwy»ej z. DlaM = K L
liczymy JKKv i JLKv w czasie z|K|+ z|L|, a nast¦pnie odczytujemy warto±¢ funkcji JKKv dla argumentu JLKv. Odbywa
si¦ to w czasie z|K| + z|L| + z ≤ z|K| · z|L| · z = z|M |. Dla M = aN1 . . . Nr obliczamy JNiKv w czasie z|Ni|, dla
ka»dego i, po czym wykonujemy przej±cia automatu w czasie proporcjonalnym do |Q|r+1 ≤ zr+1. �¡cznie daje to czas
z|N1| + · · ·+ z|Nr| + zr+1 ≤ z|N1| · . . . · z|Nr| + z|M |−1 = 2 · z|M |−1 ≤ z|M |.

Niech teraz M = λx.K. Oznaczmy typ M przez α→β. Musimy obliczy¢ JKKv
′
dla |D[α]| ró»nych warto±ciowa«

v′. Zauwa»my, »e ord(α) < ord(α→β) ≤ n, czyli |D[α]| ≤ z z de�nicji z. Czas dziaªania jest wi¦c nie wi¦kszy ni»
z|K| · z = z|M |.

Na koniec rozwa»my przypadek M = Y xα.K. Nie chcemy wówczas liczy¢ caªej funkcji Jλx.KKv wyst¦puj¡cej w
de�nicji, gdy» mo»e ona by¢ zbyt du»a. Naszym celem jest policzenie jej najwi¦kszego punktu staªego. Powinni±my
wi¦c iterowa¢ t¦ funkcj¦, poczynaj¡c od elementu najwi¦kszego kraty D[α]. Aby obliczy¢ warto±¢ Jλx.KKv dla konkret-
nego argumentu σ musimy po prostu obliczy¢ JKKv[x 7→σ], co zajmuje nam czas z|K|. Iteracji wykonamy co najwy»ej
height(D[α]) ≤ z. Caªkowity czas dziaªania jest wi¦c nie wi¦kszy ni» z|K| · z = z|M |.

Podsumowuj¡c powy»sze rozumowanie, dostajemy czas dziaªania z|M0|. Widzimy, »e, podobnie jak samo z, jest to
liczba n-krotnie wykªadnicza wzgl¦dem |Q| i |M0| (o ile tylko n ≥ 1).

Dla n = 0 powy»sze szacowanie daje czas wykªadniczy i taki faktycznie jest czas dziaªania naszego algorytmu
(je±li zagnie»d»onych jest k operatorów Y , w ka»dym dochodzimy do punktu staªego pesymistycznie w Θ(|Q|) kro-
kach, co daje czas Θ(|Q|k)). Algorytm mo»na poprawi¢ tak, aby w tym przypadku dziaªaª mimo wszystko w czasie
wielomianowym, lecz nie b¦dziemy si¦ w to zagª¦bia¢.

Mo»na zauwa»y¢, »e n-krotnie wykªadnicza zªo»ono±¢ pozostaje nawet wtedy, gdy nasz automat ma jeden stan.

Przypadek o mniejszej zªo»ono±ci

Okazuje si¦ natomiast, »e zªo»ono±¢ mo»na zmniejszy¢ do (n − 1)-krotnie wykªadniczej w przypadku, gdy automat
(z trywialnym warunkiem akceptacji) jest deterministyczny z góry w dóª. Warunek ten oznacza, »e |δ(q, a)| ≤ 1 dla
ka»dego q i a.
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Rozwa»my term M (zamkni¦ty) typu α = ok→o, rz¦du 1. Taki term opisuje drzewo potencjalnie niesko«czone,
w którym jako li±cie mog¡ wyst¦powa¢ zmienne x1, . . . , xk (opisuj¡ce parametry). Podanie takiemu termowi k argu-
mentów (typu o, czyli drzew) powoduje ich podstawienie za wspomniane zmienne. Zastanówmy jak mo»e wygl¡da¢
warto±¢ takiego termu M w modelu. Zgodnie z de�nicj¡ jest to funkcja monotoniczna z (P(Q))k w P(Q), lecz nie
mo»e to by¢ dowolna funkcja. Je±li bowiem ustalimy stan w korzeniu naszego drzewa to (dzi¦ki determinizmowi auto-
matu) wyznaczy to nam konkretne stany, które musz¡ pojawi¢ si¦ w wierzchoªkach etykietowanych przez x1, . . . , xk.
Dokªadniej, uzyskane funkcje f speªniaj¡ dla ka»dego q ∈ Q warunek:

• zachodzi q 6∈ f(Q1, . . . , Qk) dla wszystkich Q1, . . . , Qk ⊆ Q (czyli nie da si¦ uzyska¢ q w korzeniu drzewa) lub

• istniej¡ zbiory P1, . . . , Pk takie, »e q ∈ f(Q1, . . . , Qk) wtedy i tylko wtedy, gdy P1 ⊆ Q1, . . . , Pk ⊆ Qk (zbiór Pi
to zbiór stanów przypisanych wierzchoªkom etykietowanym przez xi w sytuacji, gdy w korzeniu drzewa jest q).

Niech D′[ok→o] ⊆ D[ok→o] b¦dzie zbiorem funkcji powy»szej postaci. Ponadto pozostawiamy D′[o] = D[o] oraz
de�niujemy przez indukcj¦ D′[β→γ] = Mon(D′[β], D′[γ]) dla wszystkich typów β→γ rz¦du wi¦kszego ni» 1.

Model de�niujemy tymi samymi wzorami co poprzednio. Pomijamy dowód, »e warto±¢ JMKv b¦dzie faktycznie
elementem D′[α].

Pozostaje zobaczy¢, »e uzyskujemy szybszy algorytm. Zobaczmy, »e aby przechowa¢ funkcj¦ f ∈ D′[ok→o], musimy
dla ka»dego stanu q pami¦ta¢, czy w powy»szej alternatywie zachodzi przypadek pierwszy, czy drugi, a w drugim
przypadku musimy pami¦ta¢ zbiory stanów P1, . . . , Pk. Potrzebujemy na to esize(D′[ok→o]) = |Q| · (1 + k|Q|) bitów.
Mamy równie» height(D′[ok→o]) = |Q| · (1 + k|Q|), gdy» jedyny sposób, w jaki mo»emy pomniejszy¢ funkcj¦ f , to
zwi¦kszenie którego± ze zbiorów P1, . . . , Pk dla którego± ze stanów q, b¡d¹ przej±cie dla którego± stanu q z przypadku
drugiego do przypadku pierwszego.

Wielko±ci te s¡ wielomianowe wzgl¦dem |Q| oraz rozmiaru typu, a nie wykªadnicze, jak to byªo wcze±niej. W
efekcie zªo»ono±¢ caªego algorytmu zmniejsza si¦ do (n− 1)-krotnie wykªadniczej (przynajmniej dla n ≥ 2; pomijamy
przypadek n = 1, w którym wymagana jest dodatkowa ostro»no±¢).

Szczególnym przypadkiem automatu deterministycznego z góry w dóª jest automat sprawdzaj¡cy warunek bezpie-
cze«stwa (safety): drzewo nie zawiera wierzchoªka o etykiecie a. Aby rozpozna¢ ten warunek wystarczy automat o
jednym stanie.
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