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Tªumaczenie automatów CPDA na schematy rekurencyjne

Na tym wykªadzie podamy tªumaczenie domykaj¡ce nasze równowa»no±ci: poka»emy jak dla danego automatu CPDA
skonstruowa¢ równowa»ny schemat rekurencyjny.

Rozpoczniemy podaj¡c de�nicj¦ automatu CPDA (a wªa±ciwie jego stosu) wygodn¡ dla nas. Ustalmy liczb¦ m0,
b¦d¡c¡ rz¡dem automatu, oraz alfabet stosowy Γ. Stos rz¦du n (dla 1 ≤ n ≤ m0) to εn lub sn−1 : sn, gdzie sn−1
to niepusty (czyli ró»ny od εn−1) stos rz¦du n − 1, a sn to stos rz¦du n. Stos rz¦du 0 to krotka (a, s2, s3, . . . , sm0),
gdzie a ∈ Γ oraz si to stos rz¦du i, dla 2 ≤ i ≤ m0. W powy»szej de�nicji εn oznacza pusty stos, natomiast sn−1 : sn
oznacza stos powstaªy przez doªo»enie elementu sn−1 na szczyt stosu sn. Z kolei krotka (a, s2, s3, . . . , sm0

) oznacza, »e
symbolem stosowym jest a, natomiast efektem wykonania operacji collapsei b¦dzie zamiana najwy»szego stosu rz¦du
i na si. Napis s1 : s2 : s3 rozumiemy jako (s1 : s2) : s3 (lewostronna ª¡czno±¢).

Zobaczmy jak w tej notacji zapisuj¡ si¦ poszczególne operacje (gdzie 1 ≤ k ≤ m0 i 2 ≤ n ≤ m0):

pushb1((a, t2, . . . , tm0
) : s1 : · · · : sm0

) = (b, s2, . . . , sm0
) : ((a, t2, . . . , tm0

) : s1) : s2 : · · · : sm0
,

pushn((a, t2, . . . , tm0
) : s1 : · · · : sm0

) =

(a, t2, . . . , tm0
) : s1 : · · · : sn−1 : ((a, t2, . . . , tm0

) : s1 : · · · : sn) : sn+1 : · · · : sm0
,

popk((a, t2, . . . , tm0
) : s1 : · · · : sm0

) = sk : · · · : sm0
,

collapsen((a, t2, . . . , tm0
) : s1 : · · · : sm0

) = tn : sn+1 : · · · : sm0
.

Niech Q = {1, . . . , |Q|} b¦dzie zbiorem stanów automatu A rz¦du m0. Zanim przejdziemy dalej, wprowad¹my
nast¦puj¡c¡ notacj¦. Pisz¡c α|Q|→β mamy na my±li typ

α→ . . .→α→︸ ︷︷ ︸
|Q|

β .

Z kolei pisz¡c M 〈Ni | i ∈ Q〉 mamy na my±li aplikacj¦ M N1 . . . N|Q|. Oznaczymy te» przez ~xi ci¡g zmiennych
xi,1, . . . , xi,|Q| oraz analogicznie dla ~yi; w szczególno±ci M ~xi oznacza aplikacj¦ M xi,1 . . . xi,|Q|.

Zde�niujmy typy

αm0 = o, αi = α
|Q|
i+1→αi+1 dla 0 ≤ i < m0 .

Innymi sªowy, dla 0 ≤ i ≤ m0 mamy

αi = α
|Q|
i+1→ . . .→α|Q|m0

→o .

Dla ka»dego a ∈ Σ i q ∈ Q b¦dziemy mieli nieterminal Aa
q typu α

|Q|
2 → . . .→α|Q|m0→α0 oraz dla ka»dego n ∈

{1, . . . ,m0} � nieterminal Ωn typu αn.
Powiemy teraz, jak za pomoc¡ termu zbudowanego z nieterminali b¦dziemy reprezentowa¢ pary (q, s), gdzie q ∈ Q

oraz s jest stosem pewnego rz¦du n. Term [q, s] ma by¢ typu αn. De�niujemy [q, εn] = Ωn oraz

[q, (a, t2, . . . , tm0) : s1 : · · · : sn] = Aa
q 〈[p, t2] | p ∈ Q〉 . . . 〈[p, tm0 ] | p ∈ Q〉 〈[p, s1] | p ∈ Q〉 . . . 〈[p, sn] | p ∈ Q〉 .

Zde�niujemy teraz reguªy dla poszczególnych nieterminali. B¦d¡ one zale»aªy od przej±cia automatu dost¦pnego z
danej pary (p, a). Je±li (p, a)

ε−→A (q, pushb1), to

Aa
p ~y2 . . . ~ym0

~x1 . . . ~xm0
→ Ab

q ~x2 . . . ~xm0
〈Aa

r ~y2 . . . ~ym0
~x1 | r ∈ Q〉 ~x2 . . . ~xm0

.

Je±li (p, a)
ε−→A (q, pushn), to

Aa
p ~y2 . . . ~ym0 ~x1 . . . ~xm0 → Aa

q ~y2 . . . ~ym0 ~x1 . . . ~xn−1 〈Aa
r ~y2 . . . ~ym0 ~x1 . . . ~xn | r ∈ Q〉 ~xn+1 . . . ~xm0 .

Je±li (p, a)
ε−→A (q, popk), to

Aa
p ~y2 . . . ~ym0 ~x1 . . . ~xm0 → xk,q ~xk+1 . . . ~xm0 .

Je±li (p, a)
ε−→A (q, collapsen), to

Aa
p ~y2 . . . ~ym0

~x1 . . . ~xm0
→ yn,q ~xn+1 . . . ~xm0

.
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Je±li za± (p, a)
c−→A (q1, . . . , qrank(c)) jest przej±ciem wczytuj¡cym liter¦ c i zmieniaj¡cym stan, to

Aa
p ~y2 . . . ~ym0

~x1 . . . ~xm0
→ c (Aa

q1 ~y2 . . . ~ym0
~x1 . . . ~xm0

) . . . (Aa
qrank(c)

~y2 . . . ~ym0
~x1 . . . ~xm0

)

Nieterminal odpowiadaj¡cy pustemu stosowi powinien powodowa¢ zap¦tlenie:

Ωk ~xk+1 . . . ~xm0
→ Ωk ~xk+1 . . . ~xm0

.

�atwo zobaczy¢ dla ka»dego z powy»szych przypadków, »e je±li automat ma przej±cie z jakiej± kon�guracji (p, s)
do kon�guracji (q, s′), to term [p, s] redukuje si¦ w jednym kroku do [q, s′]. Zatem drzewo wygenerowane przez tak
zde�niowany schemat rekurencyjny b¦dzie drzewem wygenerowanym przez automat A. Musimy zaczyna¢ generowanie
z termu [q0, s⊥], gdzie q0 to stan pocz¡tkowy, a s⊥ to stos (rz¦du m0) zawieraj¡cy jedynie symbol pocz¡tkowy; mo»emy
przej±¢ do tego termu ze sztucznie dodanego nieterminala startowego.

Widzimy, »e ord(αn) = m0 − n (dla 0 ≤ n ≤ m0), a zatem skonstruowany schemat rekurencyjny jest rz¦du m0.
Zauwa»my ponadto, »e nasz schemat rekurencyjny jest wielomianowego rozmiaru wzgl¦dem rozmiaru automatu A.
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