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Tªumaczenie λY -termów na automaty CPDA

Celem wykªadu jest pokazanie, »e dla ka»dego λY -termu mo»na skonstruowa¢ automat ze stosem wy»szego rz¦du z
panik¡. W zapisaniu tego tªumaczenia pomo»e wprowadzenie maszyny Krivine'a. Jest to maszyna umo»liwiaj¡ca
obliczanie drzewa generowanego przez λY -term.

Maszyna Krivine'a

Ramk¡ nazwiemy par¦ (M,ρ), gdzie M jest λY -termem, a ρ ±rodowiskiem, czyli funkcj¡ cz¦±ciow¡ ze zmiennych w
ramki. Typem ramki (M,ρ) nazwiemy typ termu M . Kon�guracja maszyny Krivine'a jest postaci (M,ρ,Σ), gdzie
(M,ρ) jest ramk¡ (nazywan¡ gªówn¡ ramk¡ kon�guracji), natomiast Σ to stos (czyli po prostu lista) ramek. Stos
Σ mo»e by¢ pusty. Nie nale»y myli¢ stosu Σ w kon�guracji maszyny Krivine'a ze stosem automatu CPDA, który
stworzymy za chwil¦.

Niech M0 b¦dzie zamkni¦tym λY -termem typu o. Powiemy, »e ramka (M,ρ) jest poprawna dla M0, gdy

• M jest podtermem M0 oraz

• dla ka»dej zmiennej x ∈ FV(M) ramka ρ(x) jest zde�niowana, ma ten sam typ co x i jest poprawna dla M0.

Kon�guracja1 (M,ρ,Rk . . . R1) jest poprawna dla M0, gdy

• ramki (M,ρ), R1, . . . , Rk s¡ poprawne dla M0 oraz

• je±li M ma typ αk→ . . .→α1→o, to Ri dla 1 ≤ i ≤ k ma typ αi.

Zde�niujmy przez indukcj¦ term reprezentowany przez ramk¦ (poprawn¡). Ramka (M,ρ) reprezentuje term
M [N1/x1, . . . , Nm/xm], gdzie x1, . . . , xm to zmienne wolne termu M , natomiast Ni dla 1 ≤ i ≤ m to term reprezen-
towany przez ρ(xi). Kon�guracja (M,ρ,Rk . . . R1) reprezentuje term N Nk . . . N1, gdzie N to term reprezentowany
przez (M,ρ), natomiast Ni, dla 1 ≤ i ≤ k, to term reprezentowany przez Ri. Powy»sza de�nicja ma sens dla jedynie
dla poprawnych kon�guracji i ramek: poprawno±¢ zapewnia, »e typy w podstawieniu N1/x1, . . . , Nm/xm i w aplikacji
N Nk . . . N1 zgadzaj¡ si¦. Widzimy, »e ramka reprezentuje zawsze term zamkni¦ty, a kon�guracja � term zamkni¦ty
typu o.

Aby wyznaczy¢ drzewo generowane przez term M0 za pomoc¡ maszyny Krivine'a post¦pujemy w nast¦puj¡cy
sposób. Zaczynamy z kon�guracji (M0, ∅, ε) (gdzie ∅ to ±rodowisko o pustej dziedzinie, a ε to pusty stos). Nast¦pnie,
w zale»no±ci od postaci termu w gªównej ramce kon�guracji wykonujemy jedn¡ z nast¦puj¡cych reguª:

(λx.M, ρ,RΣ)→ (M,ρ[x 7→ R],Σ) ,

(M N, ρ,Σ)→ (M,ρ, (N, ρ) Σ) ,

(Y x.M, ρ,Σ)→ (M,ρ[x 7→ (Y x.M, ρ)],Σ) ,

(x, ρ,Σ)→ (M,ρ′,Σ) je±li ρ(x) = (M,ρ′) .

Je±li dojdziemy do kon�guracji postaci (aM1 . . . Mr, ρ, ε), to tworzymy korze« drzewa etykietowany symbolem a; aby
uzyska¢ i-te poddrzewo korzenia dla 1 ≤ i ≤ r, kontynuujemy obliczenie z kon�guracji (Mi, ρ, ε). Je±li nie da si¦
doj±¢ do kon�guracji powy»szej postaci, to przyjmujemy, »e drzewo skªada si¦ z pojedynczego wierzchoªka o etykiecie
ω. Widzimy, »e reguªy maszyny Krivine'a s¡ w peªni deterministyczne: ka»da kon�guracja ma jednego nast¦pnika (z
wyj¡tkiem kon�guracji dla symbolu, która �wczytuje� liter¦ a i ma rank(a) nast¦pników).

Lemat. Drzewo uzyskane w powy»szy sposób jest drzewem generowanym przez M0.

Dowód. Zauwa»my, »e je±li startujemy z kon�guracji (M0, ∅, ε), to wszystkie uzyskane po drodze kon�guracje b¦d¡
poprawne dla M0. Reguªy dla zmiennej i aplikacji nie zmieniaj¡ reprezentowanego termu. Reguªa dla λ-abstrakcji
odpowiada wykonaniu czoªowej β-redukcji na reprezentowanym termie, a reguªa dla operatora Y odpowiada wykonaniu
czoªowej δ-redukcji na reprezentowanym termie.

Pozostaje zobaczy¢, »e z ka»dej kon�guracji po sko«czonej liczbie kroków dojdziemy do reguªy wykonuj¡cej redukcj¦
(czyli nie nast¡pi niesko«czone obliczenie nie zmieniaj¡ce reprezentowanego termu). W tym celu zde�niujmy rozmiar
ramki (M,ρ) jako rozmiar termu M plus suma rozmiarów ramek ρ(x) po wszystkich x ∈ FV(M). �atwo przekona¢
si¦, »e obie reguªy nie wykonuj¡ce redukcji, czyli te dla aplikacji i dla zmiennej, zmniejszaj¡ tak zde�niowany rozmiar
gªównej ramki w kon�guracji (nie wliczamy tutaj rozmiaru ramek na stosie, bo to popsuªoby rozumowanie dla reguªy
dla aplikacji).

1Ramki na stosie numerujemy od prawej, aby ramka znajduj¡ca si¦ na samym spodzie stosu miaªa numer 1; wygodniej jest, gdy stos

ro±nie w lew¡ stron¦.
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Reprezentacja kon�guracji maszyny Krivine'a przez stos CPDA

Niech M0 b¦dzie zamkni¦tym λY -termem typu o. Naszym celem jest stworzenie automatu CPDA generuj¡cego to
samo drzewo co M0. Na pocz¡tku, dla uªatwienia, poka»emy jak uzyska¢ taki automat rz¦du comp(M0) + 1. Pó¹niej
zobaczymy jak poprawi¢ podan¡ konstrukcj¦ tak, aby uzyskany automat byª rz¦du o jeden mniejszego, czyli comp(M0).

Niech m0 = comp(M0) + 1. Dla dolnego termu N przez na(N) oznaczmy liczb¦ argumentów, na które czeka N ,
czyli tak¡ liczb¦, »e typ N to αna(N)→ . . .→α1→o. Niech kmax b¦dzie maksimum z na(N) po wszystkich podtermach
N termuM0. Widzimy, »e podczas obliczania drzewa generowanego przezM0, na stosie kon�guracji maszyny Krivine'a
nie b¦dzie nigdy wi¦cej ni» kmax ramek.

Na stosie de�niowanego automatu CPDA b¦dziemy u»ywa¢ symboli

(x, i), (i,N), (x,N), col l,⊥

gdzie N jest podtermem M0, x jest zmienn¡ wyst¦puj¡c¡ w M0, l jest liczb¡ ze zbioru {2, . . . ,m0} oraz i jest liczb¡
ze zbioru {1, . . . , kmax}.

Intuicyjne znaczenie symboli stosowych jest nast¦puj¡ce. Symbol (x,N) mówi, »e warto±ci¡ zmiennej x jest term
N . Symbol (i,N) mówi, »e termem w i-tej ramce stosu kon�guracji maszyny Krivine'a jest N . Symbol (x, i) mówi, »e
warto±ci¡ zmiennej x jest term, który byª w i-tej ramce stosu kon�guracji maszyny Krivine'a. Symbol col l mówi, »e
szukaj¡c stosu kon�guracji maszyny Krivine'a powinni±my wykona¢ operacj¦ collapse rz¦du l. Symbol ⊥ jest u»ywany
jedynie jako symbol pocz¡tkowy, znajduj¡cy si¦ na spodzie stosu.

Oznaczmy inv(l) = m0− l+1. Podamy teraz formaln¡ de�nicj¦ dwóch funkcji: val i find . Warto±¢ val(x, S) okre±la
ramk¦ przypisan¡ do zmiennej x w ±rodowisku reprezentowanym przez stos S, natomiast warto±¢ find(i, S) okre±la i-t¡
ramk¦ na stosie kon�guracji maszyny Krivine'a reprezentowanej przez stos S. Tutaj S jest stosem automatu CPDA,
top(S) oznacza najwy»szy symbol na stosie S, natomiast pop1(S) i collapsel(S) oznaczaj¡ wynik wynikania operacji
pop1 b¡d¹ collapsel, odpowiednio, na stosie S.

val(x, S) =


(N, pop1(S)) je±li top(S) = (x,N) ,
find(i, pop1(S)) je±li top(S) = (x, i) ,
nieokre±lona je±li top(S) = ⊥ ,
val(x, pop1(S)) w przeciwnym przypadku.

find(i, S) =


(N, pop1(S)) je±li top(S) = (i,N) ,
(N,S′) je±li top(S) = col l, (N,S

′) = find(i, collapsel(S)), oraz l < inv(ord(N)) ,
nieokre±lona je±li top(S) = col l, (N,S

′) = find(i, collapsel(S)), oraz l ≥ inv(ord(N)) ,
nieokre±lona je±li top(S) = ⊥ ,
find(i, pop1(S)) w przeciwnym przypadku.

Stos S reprezentuje ±rodowisko ρ[S] zde�niowane przez indukcj¦ jako

ρ[S](x) = (N, ρ[S′]) je±li val(x, S) = (N,S′) .

Ponadto stos S reprezentuje tak»e i-t¡ ramk¦ na stosie kon�guracji maszyny Krivine'a γi[S], zde�niowan¡ jako

γi[S] = (N, ρ[S′]) je±li find(i, S) = (N,S′) .

Zanim opiszemy dziaªanie automatu, poczy«my dwa spostrze»enia. Po pierwsze, poniewa» funkcje val i find
u»ywaj¡ w swojej de�nicji jedynie operacji pop1 i collapsel, to ªatwo przekona¢ si¦, »e wykonanie operacji pushk nie
ma wpªywu na ich wynik.

Lemat. Zachodzi ρ[S] = ρ[pushk(S)] oraz γi[S] = γi[pushk(S)] dla dowolnego k ∈ {2, . . . ,m0}.
Ponadto widzimy, »e je±li znaleziony term jest rz¦du k, to podczas szukania go wykonywali±my jedynie operacje

pop1 i collapsel dla l < inv(k), które mody�kuj¡ wyª¡cznie najwy»szy stos rz¦du inv(k)− 1.

Lemat. Je±li val(x, pushinv(k)(S)) = (N,S′) i k = ord(N) > 0 to popinv(k)(S
′) = S.

Symulacja reguª maszyny Krivine'a przez operacje automatu CPDA

Automat CPDA A odpowiadaj¡cy termowi M0 b¦dzie miaª symbole stosowe jak opisano powy»ej, natomiast jego sta-
nami b¦d¡ podtermy termuM0 (oraz pewne stany pomocnicze, których nie wymieniamy jawnie). Kon�guracja (M,S)
tego automatu reprezentuje kon�guracj¦ (M,ρ[S], γna(M)[S] . . . γ1[S]) maszyny Krivine'a. Widzimy, »e kon�guracja
pocz¡tkowa (M0, S⊥), gdzie S⊥ to pusty stos (±ci±lej: stos zawieraj¡cy jedynie symbol pocz¡tkowy ⊥), reprezentuje
pocz¡tkow¡ kon�guracj¦ maszyny Krivine'a, czyli (M0, ∅, ε).

Podamy teraz reguªy przej±cia automatu A odpowiadaj¡ce reguªom maszyny Krivine'a. B¦dziemy to robi¢ tak,
aby prawdziwy byª nast¦puj¡cy lemat.
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Lemat. Je±li kon�guracja (M,S) automatu A reprezentuje kon�guracj¦ C maszyny Krivine'a, z której mo»na przej±¢
do kon�guracji C ′, to z (M,S) automat A mo»e przej±¢ (jedynie) do pewnej kon�guracji reprezentuj¡cej C ′. W
szczególnym przypadku, gdy M = aM1 . . . Mr, automat A mo»e wczyta¢ liter¦ a i przej±¢ do krotki r kon�guracji, z
których i-ta reprezentuje i-ty nast¦pnik kon�guracji C.

Zaczniemy od prostych przypadków; najtrudniejszy przypadek zmiennej zostawiamy sobie na koniec. Zaªó»my, »e
stan automatu to M , a jego stos to S.

1. Je±li M = λx.K, to przechodzimy do stanu K i stosu S′ = push
(x,γna(M))
1 (S). Zobaczmy, »e ρ[S′](y) = ρ[S](y)

dla y 6= x oraz γi[S
′] = γi[S] dla i ≤ na(K) = na(M) − 1, natomiast ρ[S′](x) = γna(M)[S]. Zatem (K,S′)

reprezentuje kon�guracj¦ (K, ρ[S][x 7→ γna(M)[S]], γna(K)[S] . . . γ1[S]), osi¡gan¡ w wyniku wykonania jednego
kroku przez maszyn¦ Krivine'a.

2. Je±li M = K L, to przechodzimy do stanu K i stosu S′ = push
(γna(K),L)
1 (S). Zobaczmy, »e ρ[S′] = ρ[S] oraz

γi[S
′] = γi[S] dla i ≤ na(M) = na(K) − 1, natomiast γna(K)[S

′] = (L, ρ[S]). Zatem (K,S′) reprezentuje
kon�guracj¦ (K, ρ[S], (L, ρ[S]) γna(K)[S] . . . γ1[S]), osi¡gan¡ w wyniku wykonania jednego kroku przez maszyn¦
Krivine'a.

3. Je±li M = Y x.K, to przechodzimy do stanu K i stosu S′ = push
(x,M)
1 (S). Zobaczmy, »e ρ[S′](y) = ρ[S](y) dla

y 6= x oraz γi[S
′] = γi[S] dla i ≤ na(M) = na(K), natomiast ρ[S′](x) = (M,ρ[S]). Zatem (K,S′) reprezentuje

kon�guracj¦ (K, ρ[S][x 7→ (M,ρ[S])], γna(K)[S] . . . γ1[S]), osi¡gan¡ w wyniku wykonania jednego kroku przez
maszyn¦ Krivine'a.

4. Je±li M = aN1 . . . Nr, to wczytujemy liter¦ a i w i-tym nast¦pniku, dla 1 ≤ i ≤ r, przechodzimy do stanu Ni
nie zmieniaj¡c stosu.

5. Je±li M = x oraz ord(x) = 0, to obliczamy (N,S′) = val(x, S) i przechodzimy do stanu N i stosu S′. Wida¢,
»e obliczanie val(x, S) da si¦ zaimplementowa¢ za pomoc¡ automatu CPDA. Warunek ord(x) = 0 implikuje, »e
na(x) = na(N) = 0. Para (N,S′) reprezentuje wi¦c kon�guracj¦ (N, ρ[S′], ε), osi¡gan¡ w wyniku wykonania
jednego kroku przez maszyn¦ Krivine'a.

6. Na koniec zaªó»my, »e M = x oraz ord(x) > 0. Obliczamy wówczas (N,S′) = val(x, pushinv(ord(x))(S)), a

nast¦pnie S′′ = push
col inv(ord(x))

1 (S′). Gªówna ramka reprezentowanej kon�guracji to (N, ρ[S′′]) = (N, ρ[S′]) =
ρ[pushinv(ord(x))(S)](x) = ρ[S](x). Pozostaje dowie¹¢, »e warto±ci ramek na stosie pozostaj¡ bez zmian, czyli »e
γi[S

′′] = γi[S] dla ka»dego i ∈ {1, . . . ,na(x)}. Oznaczmy (Ni, Si) = find(i, S). Mamy collapseinv(ord(x))(S
′′) =

popinv(ord(x))(S
′′) = S (pierwsza równo±¢ zachodzi, bo na szczycie S′′ jest nowo wstawiony element, a druga dzi¦ki

obserwacji z poprzedniego podrozdziaªu). Na szczycie S′′ le»y col inv(ord(x)), b¦dziemy wi¦c mieli find(i, S′′) =
find(i, collapseinv(ord(x))(S

′′)) = find(i, S) (czyli γi[S
′′] = γi[S]) o ile tylko inv(ord(x)) < inv(ord(Ni)). Ale je±li

zmienna x (czyli termM) ma typ β = αna(x)→ . . .→α1→o, to termNi ma typ αi; poniewa» za± ord(αi) < ord(β),
to inv(ord(x)) < inv(ord(Ni)).

Poniewa» stworzony automat A symuluje krok po kroku dziaªanie maszyny Krivine'a na termie M0, to wygeneruje
on to samo drzewo co term M0.

Zmniejszanie rz¦du automatu

Powy»ej, dla dowolnego λY -termu skonstruowali±my równowa»ny automat CPDA rz¦du o jeden wi¦kszego ni» zªo»ono±¢
termu. Teraz poka»emy jak poprawi¢ rz¡d o jeden, czyli jak uzyska¢ automat CPDA o rz¦dzie równym zªo»ono±ci
termu. Skorzystamy w tym celu z postaci kanonicznej termów.

Przypomnijmy z poprzedniego wykªadu, »e λY -term jest w postaci kanonicznej, je±li wszystkie zmienne wolne
dowolnego jego podtermu postaci Y x.(. . . ) to zmienne z zwi¡zane przez jakie± otaczaj¡ce wyra»enie postaci Y z.(. . . )
(a nie λz.(. . . )). Przypomnijmy równie», »e dla dowolnego λY -termu istnieje λY -term w postaci kanonicznej maj¡cy
t¦ sam¡ zªo»ono±¢ i generuj¡cy to samo drzewo.

Niech wi¦c M0 b¦dzie zamkni¦tym λY -termem typu o w postaci kanonicznej. Zaªó»my (bez straty ogólno±ci),
»e ka»da zmienna zwi¡zana w M0 ma inn¡ nazw¦. W tej sytuacji mo»emy zmieni¢ reguª¦ maszyny Krivine'a dla
zmiennych zwi¡zanych przez Y na nast¦puj¡c¡:

(x, ρ,Σ)→ (Y x.P, ρ,Σ) je±li Y x.P jest podtermem M0.

Oryginalnie reguªa dla zmiennej zmieniaªa gªówn¡ ramk¦ na ρ(x). Wiemy jednak, »e ρ(x) zostaªo zde�niowane dla
otaczaj¡cego operatora wi¡»¡cego x, czyli dla podtermu Y x.P ; zatem ρ(x) = (Y x.P, ρ′). W zasadzie powinni±my tak»e
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zmieni¢ ±rodowisko w gªównej ramce z ρ na ρ′, ale poniewa» M0 jest w postaci kanonicznej, to nic si¦ nie stanie je±li
tego nie zrobimy; wiemy bowiem, »e Y x.P nie ma zmiennych wolnych wi¡zanych przez lambd¦, a warto±ci ±rodowiska
dla zmiennych wolnych wi¡zanych przez Y przestaªy nas wªa±nie obchodzi¢. Ponadto teraz do ±rodowiska nie musimy
ju» w ogóle wstawia¢ warto±ci dla zmiennych wolnych wi¡zanych przez Y , czyli reguª¦ dla Y mo»emy zmieni¢ na
nast¦puj¡c¡:

(Y x.P, ρ,Σ)→ (P, ρ,Σ)

�atwo dostosowa¢ de�nicj¦ automatu A do naszych nowych reguª. W obu przypadkach wystarczy zmiana stanu (z
x na Y x.P i z Y x.P na P ), bez jakiejkolwiek mody�kacji stosu.

Przypomnijmy, »e zmienne wprowadzane przez lambd¦ maj¡ rz¡d co najwy»ej m0 − 2 (bo ord(x) < ord(λx.P ) ≤
comp(M0) = m0 − 1). Zatem w efekcie naszej mody�kacji stara reguªa dla zmiennej nie b¦dzie nigdy wywoªywana
dla zmiennych rz¦du m0 − 1. W zwi¡zku z tym, nie b¦dziemy wykonywa¢ operacji pushinv(m0−1), czyli push2 (a przy
okazji tak»e operacji collapse2). W efekcie ka»dy stos rz¦du 2 b¦dzie zawieraª tylko jeden stos rz¦du 1. Mo»emy wi¦c
zmniejszy¢ rz¡d naszego automatu do m0 − 1, zamieniaj¡c wszystkie operacje pushk na pushk−1 oraz collapsek na
collapsek−1, gdzie k ≥ 3.

Rozmiar

Widzimy, »e liczba stanów A oraz liczba jego symboli stosowych zale»y w sposób wielomianowy od liczby podtermów
oryginalnego λY -termu M0, od liczby kmax oraz od liczby nazw zmiennych wyst¦puj¡cych w M0. Nazw zmiennych
w M0 jest nie wi¦cej ni» ró»nych podtermów. Natomiast ograniczeniem na kmax s¡ rozmiary typów podtermów M0.
Zatem rozmiarA jest wielomianowy wzgl¦dem rozmiaru grafowego termuM0 (zde�niowanego jako suma, po wszystkich
ró»nych podtermach M0, rozmiarów typów tych podtermów).

Przypomnijmy, »e na wykªadzie 3 pokazali±my jak zamieni¢ schemat rekurencyjny S na λY -term M0 (w postaci
kanonicznej) generuj¡cy to samo drzewo. Skªadaj¡c to tªumaczenie z niniejszym, mo»emy dosta¢ automat CPDA
generuj¡cy to samo drzewo co S i b¦d¡cy tego samego rz¦du. W dodatku rozmiar wynikowego automatu b¦dzie
wielomianowy wzgl¦dem rozmiaru S.
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