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Tªumaczenie λY -termów na schematy rekurencyjne

Poka»emy »e dla ka»dego λY -termu mo»na skonstruowa¢ schemat rekurencyjny który generuje to samo drzewo.
We¹my dowolny zamkni¦ty (czyli bez zmiennych wolnych) λY -term M0 typu o i o zªo»ono±ci n. Na pocz¡-

tek skonstruujmy równowa»ny schemat rekurencyjny rz¦du co najwy»ej n + 1. Zbiorem nieterminali tego sche-

matu b¦dzie R = {〈N〉 | N jest podtermem M0}, a nieterminal startowy to 〈M0〉. Oznaczmy przez
−−−−→
FV(N) wek-

tor zmiennych wolnych λY -termu N (zakªadamy w tym celu jaki± porz¡dek liniowy na nazwach zmiennych). Je±li
−−−−→
FV(N) = (xα1

1 , xα2
2 , . . . , xαn

n ) oraz N jest typu α, to nieterminal 〈N〉 jest typu α1→α2→ . . .→αn→α.
Podajmy reguªy wyprowadze«, zaczynaj¡c od reguªy dla aplikacji:

〈N1N2〉
−−−−−−−→
FV(N1N2)

−→
t −→ 〈N1〉

−−−−−→
FV(N1)

(
〈N2〉

−−−−−→
FV(N2)

) −→
t .

Zatrzymajmy si¦ na chwil¦ przy tej regule. Symbol 〈N1N2〉 jest typu α1→α2→ . . .→αn→α, gdzie α to typ termu

N1N2. Mo»emy zaªo»y¢, »e α = β1→β2→ . . .→βm→o. Przy takich oznaczeniach wektor
−−−−−−−→
FV(N1N2) odpowiada

za pierwsze n zmiennych typu α1, α2, . . . , αn, a wektor
−→
t odpowiada za kolejne m zmiennych typu β1, β2, . . . , βm.

Pierwsz¡ cz¦±¢ argumentów stanowi, w zwi¡zku z tym, warto±ciowanie zmiennych wolnych termu N1N2. Rozdzielamy
je pomi¦dzy termy N1 i N2 (ka»da ze zmiennych wolnych mo»e wyst¦powa¢ tylko w N1, tylko w N2, b¡d¹ jednocze±nie

w N1 i N2) i otrzymujemy wyra»enia 〈N1〉
−−−−−→
FV(N1) oraz 〈N2〉

−−−−−→
FV(N2), o typach równych odpowiednio typom termów

N1 i N2. Skoro term N1N2 jest poprawnym termem, to N1 musi by¢ typu γ→α a, N2 typu γ, dla pewnego typu γ.

Mo»emy, wi¦c poda¢ 〈N2〉
−−−−−→
FV(N2) jako argument do 〈N1〉

−−−−−→
FV(N1), otrzymuj¡c 〈N1〉

−−−−−→
FV(N1)

(
〈N2〉

−−−−−→
FV(N2)

)
, typu α.

Przypominaj¡c sobie, »e α = β1→β2→ . . .→βm→o, mo»emy poda¢
−→
t jako argumenty do otrzymanego wyra»enia, tak

by otrzyma¢ 〈N1〉
−−−−−→
FV(N1)

(
〈N2〉

−−−−−→
FV(N2)

) −→
t typu o.

Poni»sze reguªy wyprowadze« opieraj¡ si¦ na tej podobnej zasadzie:

• aplikacja: 〈N1N2〉
−−−−−−−→
FV(N1N2)

−→
t −→ 〈N1〉

−−−−−→
FV(N1)

(
〈N2〉

−−−−−→
FV(N2)

) −→
t ,

• lambda-abstrakcja: 〈λy.P 〉
−−−−−−−→
FV(λy.P ) y

−→
t −→ 〈P 〉

−−−−→
FV(P )

−→
t ,

• zmienna: 〈y〉 y−→t −→ y
−→
t ,

• konstruktor drzewa: 〈aN1N2 . . . Nk〉
−−−−−−−−−−−−−−→
FV(aN1N2 . . . Nk) −→ a

(
N1

−−−−−→
FV(N1)

) (
N2

−−−−−→
FV(N2)

)
. . .

(
Nk
−−−−−→
FV(Nk)

)
,

• Y(1): 〈Y x.P 〉
−−−−−−−→
FV(Y x.P )

−→
t −→ 〈P 〉−→z1

(
〈Y x.P 〉

−−−−−−−→
FV(Y x.P )

) −→z2 −→t gdy
−−−−→
FV(P ) = (−→z1 , x,−→z2),

• Y(2): 〈Y x.P 〉
−−−−−−−→
FV(Y x.P )

−→
t −→ 〈P 〉

−−−−→
FV(P )

−→
t gdy −→x 6∈ FV(P ).

Ten, raczej intuicyjnie utworzony, schemat rekurencyjny istotnie generuje to samo drzewo, co wyj±ciowy λY -term.
Precyzyjny dowód zostawiamy, jako ¢wiczenie, dla sªuchacza.

Przykªad:

Dla λY -termu M0 = Y x.a x x, otrzymujemy nast¦puj¡cy schemat:

〈M0〉 −→ 〈a xx〉 〈M0〉
〈a xx〉x −→ a (〈x〉x) (〈x〉x)
〈x〉x −→ x

Powy»szy przykªad pokazuje, »e rz¡d wynikowego schematu mo»e wzrosn¡¢ o 1 wzgl¦dem zªo»ono±ci λY -termu.
W powy»szym przykªadzie zªo»ono±¢ M0 wynosi 0�wszystkie jego podtermy (Y x.a x x, a xx oraz x) maj¡ typ o.
Natomiast wynikowy schemat jest rz¦du 1, poniewa» nieterminal 〈axx〉 jest typu o→o. W dalszej cz¦±ci wykªadu
poka»emy, »e mo»na tak przetªumaczy¢ ka»dy λY -term na schemat rekurencyjny, by rz¡d wynikowego schematu byª
nie wi¦kszy ni» zªo»ono±¢ tego λY -termu. Zde�niujmy w tym celu posta¢ kanoniczn¡ dla λY -termów.
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Posta¢ kanoniczna λY termów

We¹my dowolny zamkni¦ty λY -term M0 typu o. Dla ka»dego N , b¦d¡cego podtermem M0 mo»emy zde�niowa¢
rozª¡czne zbiory:

• FVλ(N) � zmienne wolne wyra»enia N , które w M0 s¡ wi¡zane przez wyra»enie λx.(. . .),

• FVY (N) � zmienne wolne wyra»enia N , które w M0 s¡ wi¡zane przez wyra»enie Y y.(. . .).

Aby zrobi¢ to bardziej formalnie, powinni±my podzieli¢ zbiór wszystkich nazw zmiennych na rozª¡czne zbiory Varλ
i VarY oraz zakªada¢ (bez straty ogólno±ci), »e wyra»enia λx.(. . . ) u»ywaj¡ wyª¡cznie nazw zmiennych x ∈ Varλ,
natomiast wyra»enia Y y.(. . . ) wyª¡cznie nazw zmiennych y ∈ VarY . Wówczas FVλ(N) oraz FVY (N) nie zale»¡ od
nadtermu M0.

Przykªadowo dla M0 = (λf.Y x.f x) (λz.a z) oraz podkre±lonego podtermu N = f x, FVλ(N) = f , oraz
FVY (N) = x.

Powiemy, »e λY -term jest w postaci kanonicznej, gdy dla ka»dego jego podtermu N postaci Y x.P , FVλ(N) = ∅.
Czyli w ka»dym jego podtermie postaci Y x.P wszystkie zmienne wolne pochodz¡ z wyra»e« postaci Y z.(. . . ).

Na marginesie warto doda¢, »e opisana na poprzednim wykªadzie konstrukcja λY -termów ze schematów rekuren-
cyjnych produkuje termy w postaci kanonicznej.

λY -termM0 z poprzedniego przykªadu nie jest w postaci kanonicznej, gdy» jego podtermK = Y x.f x zawiera
zmienn¡ woln¡ f , która pochodzi z wyra»enia λ (innymi sªowy: FVλ(K) = {f} 6= ∅). Mo»na jednak ten
term przepisa¢ tak by byª w postaci kanonicznej i generowaª to samo drzewo:

M ′
0 = (λϕ.(Y x.λf.f (x f))ϕ) (λz.a z)

Nie jest to przypadek�ka»dy term mo»na przepisa¢ w taki sposób, o czym mówi lemat, który za chwil¦
udowodnimy.

Lemat. Ka»dy zamkni¦ty λY -term typu o mo»na przeksztaªci¢ do termu w postaci kanonicznej, który generuje to

samo drzewo, co term wyj±ciowy, nie zwi¦kszaj¡c przy tym jego zªo»ono±ci.

Dowód tego lematu wygl¡da nast¦puj¡co. Id¡c od zewn¡trz wyra»eniaM0 zast¦pujemy wszystkie podtermy postaci
Y x.P na

(Y z.λ−→y .P [z−→y /x])−→y , gdzie −→y =
−−−−−→
FVλ(P ) .

Tym sposobem wi¡»emy wszystkie zmienne z FVλ(P ) przez lambd¦ znajduj¡c¡ si¦ wewn¡trz Y z.(. . .), dzi¦ki czemu
»adna zmienna wewn¡trz wyra»enia Y nie jest wi¡zana przez zewn¦trzn¡ lambd¦.

Formalnie, mo»emy to zde�niowa¢ za pomoc¡ nast¦puj¡cej operacji naprawiania, przypisuj¡cej dowolnemu termowi
N term (N)↓. Dla zmiennej nic nie zmieniamy, a dla aplikacji, lambdy i konstruktora drzewa naprawiamy podtermy:

(x)↓ = x , (K L)↓ = (K)↓ (L)↓ , (λx.K)↓ = λx.(K)↓ (aK1 . . . Kr)↓ = a (K1)↓ . . . (Kr)↓ .

Pozostaje przypadek operatora Y , w którym post¦pujemy zgodnie z zapowiedzi¡:

(Y x.P )↓ = (Y z.λ−→y .(P [z−→y /x])↓)−→y , gdzie −→y =
−−−−−→
FVλ(P ) . (1)

Powy»sza de�nicja jest przez indukcj¦ po parze: liczba operatorów Y w termie, rozmiar termu (chocia» term P [z−→y /x]
nie musi by¢ mniejszy ni» Y x.P , to jednak zawiera o jeden operator Y mniej).

�atwo zauwa»y¢, »e FVλ((N)↓) = FVλ(N) dla ka»dego termu N . Wynika z tego, »e w przypadku operatora
Y mamy FVλ(λ

−→y .(P [z−→y /x])↓) = ∅, gdy» FVλ((P [z
−→y /x])↓) = FVλ((P [z

−→y /x])) zawiera dokªadnie zmienne z −→y .
Zatem (M0)↓ jest w postaci kanonicznej.1

Pozostaje uzasadni¢, »e operacja naprawiania nie zwi¦ksza zªo»ono±ci. Konkretnie: uzasadnimy, »e je±li comp(N) ≤
n oraz wszystkie zmienne z FVλ(N) s¡ rz¦du co najwy»ej n−1, to comp((N)↓) ≤ n. Przypadek zmiennej jest oczywisty.
W przypadku aplikacji i konstruktora drzewa korzystamy bezpo±rednio z zaªo»enia indukcyjnego oraz z tego, »e termy
(N)↓ i N maj¡ ten sam typ. Dla lambda-abstrakcji λx.K podobnie; wa»ne jest przy tym, »e ord(x) < ord(λx.K) ≤ n.

1Zauwa»my, »e gdyby±my w (1) zast¡pili (P [z−→y /x])↓ przez (P )↓[z−→y /x] (czyli wykonywali zamiany zaczynaj¡c od wewn¡trz termu, a
nie od zewn¡trz), to wynikowy term nie musiaªby by¢ w postaci kanonicznej. Mo»e si¦ bowiem zdarzy¢, »e podstawienie z−→y za x popsuje
kanoniczno±¢ termu (P )↓�w (P )↓ mo»e istnie¢ podterm postaci Y t.(. . . ), w którym niektóre zmienne z −→y nie wyst¦puj¡, natomiast po
podstawieniu z−→y za x zaczn¡ wyst¦powa¢.
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Pozostaje przypadek termu Y x.P . Przyjmijmy oznaczenia jak w (1); niech dodatkowo α b¦dzie typem zmiennej x oraz

niech −→y = (yβ1

1 , . . . , yβk

k ). Wówczas podtermy z y1 . . . yi (dla 0 ≤ i ≤ k) maj¡ typ βi+1→ . . .→βk→α. Rz¡d tego typu
jest nie wi¦kszy ni» n, gdy» x (czyli α) ma rz¡d nie wi¦kszy ni» n, a zmienne yj (czyli typy βj) maj¡ rz¡d nie wi¦kszy
ni» n − 1. Wynika z tego, »e comp(P [z−→y /x]) ≤ n, czyli z zaªo»enia indukcyjnego tak»e comp((P [z−→y /x])↓) ≤ n.
Termy λyi+1. · · · .λyk.(P [z−→y /x])↓ oraz (Y z.λ−→y .(P [z−→y /x])↓) y1 . . . yi (dla 0 ≤ i ≤ k) maj¡ typ βi+1→ . . .→βk→α,
który jest rz¦du co najwy»ej n, a zatem comp((Y x.P )↓) ≤ n.

Tªumaczenie λY -termów w postaci kanonicznej na schematy rekurencyjne, z zachowa-

niem rz¦du

Zachowuj¡ca rz¡d konstrukcja schematu rekurencyjnego generuj¡cego to samo drzewo co dany λY -term M0 jest
bardzo podobna do poprzedniej konstrukcji. Zbiór nieterminali pozostaje ten sam. Tym razem podczas okre±la-
nia typu nieterminala patrzymy tylko na zmienne wolne wprowadzone przez lambda abstrakcj¦. Tak wi¦c je±li−−−−−→
FVλ(N) = (xα1

1 , xα2
2 , . . . , xαn

n ) oraz N jest typu α, to nieterminal 〈N〉 jest typu α1→α2→ . . .→αn→α. Wi¦kszo±¢
reguª wyprowadzenia pozostaje praktycznie bez zmian. Ró»ni¡ si¦ tylko reguªy wyprowadzenia dla zmiennych i Y -
termów:

• Y: 〈Y x.P 〉
−−−−−→
FVλ(P )

−→
t −→ 〈P 〉

−−−−→
FV(P )

−→
t ,

• zmienna(1): 〈x〉x−→t −→ x
−→
t , gdy zmienna y zostaªa wprowadzona przez term postaci λx.(. . . ),

• zmienna(2): 〈y〉−→t −→ 〈P 〉−→t , gdy zmienna y zostaªa wprowadzona przez term Y y.P .

Chc¡c, aby term P w regule �zmienna(2)� byª jednoznacznie wyznaczony, musimy zaªo»y¢, »e ka»de wyra»enie
postaci Y y.P u»ywa innej nazwy zmiennej. Zaªo»enie to mo»emy poczyni¢ nie trac¡c przy tym ogólno±ci. Zauwa»my
te», »e reguªa ta ma sens tylko dlatego, »e FVλ(P ) = ∅: gdyby tak nie byªo, to powinni±my poda¢ do 〈P 〉, jako
pocz¡tkowe argumenty, warto±ci podstawione za zmienne wolne, a warto±ci tych w tym miejscu nie mieliby±my sk¡d
wzi¡¢.

Przykªad:

Dla λY -termu M0 = Y x.a x x (b¦d¡cego w postaci kanonicznej) otrzymujemy nast¦puj¡cy schemat rz¦du 0:

〈M0〉 −→ 〈a xx〉
〈a xx〉 −→ a 〈x〉 〈x〉
〈x〉 −→ 〈M0〉

Rozmiar powstaªego schematu

Przypomnijmy, »e nieterminale powstaªego schematu odpowiadaj¡ podtermom naszego λY -termu. Typy tych nie-
terminali s¡ nieco bardziej zªo»one ni» typy odpowiadaj¡cych im podtermów, ale ró»ni¡ si¦ tylko tym, »e dodajemy
(jednorazowo) jako argumenty list¦ zmiennych wolnych danego podtermu; wiemy jednak, »e ka»da z tych zmiennych
jest tak»e podtermem caªego termu. Ponadto prawe strony reguª s¡ niewielkie, ich rozmiary s¡ proporcjonalne do
rozmiarów lewych stron. Wynika z tego, »e rozmiar powstaªego schematu jest wielomianowy wzgl¦dem rozmiaru gra-
fowego λY -termu, od którego zaczynamy (czyli sumy, po wszystkich jego ró»nych podtermach, rozmiarów typów tych
podtermów).

Uzyskana zale»no±¢ jest odwrotna do tej z poprzedniego wykªadu, gdzie dla danego schematu rekurencyjnego
stworzyli±my równowa»ny λY -term maj¡cy rozmiar grafowy (ale niekoniecznie klasyczny rozmiar) proporcjonalny do
rozmiaru schematu rekurencyjnego.
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