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Tlumaczenie \Y-terméw na schematy rekurencyjne

Pokazemy ze dla kazdego AY-termu mozna skonstruowaé¢ schemat rekurencyjny ktory generuje to samo drzewo.
WeZzmy dowolny zamkniety (czyli bez zmiennych wolnych) AY-term My typu o i o zlozonosci n. Na pocza-
tek skonstruujmy réwnowazny schemat rekurencyjny rzedu co najwyzej n + 1. Zbiorem nieterminali tego sche-
matu bedzie R = {(N) | N jest podtermem My}, a nieterminal startowy to (Mp). Oznaczmy przez FV(N) wek-
tor zmiennych wolnych \Y-termu N (zakladamy w tym celu jaki§ porzadek liniowy na nazwach zmiennych). Jesli
FV(N) = (", 252,...,2%) oraz N jest typu «, to nieterminal (N) jest typu ag—as— ... —a,—a.
Podajmy reguty wyprowadzen, zaczynajac od regulty dla aplikacji:

(Ny No) EV (NG V) T — (N FV (V) (V) EV(N)) 7

Zatrzymajmy sie na chwile przy tej regule. Symbol (N7 Na) jest typu a;—as— ... —ap—a, gdzie « to typ termu
Nj No. Mozemy zalozyé, ze o = [1—B2— ... —Bym—o0. Przy takich oznaczeniach wektor FV(N; N») odpowiada

. . — . . .
za pierwsze n zmiennych typu aq, s, ..., q,, a wektor ¢t odpowiada za kolejne m zmiennych typu B1, B2, .., Bm-
Pierwsza cze$¢ argumentéw stanowi, w zwigzku z tym, wartosciowanie zmiennych wolnych termu N7 No. Rozdzielamy
je pomiedzy termy N i Ny (kazda ze zmiennych wolnych moze wystepowaé tylko w Ny, tylko w No, badZ jednoczesnie

w Nj i Ny) i otrzymujemy wyrazenia (N7) FV(Ny) oraz (N3) FV(V2), o typach rownych odpowiednio typom termow
Ni i Ny. Skoro term Nj Ns jest poprawnym termem, to Ny musi byé¢ typu y—« a, Ny typu v, dla pewnego typu 7.
Mozemy, wiec podac¢ (N2) FV(N3) jako argument do (N1) FV(Ny), otrzymujac (N1) FV(N; (<N2> FV(N, )), typu a.
Przypominajac sobie, ze a = f1—P2— . .. = Fm—0, mozemy podaé ? jako argumenty do otrzymanego wyrazenia, tak
by otrzymaé (N,) FV(Ny) (<N2> FV(N, ) 7 typu o.

Ponizsze reguly wyprowadzen opieraja sie na tej podobnej zasadzie:

o aplikacja: (N1 No) FV(N, Na) & —s (N1) FV(V1) <<N2)FV(N2 ) 7,
lambda-abstrakeja: (A\y.P) FV(Ag.Ply T —s (P)FV(P) T,

e zmienna: (y)y 7T Y ?,

konstruktor drzewa: (a Ny No ... Ni)FV(a Ny Ny . —a (NlF ) (Ng FV(N,y ) (Nk FV(N; ),

« Y(1): (Y2.P)FV(Y2.P) T — (P) 3 ((Yx P)FV(Yx. Pi) 27 gdy FV(P) = (1,2, 22),

e Y(2): (Y2.P)FV(Y2.P) T — (P)FV(P) T gdy T ¢ FV(P).
Ten, raczej intuicyjnie utworzony, schemat rekurencyjny istotnie generuje to samo drzewo, co wyj$ciowy AY -term.

Precyzyjny dowod zostawiamy, jako éwiczenie, dla stuchacza.

Przyklad:
Dla AY-termu My = Yz.ax x, otrzymujemy nastepujacy schemat:

(My) — {azx) (M)
(axzyr — a((z)z) ((z)x)
(tyx —

Powyzszy przyklad pokazuje, ze rzad wynikowego schematu moze wzrosnaé o 1 wzgledem ztozonosci \Y-termu.
W powyzszym przykltadzie ztozonos¢é My wynosi 0—wszystkie jego podtermy (Yx.axx, axx oraz x) maja typ o.
Natomiast wynikowy schemat jest rzedu 1, poniewaz nieterminal (azz) jest typu o—o. W dalszej czesci wyktadu
pokazemy, ze mozna tak przettumaczy¢ kazdy A\Y-term na schemat rekurencyjny, by rzad wynikowego schematu byt
nie wiekszy niz ztozonosé tego \Y-termu. Zdefiniujmy w tym celu posta¢ kanoniczng dla \Y-termow.
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Postaé kanoniczna \Y termow

Wezmy dowolny zamkniety A\Y-term M, typu o. Dla kazdego NN, bedacego podtermem My mozemy zdefiniowaé
roztaczne zbiory:

e FV,(NN) — zmienne wolne wyrazenia N, ktore w My sa wigzane przez wyrazenie A\z.(...),
e FVy(N) — zmienne wolne wyrazenia N, ktore w M sa wiazane przez wyrazenie Yy.(...).

Aby zrobié¢ to bardziej formalnie, powinni§my podzieli¢ zbiér wszystkich nazw zmiennych na roztaczne zbiory Var
i Vary oraz zaklada¢ (bez straty ogolnosci), ze wyrazenia Az.(...) uzywaja wylacznie nazw zmiennych & € Vary,
natomiast wyrazenia Yy.(...) wylacznie nazw zmiennych y € Vary. Wowczas FV(N) oraz FVy (N) nie zaleza od
nadtermu Mj.

Przyktadowo dla My = (Af.Yz.fz)(Az.az) oraz podkreslonego podtermu N = fz, FVy(N) = f, oraz
FVy(N) =z.

Powiemy, ze A\Y-term jest w postaci kanonicznej, gdy dla kazdego jego podtermu N postaci Ya.P, FV,(N) = .
Czyli w kazdym jego podtermie postaci Yxz.P wszystkie zmienne wolne pochodza z wyrazen postaci Yz.(...).

Na marginesie warto dodaé, ze opisana na poprzednim wyktadzie konstrukcja A\Y-terméw ze schematéw rekuren-
cyjnych produkuje termy w postaci kanonicznej.

AY-term My z poprzedniego przyktadu nie jest w postaci kanonicznej, gdyz jego podterm K = Yx. f x zawiera
zmienna wolna f, ktora pochodzi z wyrazenia A (innymi stowy: FV,(K) = {f} # @). Mozna jednak ten
term przepisa¢ tak by byl w postaci kanonicznej i generowal to samo drzewo:

My = Q. (YaALf (2 ) p) (Azaz)

Nie jest to przypadek—kazdy term mozna przepisa¢ w taki sposéb, o czym moéwi lemat, ktéry za chwile
udowodnimy.

Lemat. Kazdy zamkniety \Y -term typu o mozna przeksztatcié do termu w postaci kanonicznej, ktory generuje to
samo drzewo, co term wyjSciowy, nie zwiekszajgc przy tym jego ztozZonosci.

Dowod tego lematu wyglada nastepujaco. Idac od zewnatrz wyrazenia M zastepujemy wszystkie podtermy postaci

Yx.P na
(YzXY.Plzy/2]) Y,  gdzie ¥ =FVy\(P

Tym sposobem wiazemy wszystkie zmienne z FV,(P) przez lambde znajdujaca sie wewnatrz Yz.(...), dzieki czemu
zadna zmienna wewnatrz wyrazenia Y nie jest wigzana przez zewnetrzna lambde.

Formalnie, mozemy to zdefiniowaé¢ za pomocy nastepujacej operacji naprawiania, przypisujacej dowolnemu termowi
N term (N)J|. Dla zmiennej nic nie zmieniamy, a dla aplikacji, lambdy i konstruktora drzewa naprawiamy podtermy:

(@i=z, (KDL=(KW@D,  QeKi=> oK)l (ki ... K)b=a(K)b... (K.

Pozostaje przypadek operatora Y, w ktérym postepujemy zgodnie z zapowiedzia:

(Yo.P)L = (Y2AT(PLT /)T, gdde § = FVA(P (1)

Powyzsza definicja jest przez indukcje po parze: liczba operatoréw Y w termie, rozmiar termu (chociaz term P[z 3/ /z]
nie musi by¢ mniejszy niz Yz.P, to jednak zawiera o jeden operator Y mniej).

Latwo zauwazy¢, ze FVA((N)]) = FV(N) dla kazdego termu N. Wynika z tego, ze w przypadku operatora
Y mamy FV\(\Y.(P[z ¥ /z])}) = 0, gdyz FVA((P[z ¥/ /x])}) = FVA((P[z Y /z])) zawiera doktadnie zmienne z 3/
Zatem (My)] jest w postaci kanonicznej.!

Pozostaje uzasadnié¢, ze operacja naprawiania nie zwieksza zlozonosci. Konkretnie: uzasadnimy, ze jesli comp (V) <
n oraz wszystkie zmienne z FV (N) sa rzedu co najwyzej n—1, to comp((V)J) < n. Przypadek zmiennej jest oczywisty.
W przypadku aplikacji i konstruktora drzewa korzystamy bezposrednio z zatozenia indukcyjnego oraz z tego, ze termy
(N)} i N maja ten sam typ. Dla lambda-abstrakcji Az. /KK podobnie; wazne jest przy tym, ze ord(z) < ord(Az.K) < n

1 Zauwazmy, ze gdybysmy w (1) zastapili (P[z Y /z])) przez (P)L[z ¥ /a] (czyli wykonywali zamiany zaczynajac od wewnatrz termu, a
nie od zewnatrz), to wynikowy term nie musialby by¢ w postaci kanonicznej. Moze si¢ bowiem zdarzy¢, ze podstawienie z Y za x popsuje
kanonicznoé¢ termu (P){—w (P)J moze istnie¢ podterm postaci Yt.(...), w ktorym niektore zmienne z nie wystepuja, natomiast po
podstawieniu z Yy za x zaczna wystepowac.
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Pozostaje przypadek termu Yz.P. Przyjmijmy oznaczenia jak w (1); niech dodatkowo « bedzie typem zmiennej x oraz
niech 3§/ = (yfl, e 7y,f") Woéwczas podtermy zy; ... y; (dla 0 < i < k) maja typ Bir1— ... —Fr—a. Rzad tego typu
jest nie wiekszy niz n, gdyz z (czyli o) ma rzad nie wiekszy niz n, a zmienne y; (czyli typy 8;) maja rzad nie wiekszy
niz n — 1. Wynika z tego, ze comp(P[z ¥ /z]) < n, czyli z zalozenia indukcyjnego takze comp((P[z ¥ /z])l) < n.

Termy Ayiy1.- - My (Plz ¥ /x])) oraz (Y2 Y .(Plz 7 /z))d) v1 ... v (dla 0 < i < k) maja typ Biy1— ... —Le—a,
ktory jest rzedu co najwyzej n, a zatem comp((Yz.P)]) < n.

Tlumaczenie \Y-terméw w postaci kanonicznej na schematy rekurencyjne, z zachowa-
niem rzedu

Zachowujaca rzad konstrukcja schematu rekurencyjnego generujacego to samo drzewo co dany AY-term M jest
bardzo podobna do poprzedniej konstrukcji. Zbioér nieterminali pozostaje ten sam. Tym razem podczas okresla-
nia typu nieterminala patrzymy tylko na zmienne wolne wprowadzone przez lambda abstrakcje. Tak wiec jesli
FVA(N) = (27", 23%,...,2%") oraz N jest typu «, to nieterminal (N) jest typu ay—ags— ... —a,—a. Wiekszos¢
regul wyprowadzenia pozostaje praktycznie bez zmian. Roéznig sie tylko reguly wyprowadzenia dla zmiennych i Y-
termow:

e Y: (Yo.P)FVA(P) T —s (P)FV(P) T,

e zmienna(1): (x) , gdy zmienna y zostala wprowadzona przez term postaci Az.(...),
%
— (P) t

e zmienna(2): (y) , gdy zmienna y zostala wprowadzona przez term Yy.P.

Chcac, aby term P w regule ,zmienna(2)” byl jednoznacznie wyznaczony, musimy zalozy¢, ze kazde wyrazenie
postaci Yy.P uzywa innej nazwy zmiennej. Zalozenie to mozemy poczyni¢ nie tracac przy tym ogolnosci. Zauwazmy
tez, ze regula ta ma sens tylko dlatego, ze FV,(P) = (: gdyby tak nie bylo, to powinnismy poda¢ do (P), jako
poczatkowe argumenty, warto$ci podstawione za zmienne wolne, a wartosci tych w tym miejscu nie mieliby$my skad
wziaé.

Przyklad:
Dla AY-termu My = Yz.ax x (bedacego w postaci kanonicznej) otrzymujemy nastepujacy schemat rzedu O:

(My) — (azx)
(axz) — alz)(x)
(x) — (Mo)

Rozmiar powstalego schematu

Przypomnijmy, ze nieterminale powstatego schematu odpowiadaja podtermom naszego AY-termu. Typy tych nie-
terminali sa nieco bardziej zlozone niz typy odpowiadajacych im podtermoéw, ale réznig sie tylko tym, ze dodajemy
(jednorazowo) jako argumenty liste zmiennych wolnych danego podtermu; wiemy jednak, ze kazda z tych zmiennych
jest takze podtermem catego termu. Ponadto prawe strony regul sa niewielkie, ich rozmiary sa proporcjonalne do
rozmiaréw lewych stron. Wynika z tego, 7ze rozmiar powstatego schematu jest wielomianowy wzgledem rozmiaru gra-
fowego \Y-termu, od ktérego zaczynamy (czyli sumy, po wszystkich jego réznych podtermach, rozmiaréw typow tych
podtermow).

Uzyskana zalezno$¢ jest odwrotna do tej z poprzedniego wykladu, gdzie dla danego schematu rekurencyjnego
stworzyliSmy réwnowazny AY-term majacy rozmiar grafowy (ale niekoniecznie klasyczny rozmiar) proporcjonalny do
rozmiaru schematu rekurencyjnego.



