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1 Rachunek λY z typami

1.1 Opis

• Typy proste: o, o→ o, (o→ o)→ o→ o, . . . (takie same jak dla schematów rekurencyjnych).

• Nie ma nieterminali.

• Termy:

Nazwa termu Przykªad Otypowanie

Zmienna x xα, gdzie α jest typem prostym (np. o→ o)

Konstruktor
drzewa

a K1 . . . Krank(a)

(
a Ko

1 . . . Ko
rank(a)

)o
Aplikacja K L

(
Kα→β Lα

)β
λ-abstrakcja λx.K

(
λxα.Kβ

)α→β
Operator
rekurencji

Y x.K (Y xα.Kα)
α

1.2 Rodzaje zmiennych

W termach mog¡ wyst¦powa¢ zmienne dwóch rodzajów:

• Zmienne zwi¡zane � s¡ to zmienne wprowadzone wewn¡trz termu przez pewn¡ λ-abstrakcj¦
lub przez pewien operator rekurencji Y .

λx. ( . . . x . . . )

Zmienna zwi¡zana przez t¦ λ.

Y x. ( . . . x . . . )

Zmienna zwi¡zana przez ten operator rekurencji Y .
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• Zmienne wolne � s¡ to wszystkie zmienne, które nie s¡ zwi¡zane. Zbiór zmiennych wolnych
termu K oznacza si¦ przez FV(K).

Termy ró»ni¡ce si¦ tylko nazwami zmiennych zwi¡zanych uznajemy za identyczne.

Przykªad: λx. λx. a x = λx. λy. a y

1.3 Podstawienia

Je±li K, L s¡ termami, x ∈ FV(K), oraz L jest tego samego typu co x, to mo»na zastosowa¢
podstawienie:

K [L/x] .

Ten napis oznacza wynik podstawienia termu L pod wszystkie wyst¡pienia zmiennej wolnej x w
termie K.

Przykªad:
(λy. a x y) [L/x] = λy. a L y

Je±li y jest zmienn¡ zwi¡zan¡, to pozostaje bez zmian:

(λy. a x y) [L/y] = λy. a x y

Poni»sze podstawienie jest niepoprawne ze wzgl¦du na kolizj¦ nazw zmiennych:

((((((((((((((((

(λy. a x y) [(b y)/x] = λy. a (b y) y

Aby unikn¡¢ problemów z powtarzaj¡cymi si¦ nazwami zmiennych, warto u»ywa¢ nast¦puj¡cej
procedury w celu wykonania prawidªowego podstawienia K [L/x]:

1. Zmie« nazwy zmiennych zwi¡zanych w termieK, aby nie pokrywaªy si¦ z nazwami zmiennych
wolnych termu L.

2. Podstaw L za wszystkie wyst¡pienia zmiennej wolnej x w termie K.

Poprawne podstawienie z poprzedniego przykªadu:

(λy. a x y) [(b y)/x] = (λz. a x z) [(b y)/x] = λz. a (b y) z

1.4 Redukcje

1.4.1 β-redukcja ((
λxα.Kβ

)α→β
Lα

)β
−→β Kβ [Lα/xα]

β-redukcj¦ mo»na wykona¢ na dowolnym podtermie caªego termu, niekoniecznie tylko na naj-
bardziej zewn¦trznej aplikacji. Aby dokªadnie zde�niowa¢ tak¡ rozszerzon¡ redukcj¦, nale»y j¡
rekurencyjnie zde�niowa¢ dla ka»dego rodzaju termu. Zatem, je±li K −→β K ′, L −→β L′, oraz
Ki −→β K ′i, to de�niujemy:

• K L −→β K ′ L,

• K L −→β K L′,

• λx.K −→β λx.K ′,
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• Y x.K −→β Y x.K ′,

• a K1 . . . Ki . . . Kn −→β a K1 . . . K ′i . . . Kn, dla ka»dego i ∈ {1, . . . , n}.

1.4.2 δ-redukcja

Y x.M −→δ M [Y x.M/x]

δ-redukcj¦ mo»na wykona¢ na dowolnym podtermie caªego termu, niekoniecznie tylko na naj-
bardziej zewn¦trznym operatorze rekurencyjnym. Aby dokªadnie zde�niowa¢ tak¡ rozszerzon¡ re-
dukcj¦, to podobnie jak z β-redukcj¡, nale»y j¡ rekurencyjnie zde�niowa¢ dla ka»dego rodzaju
termu. Zatem, je±li K −→δ K ′, L −→δ L′, oraz Ki −→δ K ′i, to de�niujemy:

• K L −→δ K ′ L,

• K L −→δ K L′,

• λx.K −→δ λx.K ′,

• Y x.K −→δ Y x.K ′,

• a K1 . . . Ki . . . Kn −→δ a K1 . . . K ′i . . . Kn, dla ka»dego i ∈ {1, . . . , n}.

1.4.3 Domkni¦cie zwrotno-przechodnie redukcji

De�niuje si¦ równie» nast¦puj¡ce relacje: dla ka»dej redukcji, nast¦puj¡co nazywamy jej domkni¦cie
zwrotno-przechodnie:

• −→∗β � domkni¦cie zwrotno-przechodnie β-redukcji,

• −→∗δ � domkni¦cie zwrotno-przechodnie δ-redukcji,

• −→∗βδ � domkni¦cie zwrotno-przechodnie ( −→β ∪ −→δ ).

1.5 Generowanie drzew

Niech K b¦dzie termem zamkni¦tym (bez zmiennych wolnych), typu o.

• Je±li K −→∗βδ a K1 . . . Kn, to drzewo generowane przez term K ma a w korzeniu, a pod
korzeniem s¡ poddrzewa generowane przez K1, . . ., Kn.

• Natomiast je±li KXXXX−→∗βδ a K1 . . . Kn, to drzewo generowane przez term K ma ω w korzeniu.

1.5.1 Uogólnienie gdy term zawiera zmienne wolne (Drzewo Böhma)

Niech K b¦dzie dowolnym termem.

• Je±li K −→∗βδ λx1. . . . λxk. a K1 . . . Kn, to w korzeniu jest λx1. . . . λxk. a, a poddrzewa
to drzewa generowane przez K1, . . ., Kn.

• Je±li K −→∗βδ λx1. . . . λxk. y K1 . . . Kn, gdzie y jest zmienn¡ woln¡, to w korzeniu jest
λx1. . . . λxk. y, a poddrzewa to drzewa generowane przez K1, . . ., Kn.

1.5.2 Jednoznaczno±¢ drzewa

Lemat (Wªasno±¢ Churcha-Rossera). Drzewo generowane przez term jest jednoznacznie wyzna-

czone.

Dowód. By¢ mo»e pojawi si¦ kiedy± na zaj¦ciach.
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2 Rachunek λ bez typów

Rozwa»a si¦ rachunek λ bez typów. Jest on Turing-zupeªny, tzn. mo»e symulowa¢ maszyn¦ Turinga.

2.0.3 Rekurencja

Aby uzyska¢ rekurencj¦ w rachunku λ bez typów, nie potrzeba operatora rekurencji Y .

Y = Z Z, dla Z = λz. λx. x (z z x)

Y (λx.M) e Y x.M

W rachunku λ bez typów. W rachunku λY z typami.

Sprawdzenie:

Y (λx.M) = Z Z (λx.M) −→∗β (λx.M) (Z Z (λx.M))

3 Sprowadzenie deterministycznego HORS do rachunku λY

z typami

Niech A1, . . ., Ak b¦d¡ nieterminalami, Niech Ak b¦dzie nieterminalem startowym. Niech reguªy
b¦d¡ nast¦puj¡ce: Ai x1 . . . xni −→ Mi.

Oznaczmy R (Ai) = λx1. . . . λni.Mi. Zde�niujmy termy:

Term Zmienne wolne

T1 = Y A1.R (A1) A2, A3, . . . , Ak
T2 = Y A2. (R (A2) [T1/A1]) A3, A4, . . . , Ak
...

...

Tk = Y Ak. ((. . . ((R (Ak) [T1/A1]) [T2/A2]) . . .) [Tk−1/Ak−1]) ∅

Term Tk generuje to samo drzewo w rachunku λY z typami co term Ak w poprzednim modelu.

Przykªad.
A x −→ a x (A x) rank(a) = 2
S −→ A b rank(b) = 0

a

b a

b a

b ...

Transformacja:

Y A. λx. a x (A x) term dla A

Y S. (Y A. λx. a x (A x)) b term dla S

(Y A. λx. a x (A x)) b

λx. a x ((Y A. λx. a x (A x)) x) b

a b ((Y A. λx. a x (A x)) b)

δ-redukcja

δ-redukcja

β-redukcja
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Na poni»szym przykªadzie mo»na przekona¢ si¦, »e otrzymany term mo»e by¢ wykªadnoczo
wi¦kszy od schematu rekurencyjnego z którego zaczynali±my:

A0 → b Ak → aAk−1Ak−1 dla 1 ≤ k ≤ n .

Term odpowiadaj¡cy nieterminalowi An b¦dzie po prostu drzewem maj¡cym 2n li±ci. Jednocze±nie
nietrudno przekona¢ si¦, »e wzrost nie b¦dzie nigdy wi¦kszy ni» wykªadniczy.

Mo»emy jednak zde�niowa¢ �rozmiar grafowy� termu. Rozmiarem grafowym termu M na-
zwiemy sum¦ po wszystkich ró»nych jego podtermach rozmiarów tych podtermów.1 Widzimy, »e
liczba podtermów termu M powstaªego ze schematu rekurencyjnego S b¦dzie wielomianowa (a
nawet liniowa) wzgl¦dem rozmiaru S. B¦dzie tak dlatego, »e ka»dy podterm termu M odpowiada
pewnemu podtermowi prawej strony jednej z reguª S. Równie» typy podtermów M b¦d¡ typami
podtermów prawych stron reguª S, nie b¦d¡ wi¦c bardziej skomplikowane ni» typy nieterminali S.
Zatem rozmiar grafowy termu M b¦dzie wielomianowy wzgl¦dem rozmiaru schematu S.

1Jest to wi¦c z grubsza liczba ró»nych podtermów. Dodajemy jednak rozmiary typów, ze wzgl¦du na termy
takie jak (λxα→o.a) (λyα.a); w tym termie, chocia» jest zamkni¦tym termem typu o, typ α mo»e by¢ dowolnie
skomplikowany. Do±¢ ªatwo mo»na poda¢ reprezentacj¦ termu (za pomoc¡ grafu podtermów) mieszcz¡c¡ si¦ w
pami¦ci proporcjonalnej do jego rozmiaru grafowego.
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