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Zwiekszenie rzedu stosu zwieksza klase jezykéw rozpoznawanych przez automat ze sto-
sem

W pierwszej czesci wykladu pokazemy, ze dla kazdego n > 1 istnieje jezyk L rozpoznawany przez deterministyczny
automat ze stosem rzedu n bez operacji collapse, ktory nie jest rozpoznawany przez zaden niedeterministyczny
automat ze stosem rzedu n — 1 nawet z collapse.

Przyktadem takiego jezyka bedzie L — jezyk poprawnych operacji stosowych nad nastepujacym alfabetem:

Y = {pop;,pop,; - - - , POP,,, push, (a), push, (b), push,, push,, ...,push,,top = a,top = b}

Automat ze stosem rzedu n bez problemu rozpozna taki jezyk — moze po prostu symulowaé¢ wszystkie te operacje
na swoim stosie. Przypu$émy, ze istnieje B rzedu n — 1 rozpoznajacy L. Pokazmy woéwczas, ze dla dowolnego A
ze stosem rzedu n istnieje A’ ze stosem rzedu n — 1, ktéry rozpoznaje ten sam jezyk co A. Stany A’ to Q4 X Qp.
A’ symuluje A, a kiedy chce wykonaé operacje stosows ,przekazuje” odpowiednig litere automatowi B. Stowo jest
akceptowane, gdy zaréwno stan z A i B w ktorym znajduje sie A’ na koncu stowa sg akceptujace. Tak zdefiniowany
automat akceptuje ten sam jezyk co A. Zauwazmy, ze dla ustalonego n wielkosé B jest stala, czyli rozmiar A’ jest
wielomianowy od rozmiaru A. W zwigzku z czym problem niepustosci jezyka rozpoznawanego przez dowolny automat
ze stosem rzedu n redukuje sie wielomianowo do problemu niepustosci jezyka rozpoznawanego przez automat o stosie
rzedu n — 2. Poprzednio udowodnilismy, ze pierwszy problem jest (n — 1)-EXPTIME-trudny, a drugi problem jest
(n — 2)-EXPTIME-trudny. Prowadzi to do sprzecznosci, gdyz istnieja problemy, ktore naleza do (n — 1)-EXPTIME,
a nie naleza do (n — 2)-EXPTIME. Wynika z tego, ze B jednak nie istnieje, czyli, ze L nie jest rozpoznawane przez
zaden automat ze stosem rzedu n — 1.

Jesli przez PDA, i DPDA, oznaczymy klasy jezykéw rozpoznawanych przez odpowiednio niedeterministyczne i
deterministyczne automaty ze stosem rzedu n to hierarchie automatéw ze stosem mozna zapisa¢ w sposéb nastepujacy:

PDAy, C PDA; C PDAy, C
I Ut Ut
DPDAy, C DPDA;, C DPDA, C

Klasa jezykéw rozpoznawanych przez automaty ze stosem rzedu n i k glowicami to
doktadnie (n — 1)-EXPTIME

Zdefiniujmy klase automatow ze stosem rzedu n i k glowicami. Kazdy taki automat ma k gltowic, jeden, globalny stos
rzedu n i jeden, globalny stan. Wejscie takiego automatu jest wzbogacone o znaczniki poczatku i konca stowa (-1 ),
a jego relacja przej$cia wygladaja nastepujaco:
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Wejécie akceptowane jest w momencie, gdy automat przejdzie do specjalnego stanu.

Klasa jezykow rozpoznawanych przez takie automaty nie zmieni sie, jesli dodatkowo kazda z glowic bedzie mogta
dowiedzie¢ sie, ktore glowice stoja w tym samym miejscu co ona. Taka operacje mozna tatwo zasymulowa¢ uzywajac
kilku dodatkowych glowic. Znalezienie takiej symulacji pozostawiamy jako ¢wiczenie dla czytelnika.

Pokazmy teraz, ze dowolny jezyk rozpoznawany przez tego typu automat nalezy do (n — 1)-EXPTIME. Dla do-
wolnego automatu A z k glowicami i stosem rzedu n oraz dowolnego stowa w mozemy tatwo skonstruowaé klasyczny
automat ze stosem rzedu n (nazwijmy go A, ), ktory akceptuje jakies stowo (np. stowo puste) wtedy i tylko wtedy
gdy w € L(A). Automat ten przechowuje pozycje gtowic w stanie (moze tak zrobi¢ bo kazde w ma pewna, skoniczona
dlugosc), a operacje stosowe wykonuje normalnie na swoim stosie. Majac dane dowolne A mozemy skonstruowaé A,, i
w czasie (n —1)-EXPTIME sprawi¢, czy jest niepuste (A,, ma rozmiar wielomianowy od rozmiaru w). Zatem, istotnie,
wszystkie jezyki rozpoznawane przez automaty ze stosem rzedu n i k glowicami naleza do (n — 1)-EXPTIME.

Pokazmy, w koncu, ze kazdy jezyk z (n — 1)-EXPTIME jest rozpoznawany przez pewien automat z k glowicami
i stosem rzedu n. Zdefiniujmy najpierw jezyk L,, — wszystkie opisy automatow ze stosem rzedu n, ktore akceptuja
przynajmniej jedno stowo. Opis automatu to opis wszystkich jego tranzycji, a przykladowy opis tranzycji wyglada
tak:

$0101001111 # a # b #0000111010# push5(a) $.
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stan automatu litera na wej$ciu litera na syczycie stosu nowy stan

operacje stosowe
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Zakladamy, ze stan ztozony z samych O jest poczatkowy, a stan ztozony z samych 1 jest akceptujacy. Jezyk taki
mozemy rozpoznaé uzywajac do tego automatu ze stosem rzedu n, jedng gtowica i dodatkowsa logarytmiczna pamiecia.
W logarytmicznej pamieci trzymamy aktualny stan, a na stosie zawartosci stosu symulowanego automatu. W kazdym
kroku niedeterministycznie zgadujemy tranzycje — podjezdzamy do jej opisu glowica automatu i prébujemy wykonaé.
Jedli sie uda aktualizujemy stan automatu, jesli nie konczymy bieg. Akceptujemy automat gdy dojdziemy do jego stanu
akceptujacego. (Obecny stan symulowanego automatu musimy trzymaé¢ w logarytmicznej pamieci, gdyz automaty z
wejécia potencjalnie moga mie¢ dowolnie wiele stanéw). Zauwazmy, ze opisana na poprzednim wyktadzie redukcja
dowolnego jezyka z (n — 1)-EXPTIME do jezyka L,, dziala w logarytmicznej pamieci. Mozemy ja w zwiazku z tym
wztozy¢” z automatem rozpoznajacym jezyk L, by otrzymaé automat rzedu n z k stosami i dodatkowa logarytmiczna
pamiecia, ktory rozpoznaje dowolny jezyk z (n — 1)-EXPTIME. Ostatnia rzecz, ktora musimy zauwazy¢ to fakt, ze
korzystajac z m dodatkowych glowic mozemy zasymulowaé¢ tasme o rozmiarze m - logx, gdzie x oznacza dlugosé
wejscia — kazda z glowic moze znajdowaé sie w jednym z x ustawien, a w zwigzku z tym moze symulowaé tasme o
dhugosci log x, gdyz glowice na pozycji ¢ potraktowaé jako opis kawaltka tasmy zapisanego rozwinieciem dwoéjkowym
liczby 4. (Implementacje operacji odczytu i zapisu na tasme, ukryta pod postacia pozycji glowic zostawiamy znowu
jako ¢éwiczenie na czytelnika). Laczac ten fakt z poprzednio uzyskana konstrukcja, uzyskujemy automat z k glowicami
i stosem rzedu n, ktory rozpoznaje dowolny jezyk nalezacy do (n — 1)-EXPTIME. Pokazuje to, ze klasa jezykow
rozpoznawanych przez automaty ze stosem rzedu n i k glowic to dokladnie (n — 1)-EXPTIME.



