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Zwi¦kszenie rz¦du stosu zwi¦ksza klas¦ j¦zyków rozpoznawanych przez automat ze sto-

sem

W pierwszej cz¦±ci wykªadu poka»emy, »e dla ka»dego n > 1 istnieje j¦zyk L rozpoznawany przez deterministyczny
automat ze stosem rz¦du n bez operacji collapse, który nie jest rozpoznawany przez »aden niedeterministyczny
automat ze stosem rz¦du n− 1 nawet z collapse.

Przykªadem takiego j¦zyka b¦dzie L � j¦zyk poprawnych operacji stosowych nad nast¦puj¡cym alfabetem:

Σ = {pop1, pop2, . . . , popn, push1(a), push2(b), push2, push3, . . . , pushn, top = a, top = b}

Automat ze stosem rz¦du n bez problemu rozpozna taki j¦zyk � mo»e po prostu symulowa¢ wszystkie te operacje
na swoim stosie. Przypu±¢my, »e istnieje B rz¦du n− 1 rozpoznaj¡cy L. Poka»my wówczas, »e dla dowolnego A
ze stosem rz¦du n istnieje A′ ze stosem rz¦du n− 1, który rozpoznaje ten sam j¦zyk co A. Stany A′ to QA × QB.
A′ symuluje A, a kiedy chce wykona¢ operacj¦ stosow¡ �przekazuje� odpowiedni¡ liter¦ automatowi B. Sªowo jest
akceptowane, gdy zarówno stan z A i B w którym znajduje si¦ A′ na ko«cu sªowa s¡ akceptuj¡ce. Tak zde�niowany
automat akceptuje ten sam j¦zyk co A. Zauwa»my, »e dla ustalonego n wielko±¢ B jest staªa, czyli rozmiar A′ jest
wielomianowy od rozmiaru A. W zwi¡zku z czym problem niepusto±ci j¦zyka rozpoznawanego przez dowolny automat
ze stosem rz¦du n redukuje si¦ wielomianowo do problemu niepusto±ci j¦zyka rozpoznawanego przez automat o stosie
rz¦du n − 2. Poprzednio udowodnili±my, »e pierwszy problem jest (n− 1)-EXPTIME-trudny, a drugi problem jest
(n − 2)-EXPTIME-trudny. Prowadzi to do sprzeczno±ci, gdy» istniej¡ problemy, które nale»¡ do (n− 1)-EXPTIME,
a nie nale»¡ do (n − 2)-EXPTIME. Wynika z tego, »e B jednak nie istnieje, czyli, »e L nie jest rozpoznawane przez
»aden automat ze stosem rz¦du n− 1.

Je±li przez PDAn i DPDAn oznaczymy klasy j¦zyków rozpoznawanych przez odpowiednio niedeterministyczne i
deterministyczne automaty ze stosem rz¦du n to hierarchi¦ automatów ze stosem mo»na zapisa¢ w sposób nast¦puj¡cy:

PDA0 ( PDA1 ( PDA2 ( . . .

= ( ( . . .
DPDA0 ( DPDA1 ( DPDA2 ( . . .

Klasa j¦zyków rozpoznawanych przez automaty ze stosem rz¦du n i k gªowicami to

dokªadnie (n− 1)-EXPTIME

Zde�niujmy klas¦ automatów ze stosem rz¦du n i k gªowicami. Ka»dy taki automat ma k gªowic, jeden, globalny stos
rz¦du n i jeden, globalny stan. Wej±cie takiego automatu jest wzbogacone o znaczniki pocz¡tku i ko«ca sªowa (` i a),
a jego relacja przej±cia wygl¡daj¡ nast¦puj¡co:

δ ⊆ Q︸︷︷︸
obecny stan

× (Σ ∪ {`,a})k︸ ︷︷ ︸
symbole pod gªowicami

× Γ︸︷︷︸
symbol na szczycie stosu

× Q︸︷︷︸
nowy stan

×{←,_,→}k︸ ︷︷ ︸
ruchy gªowic

× StackΓ
n︸ ︷︷ ︸

operacja na stosie

.

Wej±cie akceptowane jest w momencie, gdy automat przejdzie do specjalnego stanu.
Klasa j¦zyków rozpoznawanych przez takie automaty nie zmieni si¦, je±li dodatkowo ka»da z gªowic b¦dzie mogªa

dowiedzie¢ si¦, które gªowice stoj¡ w tym samym miejscu co ona. Tak¡ operacje mo»na ªatwo zasymulowa¢ u»ywaj¡c
kilku dodatkowych gªowic. Znalezienie takiej symulacji pozostawiamy jako ¢wiczenie dla czytelnika.

Poka»my teraz, »e dowolny j¦zyk rozpoznawany przez tego typu automat nale»y do (n − 1)-EXPTIME. Dla do-
wolnego automatu A z k gªowicami i stosem rz¦du n oraz dowolnego sªowa w mo»emy ªatwo skonstruowa¢ klasyczny
automat ze stosem rz¦du n (nazwijmy go Aw), który akceptuje jakie± sªowo (np. sªowo puste) wtedy i tylko wtedy
gdy w ∈ L(A). Automat ten przechowuje pozycje gªowic w stanie (mo»e tak zrobi¢ bo ka»de w ma pewn¡, sko«czon¡
dªugo±¢), a operacje stosowe wykonuje normalnie na swoim stosie. Maj¡c dane dowolne A mo»emy skonstruowa¢ Aw i
w czasie (n−1)-EXPTIME sprawi¢, czy jest niepuste (Aw ma rozmiar wielomianowy od rozmiaru w). Zatem, istotnie,
wszystkie j¦zyki rozpoznawane przez automaty ze stosem rz¦du n i k gªowicami nale»¡ do (n− 1)�EXPTIME.

Poka»my, w ko«cu, »e ka»dy j¦zyk z (n − 1)-EXPTIME jest rozpoznawany przez pewien automat z k gªowicami
i stosem rz¦du n. Zde�niujmy najpierw j¦zyk Ln � wszystkie opisy automatów ze stosem rz¦du n, które akceptuj¡
przynajmniej jedno sªowo. Opis automatu to opis wszystkich jego tranzycji, a przykªadowy opis tranzycji wygl¡da
tak:

$ 0101001111︸ ︷︷ ︸
stan automatu

# a︸︷︷︸
litera na wej±ciu

# b︸︷︷︸
litera na syczycie stosu

# 0000111010︸ ︷︷ ︸
nowy stan

# push5(a)︸ ︷︷ ︸
operacje stosowe

$ .
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Zakªadamy, »e stan zªo»ony z samych 0 jest pocz¡tkowy, a stan zªo»ony z samych 1 jest akceptuj¡cy. J¦zyk taki
mo»emy rozpozna¢ u»ywaj¡c do tego automatu ze stosem rz¦du n, jedn¡ gªowic¡ i dodatkow¡ logarytmiczn¡ pami¦ci¡.
W logarytmicznej pami¦ci trzymamy aktualny stan, a na stosie zawarto±ci stosu symulowanego automatu. W ka»dym
kroku niedeterministycznie zgadujemy tranzycj¦ � podje»d»amy do jej opisu gªowic¡ automatu i próbujemy wykona¢.
Je±li si¦ uda aktualizujemy stan automatu, je±li nie ko«czymy bieg. Akceptujemy automat gdy dojdziemy do jego stanu
akceptuj¡cego. (Obecny stan symulowanego automatu musimy trzyma¢ w logarytmicznej pami¦ci, gdy» automaty z
wej±cia potencjalnie mog¡ mie¢ dowolnie wiele stanów). Zauwa»my, »e opisana na poprzednim wykªadzie redukcja
dowolnego j¦zyka z (n − 1)-EXPTIME do j¦zyka Ln dziaªa w logarytmicznej pami¦ci. Mo»emy j¡ w zwi¡zku z tym
�zªo»y¢� z automatem rozpoznaj¡cym j¦zyk Ln by otrzyma¢ automat rz¦du n z k stosami i dodatkow¡ logarytmiczn¡
pami¦ci¡, który rozpoznaje dowolny j¦zyk z (n − 1)-EXPTIME. Ostatnia rzecz, któr¡ musimy zauwa»y¢ to fakt, »e
korzystaj¡c z m dodatkowych gªowic mo»emy zasymulowa¢ ta±m¦ o rozmiarze m · log x, gdzie x oznacza dªugo±¢
wej±cia � ka»da z gªowic mo»e znajdowa¢ si¦ w jednym z x ustawie«, a w zwi¡zku z tym mo»e symulowa¢ ta±m¦ o
dªugo±ci log x, gdy» gªowic¦ na pozycji i potraktowa¢ jako opis kawaªka ta±my zapisanego rozwini¦ciem dwójkowym
liczby i. (Implementacj¦ operacji odczytu i zapisu na ta±m¦, ukryt¡ pod postaci¡ pozycji gªowic zostawiamy znowu
jako ¢wiczenie na czytelnika). �¡cz¡c ten fakt z poprzednio uzyskan¡ konstrukcj¡, uzyskujemy automat z k gªowicami
i stosem rz¦du n, który rozpoznaje dowolny j¦zyk nale»¡cy do (n − 1)-EXPTIME. Pokazuje to, »e klasa j¦zyków
rozpoznawanych przez automaty ze stosem rz¦du n i k gªowic to dokªadnie (n− 1)-EXPTIME.
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