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Dowody trudno±ci

Wprowadzenie

Na poprzednich wykªadach rozwa»ali±my nast¦puj¡cy problem: czy drzewo generowane przez dany automat ze stosem
rz¦du n (równowa»nie: schemat rekurencyjny rz¦du n lub λY -term o zªo»ono±ci n) jest akceptowane przez dany
automat na drzewach. Podali±my n-krotnie wykªadniczy algorytm rozwi¡zuj¡cy ten problem. Teraz udowodnimy, »e
nasz problem jest n-EXPTIME-trudny.

W dowodzie skupimy si¦ na automatach ze stosem wy»szego rz¦du. Rozwa»any problem jest n-EXPTIME-trudny
nawet dla automatów bez operacji collapse. W dodatku automat na drzewach b¦dzie ustalony i to nawet bardzo prosty.
Alfabet skªada si¦ z trzech symboli: OR (o randze 2), AND (o randze 2), tt (o randze 0). Akceptowany j¦zyk Ltt to
najmniejszy zbiór drzew taki, »e:

• tt ∈ Ltt,

• je±li t1 ∈ Ltt i t2 ∈ Ltt, to AND t1 t2 ∈ Ltt,

• je±li t1 ∈ Ltt oraz t2 jest dowolnym drzewem, to OR t1 t2 ∈ Ltt i OR t2 t1 ∈ Ltt.

Innymi sªowy Ltt to �formuªy prawdziwe� (w drzewie z Ltt mog¡ istnie¢ ±cie»ki niesko«czone, lecz do prawdy musi si¦
da¢ doj±¢ w sko«czenie wielu krokach). �atwo rozpozna¢ powy»szy j¦zyk Ltt automatem z ko-trywialnym warunkiem
akceptacji1 � wystarczy jeden stan, przypisywany drzewom z Ltt; jego przej±cia de�niujemy zgodnie z powy»sz¡ de�nicj¡
zbioru Ltt.

Zanim zaczniemy nasz dowód, upro±¢my jeszcze troch¦ nasz problem: b¦dziemy rozwa»a¢ gry osi¡galno±ci. W
problemie tym rozwa»amy automat ze stosem rz¦du n, który nic nie wczytuje (nic nie wypisuje). Nie wymagamy
determinizmu (mo»e by¢ wiele przej±¢ dla ustalonej pary: stan i symbol na stosie). Dodatkowo, stany automatu
rozdzielone s¡ mi¦dzy dwóch graczy: Ew¦ i Adama. Je±li automat jest w stanie Ewy, to wªa±nie ona wybiera jedno
z dozwolonych przej±¢; podobnie dla Adama. Dany jest tak»e zbiór stanów docelowych. Pytamy, czy Ewa mo»e tak
gra¢, aby w sko«czonym czasie doj±¢ do jednego ze stanów docelowych, niezale»nie od ruchów Adama.

�atwo zauwa»y¢, »e problem z gr¡ osi¡galno±ci ªatwo mo»emy zredukowa¢ do wcze±niejszego problemu z j¦zykiem
Ltt. Po prostu, je±li b¦d¡c w stanie Ewy mamy dwa mo»liwe przej±cia, to wypisujemy OR, wykonuj¡c jedno z mo»liwych
przej±¢ w jednym dziecku, a drugie w drugim (przy liczbie przej±¢ innej ni» 2 wypisujemy odpowiedni¡ liczb¦ symboli
OR bezpo±rednio po sobie). Dla Adama wypisujemy AND. W stanach docelowych wypisujemy tt. Widzimy, »e Ewa
mo»e wygra¢ wtedy i tylko wtedy, gdy wygenerowane drzewo nale»y do Ltt.

Niech exp0(m) = m oraz expn+1(m) = 2expn(m).
Problem n-EXPTIME-trudny, który wykorzystamy w dowodzie, to nast¦puj¡ca �gra ukªadania puzzli� rz¦du n.

Dany jest zbiór puzzli T z wyró»nionym puzzlami c1, c2, r ∈ T oraz warunki V,H ⊆ T×T mówi¡ce, które puzzle pasuj¡
do siebie pionowo i poziomo. Dane jest tak»e sªowo wej±ciowe w ∈ T ∗. Rozwa»amy gr¦, w której dwoje graczy wypeªnia
prostok¡t puzzlami ze zbioru T (ka»dy puzzel mo»e zosta¢ wykorzystany dowolnie wiele razy). Prostok¡t ma szeroko±¢
expn−1(|w|). Gracze wypeªniaj¡ prostok¡t wiersz po wierszu, zaczynaj¡c od góry. Dla ka»dego wiersza najpierw Adam
wybiera jeden z puzzli c1, c2 i ukªada w pierwszym polu wiersza. Nast¦pnie Ewa uzupeªnia reszt¦ wiersza dowolnie
wybranymi przez siebie puzzlami. Ewa wygrywa, je±li w którym± momencie (czyli dla pewnej wysoko±ci prostok¡ta)
uda jej si¦ uzyska¢ uªo»enie speªniaj¡ce warunki:

• w pierwszym wierszu, na pozycjach od drugiej do (|w|+ 1)-szej, zapisane jest sªowo wej±ciowe w;2

• je±li puzzel v znajduje si¦ gdzie± bezpo±rednio pod puzzlem u, to (u, v) ∈ V ;

• je±li puzzel v znajduje si¦ gdzie± bezpo±rednio na prawo od puzzla u, to (u, v) ∈ H;

• w ostatnim wierszu u»yty zostaª puzzel r.

W problemie pytamy, czy Ewa mo»e wygra¢, niezale»nie od ruchów Adama.3

Nietrudno zobaczy¢, »e powy»szy problem jest n-EXPTIME-trudny. W tym celu musimy wiedzie¢, »e n-EXPTIME
= A-(n − 1)-EXPSPACE. Ta druga klasa zawiera problemy rozwi¡zywalne przez alternuj¡ce maszyny Turinga w
pami¦ci (n − 1)-krotnie wykªadniczej. Dziaªanie takiej maszyny mo»emy zakodowa¢ za pomoc¡ problemu ukªadania

1Cho¢ b¦dziemy pracowa¢ z automatem z ko-trywialnym warunkiem akceptacji, automatycznie dostajemy tak»e trudno±¢ naszego

problemu dla automatów z trywialnym warunkiem akceptacji. Wykona to z faktu, »e dopeªnienie Ltt jest rozpoznawane przez automat z

trywialnym warunkiem akceptacji, a klasa n-EXPTIME jest zamkni¦ta na dopeªnienie.
2Dla n = 1 jest tylko |w| pól, wi¦c np. ignorujemy ostatni¡ liter¦ sªowa wej±ciowego.
3Niniejszy problem jest n-EXPTIME trudny nawet wówczas, gdy na wej±ciu dane jest tylko sªowo w, natomiast pozostaªe parametry s¡

ustalone. Tutaj nie b¦dziemy jednak z tego korzysta¢.
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puzzli. Wiersze prostok¡ta b¦d¡ odpowiadaªy kolejnym kon�guracjom maszyny Turinga. W de�nicji alternuj¡cej
maszyny Turinga równie» pojawia si¦ gra mi¦dzy Adamem i Ew¡, podobnie jak w naszym problemie ukªadania puzzli.
Dopracowanie szczegóªów kodowania pozostawiamy jako ¢wiczenie. Zwró¢my jednak uwag¦ na jeden szczegóª: mówi¡c
o pami¦ci (n−1)-krotnie wykªadniczej, mamy na my±li pami¦¢ o rozmiarze expn−1(p(|w|)), gdzie w to sªowo wej±ciowe,
a p jest pewnym ustalonym wielomianem. Natomiast w problemie ukªadania puzzli mamy do dyspozycji jedynie
expn−1(|w′|) pól, gdzie w′ to sªowo wej±ciowe (czyli tym razem bez wielomianu w wykªadniku). Nie jest to jednak
problemem: jako w′, czyli jako sªowo wej±ciowe do problemu ukªadania puzzli, mo»emy poda¢ sªowo dªugo±ci p(|w|),
zawieraj¡ce na pocz¡tku sªowo w, a nast¦pnie odpowiednie symbole (blanki) � w ten sposób b¦dziemy mogli zmie±ci¢
caª¡ potrzebn¡ pami¦¢ w dost¦pnym prostok¡cie.

Redukcja dla rz¦du 1

Chcemy zredukowa¢ gr¦ ukªadania puzzli rz¦du 1 do gry osi¡galno±ci w automacie ze stosem rz¦du 1. Mamy wi¦c
dane: zbiór puzzli T , wyró»nione puzzle c1, c2, r ∈ T , warunki V,H ⊆ T × T oraz sªowo wej±ciowe w. Powinni±my
skonstruowa¢ automat ze stosem rz¦du 1, który opisuje �reguªy� gry osi¡galno±ci. Stworzony automat powinien by¢
rozmiaru wielomianowego wzgl¦dem rozmiaru instancji gry osi¡galno±ci.

Gra osi¡galno±ci b¦dzie przebiegaªa w dwóch fazach. W pierwszej fazie gracze symuluj¡ gr¦ ukªadania puzzli,
zapisuj¡c stworzone uªo»enie puzzli na stosie. A wi¦c najpierw Adam odkªada na stos puzzel, który chce poªo»y¢ na
pierwsze pole pierwszego wiersza. Potem Ewa wstawia na stos kolejne puzzle ukªadane w pierwszym wierszu, które
musz¡ pochodzi¢ ze sªowa wej±ciowego. Nast¦pnie na stos wstawiany jest separator $. Dla kolejnych wierszy robimy to
samo, przy czym teraz ju» oczywi±cie Ewa nie wypisuje sªowa wej±ciowego, tylko dowolnie wybiera wstawiane puzzle.
Automat zapewnia, »e pomi¦dzy kolejnymi symbolami $ zostanie wyªo»onych dokªadnie |w| puzzli (mo»emy mie¢ |w|
stanów w automacie). Dodatkowo, w ka»dym momencie sprawdzamy, czy speªniony jest warunek �poziomy�, czyli
czy ka»da para kolejnych puzzli nale»y do zbioru H. Warunek V na razie ignorujemy. Je±li w którym± wierszu Ewa
wybierze puzzel r, to po zako«czeniu wiersza przechodzimy do drugiej fazy.

Faza druga odpowiedzialna jest za sprawdzenie warunku V . Powinno by¢ tak, »e je±li warunek V jest speªniony, to
wygra Ewa; natomiast je±li warunek V nie jest speªniony (czyli w pewnym momencie Ewa oszukaªa), to wygra Adam.
Wªasno±¢ t¡ mo»na ªatwo zapewni¢: po prostu pozwalamy Adamowi wskaza¢ miejsce na stosie, gdzie jego zdaniem jest
bª¡d. Mo»e on wi¦c zdj¡¢ ze stosu dowolnie wiele symboli i w pewnym momencie powiedzie¢: tu jest bª¡d. Wówczas
zapami¦tujemy jaki puzzel jest na szczycie stosu, zdejmujemy ze stosu |w|+ 1 symboli i odczytujemy ze szczytu stosu
jaki puzzel s¡siaduje w pionie ze wskazanym. Je±li wskazana para speªnia warunek V , to wygrywa Ewa, wpp. wygrywa
Adam.

Widzimy, »e je±li Ewa jest w stanie wygra¢ w grze ukªadania puzzli, to w pierwszej fazie gry osi¡galno±ci mo»e
po prostu symulowa¢ tamt¡ rozgrywk¦ i w drugiej fazie Adam nie b¦dzie w stanie wykry¢ bª¦du, Ewa wygra. Z kolei
je±li Adam wygrywa w grze ukªadania puzzli, a Ewa mimo to doprowadziªa do drugiej fazy w grze osi¡galno±ci (przy
optymalnej grze Adama), to w którym± momencie na pewno musiaª zosta¢ doªo»ony puzzel niepasuj¡cy w pionie;
Adam mo»e wi¦c wskaza¢ bª¡d w drugiej fazie i tym sposobem wygra¢.

Redukcja dla rz¦du 2

Tym razem chcemy zredukowa¢ gr¦ ukªadania puzzli rz¦du 2, która odbywa si¦ na planszy o wi¦kszej szeroko±ci,
konkretnie 2|w|. Je±li wprost zastosowaliby±my poprzedni¡ konstrukcj¦ do tego przypadku, dostaliby±my automat
rozmiaru wykªadniczego. Niezb¦dne jest bowiem liczenie, jak du»o puzzli zostaªo ju» poªo»one w danym wierszu, a
tak»e liczenie w fazie drugiej ile symboli zdj¦li±my ze stosu, gdy chcemy znale¹¢ t¦ sam¡ kolumn¦ w kolejnym wierszu.
Skoro jednak liczenie to nie mo»e by¢ realizowane przez automat, powierzymy je graczom.

Rozszerzymy w tym celu alfabet stosowy o dodatkowe symbole 0 i 1. W fazie pierwszej, przed wpisaniem ka»dego z
puzzli na stos przez którego± z graczy, Ewa wpisuje na stos licznik dªugo±ci |w|, korzystaj¡c z cyfr 0 i 1. Jest przy tym
sprawdzane przez automat, »e pierwszy licznik w wierszu zawiera same zera, a ostatni przed dolarem � same jedynki.
W �idealnej sytuacji� Ewa powinna przed kolejnymi puzzlami wypisywa¢ kolejne warto±ci licznika, od 0 do 2|w|− 1 (co
zapewniªoby, »e uªo»ony prostok¡t ma szeroko±¢ 2|w|); nie jest to jednak na razie sprawdzane przez automat. W fazie
pierwszej, tak jak poprzednio, korzystamy tylko z jednego stosu rz¦du 1.

Po fazie pierwszej nast¦puje faza druga, w której Adamma prawo wykazania (jednego) bª¦du w wypisanym uªo»eniu.
Bª¦dy mog¡ by¢ tym razem dwóch rodzajów.

• By¢ mo»e liczniki przypisane kolejnym puzzlom nie s¡ kolejnymi liczbami naturalnymi. Zobaczmy, »e zapisy
kolejnych liczb binarnych s¡ postaci w01k i w10k dla jakich± w i k. Zatem Adam po pierwsze wskazuje (wykonuj¡c
pewn¡ liczb¦ operacji pop1), który licznik jego zdaniem nie jest wi¦kszy o jeden od poprzedniego. Nast¦pnie mo»e
policzy¢ liczb¦ zer po ostatniej jedynce (ta liczba jest nie wi¦ksza ni» |w|, wi¦c automat mo»e j¡ zapami¦ta¢) i
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sprawdzi¢, »e jest taka sama, jak liczba jedynek po ostatnim zerze w poprzednim liczniku. Alternatywnie, mo»e
wybra¢ jedn¡ z pozycji przed ostatni¡ jedynk¡ (znowu, automat mo»e zapami¦ta¢, która to pozycja) i sprawdzi¢,
»e w poprzednim liczniku na tej pozycji jest inna cyfra.

• By¢ mo»e warunek V nie jest speªniony: puzzle w kolejnych wierszach nie pasuj¡ do siebie. Aby to wykaza¢,
Adam wykonuje pewn¡ liczb¦ operacji pop1, odsªaniaj¡c puzzel, który jego zdaniem nie pasuje do puzzla w
poprzednim wierszu. Caªy stos jest teraz kopiowany operacj¡ push2, a nast¦pnie zadaniem Ewy jest wskazanie
puzzla znajduj¡cego si¦ o jedno pole w gór¦. Ewa wykonuje w tym celu pewn¡ liczb¦ operacji pop1, przechodz¡c
przy tym przez dokªadnie jeden symbol $. Odsªania w ten sposób pewien puzzel w poprzednim wierszu (jednak
nie wiemy na razie, czy w odpowiedniej kolumnie). Je±li wskazane puzzle nie pasuj¡ do siebie w pionie, to
oczywi±cie jest bª¡d, Adam wygrywa. Je±li puzzle pasuj¡, to Adam ma jeszcze mo»liwo±¢ wykazania, »e warto±ci
licznika pod wskazanymi puzzlami ró»ni¡ si¦. W tym celu wybiera dowoln¡ pozycj¦ licznika znajduj¡cego si¦ na
szczycie stosu (zapami¦tujemy w stanie, która to pozycja i jaka cyfra si¦ na niej znajduje). Wykonujemy teraz
pop2, odsªaniaj¡c wcze±niej wskazany puzzel i licznik znajduj¡cy si¦ pod nim, przechodzimy w nim na t¦ sam¡
pozycj¦ i sprawdzamy, czy cyfra si¦ zgadza. Je±li si¦ zgadza, to wygrywa Ewa, wpp. Adam.

Podobnie jak poprzednio, powinno by¢ jasne, »e Ewa mo»e wygra¢ w grze ukªadania puzzli wtedy i tylko wtedy,
gdy mo»e wygra¢ w skonstruowanej grze osi¡galno±ci.

Redukcja dla rz¦du 3 i wy»szych

Naszkicujmy jeszcze rozwi¡zanie dla rz¦du 3. Tym razem szeroko±¢ prostok¡ta to exp2(|w|) = 22
|w|

. Widzimy, »e
dªugo±¢ licznika, który byªby w stanie pomie±ci¢ tak¡ liczb¦, to 2|w|. Musimy wi¦c tak»e numerowa¢ pozycje liczników.
W tym celu mamy dwa rodzaje cyfr: 01, 11 i 02, 12; nazwijmy je cyframi rz¦du jeden i cyframi rz¦du dwa. Gªówny
licznik korzysta z cyfr rz¦du 2. Jednak przed ka»d¡ cyfr¡ rz¦du 2 mamy |w| cyfr rz¦du jeden. Docelowo licznik rz¦du
1 numeruje pozycje licznika rz¦du 2, zapewniaj¡c, »e jest ich dokªadnie 2|w|.

W pierwszej fazie to znowu Ewa konstruuje te liczniki i zapisuje na stosie pod ka»dym puzzlem (jak poprzednio,
u»ywamy tylko jednego stosu rz¦du 1). W drugiej fazie Adam ma mo»liwo±¢ wskazania, »e liczniki zostaªy przez Ew¦
zapisane nieprawidªowo.

• Adam mo»e wskaza¢, »e kolejne liczniki rz¦du 1 nie zawieraj¡ kolejnych liczb; odbywa si¦ to jak poprzednio.

• Adam mo»e wskaza¢, »e kolejne liczniki rz¦du 2 nie zawieraj¡ kolejnych liczb. Jest to bardzo podobne do
sprawdzania w poprzedniej konstrukcji, czy kolejne wiersze puzzli pasuj¡ do siebie zgodnie z warunkiem V .

• Ponadto, Adam mo»e wskaza¢, »e puzzle znajduj¡ce si¦ nad sob¡ nie speªniaj¡ warunku V . W tym celu wybiera
jeden puzzel i robi push2, po czym Ewa wskazuje puzzel w poprzednim wierszu, który jej zdaniem znajduje si¦ w
tej samej kolumnie. Adam mo»e teraz wskaza¢ jedn¡ z pozycji licznika rz¦du 2, która jego zdaniem nie jest taka
sama, jak w liczniku pod wskazanym przez niego puzzlem. Robimy po tym push3 i pop2, odsªaniaj¡c pierwszy
puzzel, w którym Ewa mo»e wskaza¢ t¦ sam¡ pozycj¦ licznika rz¦du 2. Nadal nie wiemy, czy obaj gracze wskazali
te same pozycje licznika rz¦du 2, musimy porówna¢ liczniki rz¦du 1. Pozwalamy wi¦c Adamowi wskaza¢ jedn¡
pozycj¦ licznika rz¦du 1, na której, jego zdaniem, liczniki ró»ni¡ si¦ mi¦dzy sob¡. Teraz ju» mo»emy zapami¦ta¢
w stanie automatu, która to pozycja. Wykonujemy wi¦c pop3, przechodz¡c z powrotem do drugiego z liczników
rz¦du 1 i porównujemy cyfr¦ na tej zapami¦tanej pozycji.

Powy»sza konstrukcja w naturalny sposób uogólnia si¦ na wy»sze rz¦dy. Aby symulowa¢ gr¦ ukªadania puzzli
rz¦du n, potrzebujemy liczy¢ do expn−1(|w|), co mo»na zrealizowa¢ za pomoc¡ licznika rz¦du n − 1, którego pozycje
s¡ numerowane licznikami rz¦du n − 2, itd. Do sprawdzania, czy puzzle w kolejnych wierszach speªniaj¡ warunek V
potrzebujemy n-krotnie przechodzi¢ mi¦dzy dwoma miejscami na stosie rz¦du 1 stworzonym w pierwszej fazie; jest to
mo»liwe w automacie ze stosem rz¦du n.

Osi¡galno±¢

Na wykªadzie 7 pokazali±my, »e przedstawiony powy»ej problem mo»na rozwi¡za¢ w klasie (n − 1)-EXPTIME w
szczególnym przypadku, gdy rozwa»any automat na drzewach z trywialnym warunkiem akceptacji jest deterministyczny
z góry w dóª. Poka»emy teraz odpowiadaj¡ce temu ograniczenie dolne. Tak jak wcze±niej, trudno±¢ udowodnimy dla
ustalonego j¦zyka. B¦dzie to j¦zyk podobny do Ltt, ale rozwa»any nad alfabetem bez symbolu AND. Zatem alfabet
zawiera tylko symbole OR i tt, natomiast j¦zyk L′tt zawiera te drzewa, w których wyst¦puje symbol tt. Widzimy,
»e dopeªnienie tego j¦zyka (w drzewie s¡ same symbole OR) mo»na rozpozna¢ deterministycznym (z góry w dóª)
automatem z trywialnym warunkiem akceptacji, o jednym stanie.
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Nasz problem to innymi sªowy problem osi¡galno±ci: czy niedeterministyczny automat ze stosem rz¦du n mo»e
doj±¢ to ustalonego stanu (w którym wypisaªby tt). Jest to te» to samo, co problem niepusto±ci j¦zyka rozpoznawanego
przez taki automat (czy mog¦ doj±¢ do stanu akceptuj¡cego). My skupimy si¦ na automacie, który nic nie wczytuje
(nie wypisuje), a w którym tylko chcemy doj±¢ do ustalonego stanu.

Aby udowodni¢ (n− 1)-EXPTIME-trudno±¢ powy»szego problemu dla automatów rz¦du n (gdzie n ≥ 2), zreduku-
jemy do niego wcze±niej rozwa»any problem gier osi¡galno±ci dla automatów rz¦du n−1. Redukcja jest bardzo prosta:
nasz nowy automat A′ symuluje poprzedni automat A. Je±li w A jeste±my w stanie, w którym decyduje Ewa, to po
prostu decydujemy za ni¡. Je±li w A jeste±my w stanie Adama i s¡ np. dwa mo»liwe ruchy, to powinni±my zapewni¢,
»e po wykonaniu ka»dego z nich Ewa jest w stanie wygra¢. Wykonujemy zatem pierwszy ruch na oryginalnym stosie
rz¦du n−1, a drugi na jego kopii stworzonej operacj¡ pushn (dokªadniej robimy tak: odkªadamy opis pierwszego ruchu
na stos, robimy pushn, zdejmujemy opis ruchu, wykonujemy drugi ruch; gdy pó¹niej zobaczymy opis ruchu na szczycie
stosu, to go wykonujemy). Z kolei je±li uda si¦ doj±¢ do stanu docelowego, to wykonujemy popn. Akceptujemy, gdy
stos rz¦du n b¦dzie pusty (dokªadniej, gdy zobaczymy odpowiedni znacznik poªo»ony na pocz¡tku). W ten sposób,
zamiast rozgaª¦zia¢ nasze obliczenie w stanach Adama, symulujemy wszystkie mo»liwo±ci, odkªadaj¡c na stos rz¦du n
rzeczy do zrobienia pó¹niej (pami¦tajmy, »e symulujemy automat rz¦du n − 1). Powinno by¢ jasne, »e mo»na doj±¢
do stanu akceptuj¡cego w A′ wtedy i tylko wtedy, gdy w oryginalnej grze Ewa mo»e doj±¢ do stanu docelowego przy
wszystkich mo»liwych ruchach Adama. Korzystamy tutaj z faktu, »e drzewo (o sko«czonym rozgaª¦zieniu), w którym
ka»da gaª¡¹ jest sko«czona, ma sko«czenie wiele wierzchoªków.
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