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Dowody trudnosci

Wprowadzenie

Na poprzednich wykltadach rozwazaliémy nastepujacy problem: czy drzewo generowane przez dany automat ze stosem
rzedu n (rownowaznie: schemat rekurencyjny rzedu n lub AY-term o zloZonosci n) jest akceptowane przez dany
automat na drzewach. PodaliSmy n-krotnie wykladniczy algorytm rozwigzujacy ten problem. Teraz udowodnimy, ze
nasz problem jest n-EXPTIME-trudny.

W dowodzie skupimy si¢ na automatach ze stosem wyzszego rzedu. Rozwazany problem jest n-EXPTIME-trudny
nawet dla automatéw bez operacji collapse. W dodatku automat na drzewach bedzie ustalony i to nawet bardzo prosty.
Alfabet sktada sie z trzech symboli: OR (o randze 2), AND (o randze 2), tt (o randze 0). Akceptowany jezyk Ly to
najmniejszy zbiér drzew taki, ze:

e tt c Ltt;
] Jeéh tl € Ltt i tQ S Ltt; to ANDtl t2 S Ltt;
e jesli t1 € Ly oraz to jest dowolnym drzewem, to OR ¢yt € Ly i ORtaty € L.

Innymi stowy Ly to ,formuly prawdziwe” (w drzewie z Ly moga istnie¢ Sciezki nieskonczone, lecz do prawdy musi sie
da¢ dojs$¢ w skonczenie wielu krokach). Latwo rozpoznaé¢ powyzszy jezyk Ly automatem z ko-trywialnym warunkiem
akceptacji! — wystarczy jeden stan, przypisywany drzewom z Ly; jego przejscia definiujemy zgodnie z powyzsza definicja
zbioru Ly.

Zanim zaczniemy nasz dowo6d, upro§émy jeszcze troche nasz problem: bedziemy rozwazaé¢ gry osiggalnosci. W
problemie tym rozwazamy automat ze stosem rzedu n, ktory nic nie wezytuje (nic nie wypisuje). Nie wymagamy
determinizmu (moze by¢ wiele przej$¢ dla ustalonej pary: stan i symbol na stosie). Dodatkowo, stany automatu
rozdzielone sg miedzy dwoch graczy: Ewe i Adama. Jesli automat jest w stanie Ewy, to wlagnie ona wybiera jedno
z dozwolonych przej$¢; podobnie dla Adama. Dany jest takze zbior stanéw docelowych. Pytamy, czy Ewa moze tak
gra¢, aby w skoniczonym czasie doj$¢ do jednego ze stanéw docelowych, niezaleznie od ruchéw Adama.

Latwo zauwazy¢, ze problem z gra osiggalnosci tatwo mozemy zredukowa¢ do wczesniejszego problemu z jezykiem
L. Po prostu, jesli bedgc w stanie Ewy mamy dwa mozliwe przej$cia, to wypisujemy OR, wykonujac jedno z mozliwych
przej$¢ w jednym dziecku, a drugie w drugim (przy liczbie przej$¢ innej niz 2 wypisujemy odpowiednig liczbe symboli
OR bezposrednio po sobie). Dla Adama wypisujemy AND. W stanach docelowych wypisujemy tt. Widzimy, ze Ewa
moze wygra¢ wtedy i tylko wtedy, gdy wygenerowane drzewo nalezy do Ly;.

Niech expy(m) = m oraz exp,, | (m) = 2P (™),

Problem n-EXPTIME-trudny, ktory wykorzystamy w dowodzie, to nastepujaca ,,gra uktadania puzzli” rzedu n.
Dany jest zbior puzzli T z wyrdznionym puzzlami ¢y, co,r € T oraz warunki V, H C T x T méwiace, ktére puzzle pasuja
do siebie pionowo i poziomo. Dane jest takze stowo wejsciowe w € T*. Rozwazamy gre, w ktérej dwoje graczy wypelnia
prostokat puzzlami ze zbioru T' (kazdy puzzel moze zosta¢ wykorzystany dowolnie wiele razy). Prostokat ma szerokosé¢
exp,,_1 (Jw|). Gracze wypelniaja prostokat wiersz po wierszu, zaczynajac od gory. Dla kazdego wiersza najpierw Adam
wybiera jeden z puzzli ¢1, co i uklada w pierwszym polu wiersza. Nastepnie Ewa uzupelnia reszte wiersza dowolnie
wybranymi przez siebie puzzlami. Ewa wygrywa, jesli w ktéryms§ momencie (czyli dla pewnej wysokosci prostokata)
uda jej sie uzyskaé utozenie spetniajace warunki:

e w pierwszym wierszu, na pozycjach od drugiej do (|w| + 1)-szej, zapisane jest stowo wejsciowe w;>

e jesli puzzel v znajduje sie gdzie$ bezposrednio pod puzzlem u, to (u,v) € V;
e jesli puzzel v znajduje sie gdzie$ bezposrednio na prawo od puzzla u, to (u,v) € H;

e w ostatnim wierszu uzyty zostal puzzel r.

W problemie pytamy, czy Ewa moze wygraé, niezaleznie od ruchéw Adama.®

Nietrudno zobaczy¢, ze powyzszy problem jest n-EXPTIME-trudny. W tym celu musimy wiedzie¢, ze n-EXPTIME
= A-(n — 1)-EXPSPACE. Ta druga klasa zawiera problemy rozwiazywalne przez alternujace maszyny Turinga w
pamieci (n — 1)-krotnie wyktadniczej. Dzialanie takiej maszyny mozemy zakodowaé za pomoca problemu ukladania

LCho¢ bedziemy pracowaé z automatem z ko-trywialnym warunkiem akceptacji, automatycznie dostajemy takze trudno$é naszego
problemu dla automatéw z trywialnym warunkiem akceptacji. Wykona to z faktu, ze dopelnienie Lt jest rozpoznawane przez automat z
trywialnym warunkiem akceptacji, a klasa n-EXPTIME jest zamknieta na dopelnienie.

2Dla n = 1 jest tylko |w| pél, wiec np. ignorujemy ostatnia litere stowa wejéciowego.

3Niniejszy problem jest n-EXPTIME trudny nawet wowczas, gdy na wejéciu dane jest tylko stowo w, natomiast pozostale parametry sa
ustalone. Tutaj nie bedziemy jednak z tego korzystac.
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puzzli. Wiersze prostokata beda odpowiadaly kolejnym konfiguracjom maszyny Turinga. W definicji alternujacej
maszyny Turinga réwniez pojawia sie gra miedzy Adamem i Ewg, podobnie jak w naszym problemie uktadania puzzli.
Dopracowanie szczegotow kodowania pozostawiamy jako ¢wiczenie. Zwro¢my jednak uwage na jeden szczegol: moéwiac
o pamieci (n—1)-krotnie wyktadniczej, mamy na mysli pamie¢ o rozmiarze exp,,_; (p(|w]|)), gdzie w to stowo wejsciowe,
a p jest pewnym ustalonym wielomianem. Natomiast w problemie ukitadania puzzli mamy do dyspozycji jedynie
exp,,_1 (Jw'|) pol, gdzie w’ to stowo wejsciowe (czyli tym razem bez wielomianu w wykladniku). Nie jest to jednak
problemem: jako w’, czyli jako stowo wejsciowe do problemu ukladania puzzli, mozemy podaé stowo dtugosci p(Jwl),
zawierajace na poczatku stowo w, a nastepnie odpowiednie symbole (blanki) — w ten sposob bedziemy mogli zmiescié¢
cala potrzebna pamieé¢ w dostepnym prostokacie.

Redukcja dla rzedu 1

Chcemy zredukowa¢ gre uktadania puzzli rzedu 1 do gry osiagalnosci w automacie ze stosem rzedu 1. Mamy wiec
dane: zbidr puzzli T, wyréznione puzzle ci,co,r € T, warunki V. H C T x T oraz stowo wejéciowe w. Powinnismy
skonstruowaé¢ automat ze stosem rzedu 1, ktory opisuje ,reguly” gry osiagalnosci. Stworzony automat powinien by¢
rozmiaru wielomianowego wzgledem rozmiaru instancji gry osiagalnosci.

Gra osiagalnosci bedzie przebiegala w dwoch fazach. W pierwszej fazie gracze symuluja gre uktadania puzzli,
zapisujac stworzone ulozenie puzzli na stosie. A wiec najpierw Adam odklada na stos puzzel, ktory chce polozyé na
pierwsze pole pierwszego wiersza. Potem Ewa wstawia na stos kolejne puzzle ukladane w pierwszym wierszu, ktore
muszg pochodzi¢ ze stowa wejsciowego. Nastepnie na stos wstawiany jest separator $. Dla kolejnych wierszy robimy to
samo, przy czym teraz juz oczywiscie Ewa nie wypisuje stowa wejsciowego, tylko dowolnie wybiera wstawiane puzzle.
Automat zapewnia, ze pomiedzy kolejnymi symbolami $ zostanie wylozonych doktadnie |w| puzzli (mozemy mieé¢ |w|
stanéw w automacie). Dodatkowo, w kazdym momencie sprawdzamy, czy spelniony jest warunek ,poziomy”, czyli
czy kazda para kolejnych puzzli nalezy do zbioru H. Warunek V' na razie ignorujemy. Jesli w ktéryms wierszu Ewa
wybierze puzzel r, to po zakoniczeniu wiersza przechodzimy do drugiej fazy.

Faza druga odpowiedzialna jest za sprawdzenie warunku V. Powinno by¢ tak, ze jesli warunek V jest spelniony, to
wygra Ewa; natomiast jesli warunek V' nie jest speliony (czyli w pewnym momencie Ewa oszukala), to wygra Adam.
Wtiasno$¢ ta mozna tatwo zapewnié: po prostu pozwalamy Adamowi wskaza¢ miejsce na stosie, gdzie jego zdaniem jest
btad. Moze on wiec zdjaé ze stosu dowolnie wiele symboli i w pewnym momencie powiedzieé: tu jest blad. Woéwczas
zapamietujemy jaki puzzel jest na szczycie stosu, zdejmujemy ze stosu |w| + 1 symboli i odczytujemy ze szczytu stosu
jaki puzzel sasiaduje w pionie ze wskazanym. Jesdli wskazana para spelnia warunek V', to wygrywa Ewa, wpp. wygrywa
Adam.

Widzimy, ze jesli Ewa jest w stanie wygra¢ w grze ukladania puzzli, to w pierwszej fazie gry osiagalnosci moze
po prostu symulowaé¢ tamtag rozgrywke i w drugiej fazie Adam nie bedzie w stanie wykry¢ btedu, Ewa wygra. Z kolei
jesli Adam wygrywa w grze uktadania puzzli, a Ewa mimo to doprowadzita do drugiej fazy w grze osiagalnosci (przy
optymalnej grze Adama), to w ktérym$§ momencie na pewno musial zosta¢ dotozony puzzel niepasujacy w pionie;
Adam moze wiec wskazaé btad w drugiej fazie i tym sposobem wygrac.

Redukcja dla rzedu 2

Tym razem chcemy zredukowaé gre ukladania puzzli rzedu 2, ktéra odbywa sie na planszy o wiekszej szerokosci,
konkretnie 21!, Jesli wprost zastosowaliby$émy poprzednia konstrukcje do tego przypadku, dostaliby$my automat
rozmiaru wyktadniczego. Niezbedne jest bowiem liczenie, jak duzo puzzli zostalo juz polozone w danym wierszu, a
takze liczenie w fazie drugiej ile symboli zdjeliSmy ze stosu, gdy chcemy znalezé te sama kolumne w kolejnym wierszu.
Skoro jednak liczenie to nie moze by¢ realizowane przez automat, powierzymy je graczom.

Rozszerzymy w tym celu alfabet stosowy o dodatkowe symbole 01 1. W fazie pierwszej, przed wpisaniem kazdego z
puzzli na stos przez ktoregos z graczy, Ewa wpisuje na stos licznik dlugosci |w|, korzystajac z cyfr 01 1. Jest przy tym
sprawdzane przez automat, ze pierwszy licznik w wierszu zawiera same zera, a ostatni przed dolarem — same jedynki.
W ,jidealnej sytuacji” Ewa powinna przed kolejnymi puzzlami wypisywac kolejne wartosci licznika, od 0 do 2/l — 1 (co
zapewniloby, ze utozony prostokat ma szerokosé 2/*!); nie jest to jednak na razie sprawdzane przez automat. W fazie
pierwszej, tak jak poprzednio, korzystamy tylko z jednego stosu rzedu 1.

Po fazie pierwszej nastepuje faza druga, w ktorej Adam ma prawo wykazania (jednego) btedu w wypisanym ulozeniu.
Btedy moga by¢ tym razem dwoch rodzajow.

e By¢ moze liczniki przypisane kolejnym puzzlom nie sa kolejnymi liczbami naturalnymi. Zobaczmy, ze zapisy
kolejnych liczb binarnych sa postaci w01* i w10* dla jakich$ w i k. Zatem Adam po pierwsze wskazuje (wykonujac
pewna liczbe operacji pop; ), ktory licznik jego zdaniem nie jest wiekszy o jeden od poprzedniego. Nastepnie moze
policzy¢ liczbe zer po ostatniej jedynce (ta liczba jest nie wieksza niz |w|, wiec automat moze ja zapamietac) i
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sprawdzi¢, ze jest taka sama, jak liczba jedynek po ostatnim zerze w poprzednim liczniku. Alternatywnie, moze
wybraé jedna z pozycji przed ostatnia jedynka (znowu, automat moze zapamietac, ktéra to pozycja) i sprawdzic,
ze w poprzednim liczniku na tej pozycji jest inna cyfra.

e By¢ moze warunek V nie jest speliony: puzzle w kolejnych wierszach nie pasuja do siebie. Aby to wykazac,
Adam wykonuje pewna liczbe operacji pop;, odstaniajac puzzel, ktory jego zdaniem nie pasuje do puzzla w
poprzednim wierszu. Caly stos jest teraz kopiowany operacja push,, a nastepnie zadaniem Ewy jest wskazanie
puzzla znajdujacego sie o jedno pole w gore. Ewa wykonuje w tym celu pewna liczbe operacji pop;, przechodzac
przy tym przez dokladnie jeden symbol $. Odstania w ten sposéb pewien puzzel w poprzednim wierszu (jednak
nie wiemy na razie, czy w odpowiedniej kolumnie). Jesli wskazane puzzle nie pasuja do siebie w pionie, to
oczywiscie jest blad, Adam wygrywa. Jesli puzzle pasuja, to Adam ma jeszcze mozliwos¢ wykazania, ze wartosci
licznika pod wskazanymi puzzlami r6znig sie. W tym celu wybiera dowolng pozycje licznika znajdujacego sie na
szczycie stosu (zapamietujemy w stanie, ktora to pozycja i jaka cyfra sie na niej znajduje). Wykonujemy teraz
pop,y, odstaniajac wczesniej wskazany puzzel i licznik znajdujacy sie¢ pod nim, przechodzimy w nim na te sama
pozycje i sprawdzamy, czy cyfra sie zgadza. Jesli sie zgadza, to wygrywa Ewa, wpp. Adam.

Podobnie jak poprzednio, powinno by¢ jasne, ze Ewa moze wygra¢ w grze ukladania puzzli wtedy i tylko wtedy,
gdy moze wygra¢ w skonstruowanej grze osiagalnosci.

Redukcja dla rzedu 3 i wyzszych

Naszkicujmy jeszcze rozwiazanie dla rzedu 3. Tym razem szeroko$¢ prostokata to exps(|w]) = 221"l Widzimy, ze
dtugosc licznika, ktory bytby w stanie pomiesci¢ taka liczbe, to 2/, Musimy wiec takze numerowaé pozycje licznikow.
W tym celu mamy dwa rodzaje cyfr: 01,17 i 02, 12; nazwijmy je cyframi rzedu jeden i cyframi rzedu dwa. Glowny
licznik korzysta z cyfr rzedu 2. Jednak przed kazdg cyfra rzedu 2 mamy |w| cyfr rzedu jeden. Docelowo licznik rzedu
1 numeruje pozycje licznika rzedu 2, zapewniajac, ze jest ich doktadnie 2/*I.

W pierwszej fazie to znowu Ewa konstruuje te liczniki i zapisuje na stosie pod kazdym puzzlem (jak poprzednio,
uzywamy tylko jednego stosu rzedu 1). W drugiej fazie Adam ma mozliwos¢ wskazania, ze liczniki zostalty przez Ewe
zapisane nieprawidtowo.

e Adam moze wskaza¢, ze kolejne liczniki rzedu 1 nie zawieraja kolejnych liczb; odbywa sie to jak poprzednio.

e Adam moze wskazaé, ze kolejne liczniki rzedu 2 nie zawieraja kolejnych liczb. Jest to bardzo podobne do
sprawdzania w poprzedniej konstrukeji, czy kolejne wiersze puzzli pasuja do siebie zgodnie z warunkiem V.

e Ponadto, Adam moze wskazaé, ze puzzle znajdujace sie nad sobg nie spetniajg warunku V. W tym celu wybiera
jeden puzzel i robi pushy, po czym Ewa wskazuje puzzel w poprzednim wierszu, ktory jej zdaniem znajduje sie¢ w
tej samej kolumnie. Adam moze teraz wskazac¢ jedng z pozycji licznika rzedu 2, ktéra jego zdaniem nie jest taka
sama, jak w liczniku pod wskazanym przez niego puzzlem. Robimy po tym pushs i pop,, odstaniajac pierwszy
puzzel, w ktérym Ewa moze wskazaé te sama pozycje licznika rzedu 2. Nadal nie wiemy, czy obaj gracze wskazali
te same pozycje licznika rzedu 2, musimy poréwnac liczniki rzedu 1. Pozwalamy wiec Adamowi wskazaé jedng
pozycje licznika rzedu 1, na ktoérej, jego zdaniem, liczniki r6znig sie miedzy soba. Teraz juz mozemy zapamietac
w stanie automatu, ktéra to pozycja. Wykonujemy wiec pops, przechodzac z powrotem do drugiego z licznikéw
rzedu 1 i poréwnujemy cyfre na tej zapamietanej pozycji.

Powyzsza konstrukcja w naturalny sposob uogoélnia sie na wyzsze rzedy. Aby symulowaé gre ukladania puzzli
rzedu n, potrzebujemy liczy¢ do exp,,_;(Jw|), co mozna zrealizowaé¢ za pomoca licznika rzedu n — 1, ktorego pozycje
sa numerowane licznikami rzedu n — 2, itd. Do sprawdzania, czy puzzle w kolejnych wierszach spelniaja warunek V
potrzebujemy n-krotnie przechodzi¢ miedzy dwoma miejscami na stosie rzedu 1 stworzonym w pierwszej fazie; jest to
mozliwe w automacie ze stosem rzedu n.

Osiggalnosé

Na wykladzie 7 pokazali$émy, ze przedstawiony powyzej problem mozna rozwigza¢ w klasie (n — 1)-EXPTIME w
szczegblnym przypadku, gdy rozwazany automat na drzewach z trywialnym warunkiem akceptacji jest deterministyczny
z gory w dot. Pokazemy teraz odpowiadajace temu ograniczenie dolne. Tak jak wczedniej, trudnosé udowodnimy dla
ustalonego jezyka. Bedzie to jezyk podobny do Ly, ale rozwazany nad alfabetem bez symbolu AND. Zatem alfabet
zawiera tylko symbole OR i tt, natomiast jezyk Lj, zawiera te drzewa, w ktorych wystepuje symbol tt. Widzimy,
ze dopekienie tego jezyka (w drzewie sa same symbole OR) mozna rozpoznaé deterministycznym (z gory w do?)
automatem z trywialnym warunkiem akceptacji, o jednym stanie.
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Nasz problem to innymi stowy problem osiggalnoSci: czy niedeterministyczny automat ze stosem rzedu n moze
dojs¢ to ustalonego stanu (w ktorym wypisatby tt). Jest to tez to samo, co problem niepustosci jezyka rozpoznawanego
przez taki automat (czy moge doj$¢ do stanu akceptujacego). My skupimy sie na automacie, ktory nic nie wezytuje
(nie wypisuje), a w ktorym tylko chcemy doj$é do ustalonego stanu.

Aby udowodnié¢ (n — 1)-EXPTIME-trudnosé powyzszego problemu dla automatéw rzedu n (gdzie n > 2), zreduku-
jemy do niego wczesniej rozwazany problem gier osiagalnosci dla automatéw rzedu n — 1. Redukcja jest bardzo prosta:
nasz nowy automat A’ symuluje poprzedni automat A. Jesli w A jesteSmy w stanie, w ktérym decyduje Ewa, to po
prostu decydujemy za nig. Jesli w A jesteSmy w stanie Adama i sa np. dwa mozliwe ruchy, to powinni§my zapewnic,
ze po wykonaniu kazdego z nich Ewa jest w stanie wygra¢. Wykonujemy zatem pierwszy ruch na oryginalnym stosie
rzedu n — 1, a drugi na jego kopii stworzonej operacja push,, (doktadniej robimy tak: odkladamy opis pierwszego ruchu
na stos, robimy push,,, zdejmujemy opis ruchu, wykonujemy drugi ruch; gdy p6zniej zobaczymy opis ruchu na szczycie
stosu, to go wykonujemy). Z kolei jesli uda sie dojsé¢ do stanu docelowego, to wykonujemy pop,,. Akceptujemy, gdy
stos rzedu n bedzie pusty (dokladniej, gdy zobaczymy odpowiedni znacznik polozony na poczatku). W ten sposob,
zamiast rozgaltezia¢ nasze obliczenie w stanach Adama, symulujemy wszystkie mozliwosci, odktadajac na stos rzedu n
rzeczy do zrobienia pdzniej (pamietajmy, ze symulujemy automat rzedu n — 1). Powinno by¢ jasne, ze mozna dojsé
do stanu akceptujacego w A’ wtedy i tylko wtedy, gdy w oryginalnej grze Ewa moze dojsé do stanu docelowego przy
wszystkich mozliwych ruchach Adama. Korzystamy tutaj z faktu, ze drzewo (o skoniczonym rozgaltezieniu), w ktérym
kazda gataz jest skoniczona, ma skoriczenie wiele wierzchotkow.



