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niektore liczby tatwiej zapamietac niz inne...
(to zalezy nie tylko od wielkosci liczby)
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niektore liczby tatwiej zapamietac niz inne...
(to zalezy nie tylko od wielkosci liczby)
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wybrana ksiega ,,Pana Tadeusza”

10 stron ,losowych” symboli



Jakie pojecia matematyczne kryjg sie za tym zjawiskiem?

niektore liczby mozna opisac znacznie krocej
niz podajgc ich rozwiniecia dziesietne

ztozonosc liczby = dtugosc¢ najkrotszego opisu



Jakie pojecia matematyczne kryjg sie za tym zjawiskiem?

niektore liczby mozna opisac znacznie krocej
niz podajgc ich rozwiniecia dziesietne

ztozonosc liczby = dtugosc¢ najkrotszego opisu

najmniejsza liczba, ktorej nie da sie
opisacC w jezyku polskim co najwyze]
trzydziestoma stowami = 7?77

(paradoks Berry'ego)



najmniejsza liczba, ktorej nie da sie

opisac w jezyku polskim co najwyzej

trzydziestoma stowami = 7?77
(paradoks Berry'ego)

niezbedne jest wprowadzenie ,nhotacji’

ldea Kotmogorowa:
ztozonosc liczby = diugosc¢ najkrotszego programu
wypisujgcego tg liczbe

np. w jezyku Pascal

* bez znaczenia czy to liczba, czy napis, czy program, czy cigg 01 1...
* program + wejscie do programu



ztozonosc liczby = dtugos¢ najkrotszego programu
wypisujgcego tg liczbe

najmniejsza liczba, ktorej nie da sie wygenerowac
programem w Pascalu dtugosci co najwyzej 3000

2777



ztozonosc liczby = dtugos¢ najkrotszego programu
wypisujgcego tg liczbe

najmniejsza liczba, ktorej nie da sie wygenerowac
programem w Pascalu dtugosci co najwyzej 3000 = ?77?

dlaczego nie da sie je] wygenerowac w Pascalu
programem ditugosci <=30007

a taki program?
,zasymuluj wszystkie programy dtugosci <=3000,
one wypiszg jakies liczby, wez najmniejszg niewypisang”



ztozonosc liczby = dtugos¢ najkrotszego programu
wypisujgcego tg liczbe

najmniejsza liczba, ktorej nie da sie wygenerowac
programem w Pascalu dtugosci co najwyzej 3000 = ?77?

dlaczego nie da sie je] wygenerowac w Pascalu
programem ditugosci <=30007

a taki program?
,zasymuluj wszystkie programy dtugosci <=3000,
one wypiszg jakies liczby, wez najmniejszg niewypisang”

problem: niektore programy sie nie zatrzymajg
(program dziata bardzo dtugo - czy juz sie zawiesit,
czy obliczenia skonczg sie po dtugim czasie?)



Whniosek: Nie istnieje program, ktory bierze na wejsciu
program P i stwierdza, czy program P zakonczy sie.

(problem stopu)

gdyby istniat, dostalibysmy sprzecznos¢



lle najwyzej wynosi ztozonos¢ liczby x?



lle najwyzej wynosi ztozonos¢ liczby x?

ztozonosé(x) < x+stata

Zawsze mozna uzy¢ programu ,print x”



Jaki jezyk programowania wybrac¢ do definicji?

ztoz, __(liczba) = dtugosc najkrotszego programu

w Pascalu wypisujgcego tg liczbe

asca

ztoz_, (liczba) = dtugosc najkrotszego programu
w C++ wypisujgcego tg liczbe

ztoz __ (liczba) = dtugosc najkrotszego programu
w Java wypisujgcego tg liczbe

Jak te wartosci majg sie do siebie?



Jaki jezyk programowania wybrac¢ do definicji?

Istnieje stata taka, ze dla kazdego x

| ztoz, __ (X)-ztoz__ (X) | < stata

asca

Dowaod:
W C++ mozemy napisac interpreter Pascala

| dotgczy€ program w Pascalu.
(,stata” to rozmiar tego interpretera)

Zatem: wybor jezyka programowania (prawie) nie ma znaczenia



definicja:
ztozonosc liczby = dtugos¢ najkrotszego programu
w Pascalu wypisujgcego tg liczbe

byto:
» Zl0zONOSC(X) < x+stata
« wartosc ztozonosci niewiele zalezy od jezyka programowania
* nie istnieje program, ktory bierze na wejsciu
program P i stwierdza, czy program P zakonczy sie



definicja:
ztozonosc liczby = dtugos¢ najkrotszego programu
w Pascalu wypisujgcego tg liczbe

byto:
» Zl0zONOSC(X) < x+stata
« wartosc ztozonosci niewiele zalezy od jezyka programowania
* nie istnieje program, ktory bierze na wejsciu
program P i stwierdza, czy program P zakonczy sie

Czy istnieje program, ktory dla danej liczby x
wyznacza jej ztozonosc?



Czy istnieje program, ktéry dla danej liczby x
wyznacza jej ztozonosc?

NIE!

Dowaod:

gdyby istniat, to dla danego n moglibysmy znalezcC
najmniejszg (w porzadku ,wojskowym”) liczbe x,
ktora ma ztozonosc¢ n (sprawdzajac kolejne liczby).

Ale to znaczy, ze ma ona ztozonos¢ okoto log(n).



definicja:
ztozonosc liczby = dtugos¢ najkrotszego programu
w Pascalu wypisujgcego tg liczbe

byto:
» Zl0zONOSC(X) < x+stata
« wartosc ztozonosci niewiele zalezy od jezyka programowania
* nie istnieje program, ktory bierze na wejsciu
program P i stwierdza, czy program P zakonczy sie
* nie istnieje program, ktory dla danej liczby x
wyznacza jej ztozonoscC



Stata Chaitina



Stata Chaitina

Q= 2 2"

P zatrzymuje sie

tzn. losujemy dowolny (nieskonczony) cigg znakow,
jakie jest prawdopodobienstwo ze na poczatku jest
poprawny sktadniowo program, ktory sie zatrzyma

zatozenia techniczne:

» zatdbzmy, ze te programy nic nie wczytujg (operacja odczytu nie istnieje)
« w tej sumie uwzgledniamy tylko programy, ktore sie poprawnie kompilujg
» bezprefiksowosg: jesli v jest poprawnym programem, to vw nie jest



Stala Chaitina: 2 = Y. 277"

P zatrzymuje sie

Co 0 niej wiemy?
e liczba ta jest mocno ,losowa”
e gdybysmy jg znali, to moglibysmy rozwigzac problem stopu

(oczywiscie konkretna wartosc liczby Q
zalezy od jezyka programowania)



Stala Chaitina: 2 = Y. 277"

P zatrzymuje sie

gdybysmy jg znali, to moglibysmy rozwigzac problem stopu
tzn. istnieje program, ktory

* wczytuje program P

- wezytuje pierwsze n=|P| cyfrw. w_...w_liczby Q2

e stwierdza, czy P zatrzymuje sie.



Stala Chaitina: 2 = Y. 277"

P zatrzymuje sie

gdybysmy jg znali, to moglibySmy rozwigzac¢ problem stopu
tzn. istnieje program, ktory

* wczytuje program P

- wezytuje pierwsze n=|P| cyfrw. w_...w_liczby Q2

e stwierdza, czy P zatrzymuje sie.

Dowdd (algorytm):

» uruchamiamy program P (jesli sie zatrzyma wypisz TAK)

* rOwnoczesnie uruchamiamy wszystkie inne programy;
niech S to zbiodr tych ktore juz sie zatrzymaty;

wypisz NIE jesli 0. W1W2...Wn<z 5l

ves



Stata Chaitina: {2 ruchem ,,zygzékowym”

p, - 6 krokow
gdyby$my ja znali, tomc P2~ i irof’w 1 stopu
tzn. istnieje program, ktd Ps - ; krok(,)w
» wczytuje program P Py = o KTOKOW
. wczytuje pierwsze n=|f  Ps -2 krokow

: - 1 krokow
e stwierdza, czy P zatrzy Ps

Dowdd (algorytm):

» uruchamiamy program P (jesli sie zatrzyma wypisz TAK)

* rOwnoczesnie uruchamiamy wszystkie inne programy;
niech S to zbiodr tych ktore juz sie zatrzymaty;

wypisz NIE jesli 0. W1W2...Wn<z 5l

ves



tzn. istnieje program, ktory
e wczytuje program P
- wezytuje pierwsze n=|P| cyfrw. w_...w_liczby Q

e stwierdza, czy P zatrzymuje sie.

Dowdd (algorytm):

e uruchamiamy program P (jesli sie zatrzyma wypisz TAK)

e rownoczesnie uruchamiamy wszystkie inne programy;
niech S to zbior tych ktore juz sie zatrzymaty;

wypisz NIE jesli 0. w,w <Y 5

ves

Dlaczego odpowiedz NIE jest prawidtowa?
bo jesli jesli P sie zatrzymuje, to 2 jest wieksza jeszcze o0 2™

Dlaczego ktorys z tych przypadkow zajdzie?
bo powyzsza nierownosc¢ na pewno zachodzi

dla pewnego skonczonego zbioru S
(sume nieskonczong mozna dowolnie przyblizy¢ sumami skonczonymi)



Stala Chaitina: 2 = Y. 277"

P zatrzymuje sie

liczba ta jest mocno ,losowa™

Niech w w_..w_to pierwsze n cyfr liczby (2.

ztozonosc(w w,...w ) 2 n-stata

(czyli nie da sie jej sprytnie wyliczy¢, mozna jg jedynie zapamietac)



Stala Chaitina: 2 = Y. 277"

P zatrzymuje sie

ztozonosc(w w,...w ) 2 n-stata (2 jest mocno ,losowa”)

Dowaod:

Mamy program, rozmiaru (ztozonosc(w w....w )+stata) generujacy

liczbe o ztozonosci co najmnigj n:

1) wygeneruj Q2 =0.w. w_...w_

2) uruchamiaj rownoczesnie wszystkie programy (,zygzak”),
zapamietuj (S) programy, ktore sie zakonczyty, i ich wyjscia

3) jesli Q2 < Z 27" to WYPpIisSz najmniejszg nie wypisanag liczbe X;

ves

widzimy, ze ztozonos¢(X)=n



Stala Chaitina: 2 = Y. 277"

P zatrzymuje sie

ztozonosc(w w,...w ) 2 n-stata (2 jest mocno ,losowa”)

Whniosek:

kazde skonczone stowo ustalonej dtugosci
pojawia sie w (2 tak samo czesto

(wpp moglibysmy skompresowac)



Stala Chaitina: 2 = Y. 277"

P zatrzymuje sie

(prawdopodobienstwo, ze losowy program zatrzyma sie)

Co 0 niej wiemy?
* liczba ta jest mocno ,losowa”
e gdybysmy jg znali, to moglibysmy rozwigzac problem stopu



Wylosujmy program - co on wypisze?

p(y)=é 2, 2"

Pwypisuje y

(prawdopodobienstwo, ze losowy zatrzymujgcy sie program wypisze vy)



Wylosujmy program - co on wypisze?

p(y)=é 2, 2"

Pwypisuje y

(prawdopodobienstwo, ze losowy zatrzymujgcy sie program wypisze vy)

Okazuje sie, ze

|
p(y)N 2zioz°0n0§é(y)

Doktadniej: istnieje stata c, ze dla dowolnego y
ztozonosc(y)-c<-log_p(y)<ztozonosc(y)+c



Uniwersalny test Martina-Lofa

test mierzy jak dziwny jest cigg - zwraca liczbe ,,dziwactw”
typowy ciag to taki, ktory nalezy do kazdej rozsadnej wiekszosci,
czyli ma niewiele ,dziwactw”

Def. Test to funkcja 6:(0+1)* —IN taka, ze
||w€(0—|—1)":5(w)>m}|< ]
2" 2"
oraz ze istnieje program wypisujgcy wszystkie
pary (m,x) takie, ze 6(x)=m

Przyktadowy test: 6(x) = od ilu jedynek zaczyna sie cigg x
(tylko co 2™-ty cigg zaczyna sie od >m jedynek)



Uniwersalny test Martina-Lofa

test mierzy jak dziwny jest cigg - zwraca liczbe ,,dziwactw”
typowy ciag to taki, ktory nalezy do kazdej rozsadnej wiekszosci,
czyli ma niewiele ,dziwactw”

Def. Test to funkcja 6:(0+1)* —IN taka, ze
||w€(0—|—1)":5(w)>m“< ]
2" 2"
oraz ze istnieje program wypisujacy wszystkie
pary (m,x) takie, ze 6(x)=m

Moglibysmy sie spodziewac, ze
dla réznych wtasnosci testy bedg rozne.

Tymczasem istnieje test uniwersalny!



Uniwersalny test Martina-Lofa

Istnieje test uniwersalny §°
czyli taki, ze dla kazdego testu 6 istnieje stata ¢, ze dla kazdego ciagu X

5°(x)26(x)-C



Uniwersalny test Martina-Lofa

Istnieje test uniwersalny §°
czyli taki, ze dla kazdego testu 6 istnieje stata ¢, ze dla kazdego ciagu X

5°(x)26(x)-C

Dowdd
Uruchom réwnoczesnie wszystkie mozliwe programy (,,zygzak™).

Dla kazdego zapamietaj wypisane dotychczas pary (m,Xx).
Jesli pary dotychczas wypisane przez k-ty program spetniajg
warunek testu, to wypisz pare (m-k,x)



Wzgledna ztozonos¢ Kotmogorowa

K(x]y) = jak dtugi jest najkrotszy program wypisujacy X,
jesli na wejsciu dostanie y



Wzgledna ztozonos¢ Kotmogorowa

K(x]y) = jak dtugi jest najkrotszy program wypisujacy X,
jesli na wejsciu dostanie y

Oczywiscie K(x|y)<K(x)<K(y)+K(x]y)



ZtozonosSc Kotmogorowa a test uniwersalny

Okazuje sie, ze nastepujgca funkcja jest testem uniwersalnym:
5°(x)=Ix|-K(x|Ix])



ZtozonosSc Kotmogorowa a test uniwersalny

Okazuje sie, ze nastepujgca funkcja jest testem uniwersalnym:
5°(x)=Ix|-K(x|Ix])

Dowdd
Dlaczego da sie jg obliczac?

Uruchamiamy (wspotbieznie) kazdy program P

dajgc mu na wejscie kazdg liczbe n.

Jesli wypisze cigg x dtugosci n to wiemy, ze K(x||x|)<|P|;
mozemy wiec wypisac pare (|x|-|P|, X) oznaczajaca, ze 5"(x)2|x|-|P|.



ZtozonosSc Kotmogorowa a test uniwersalny
Okazuje sie, ze nastepujgca funkcja jest testem uniwersalnym:
5°(x)=Ix|-K(x|Ix])

Dowdd
Da sie jg obliczac.

Dlaczego mato jest ciggow, dla ktorych wychodzi duza wartosc?

Liczba ciggdéw takich, ze |x|-K(x||x|)2m (tzn. K(x]||x])<|x|-m)
nie moze byC wiecej niz programow dtugosci |[x|-m
tzn. 2K



ZtozonosSc Kotmogorowa a test uniwersalny

Okazuje sie, ze nastepujgca funkcja jest testem uniwersalnym:
5°(x)=Ix|-K(x|Ix])

Dowdd

Da sie jg obliczac.
Mato jest ciggow, dla ktorych wychodzi duza wartosc.

Dlaczego dobrze symuluje dowolny test 67

Wystarczy pokazac, ze K(x||X|)s|x|-0(x)+stata (stata moze zalezeé od §)
Rozwazmy zbior A={z:6(z)=5(x), |z|=|x|}.

Znajac |x| oraz 6(x) mozemy wyliczycC elementy A

(za pomocg programu liczgcego 9).

Niech s bedzie numerem x w tym wyliczeniu.

Elementéw A jest mato - najwyzej 2%

Wystarczy wiec zapamietac liczbe s (jej dlugos¢ daje nam tez §(x)).



Dziekuje za uwage
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