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Streszczenie
Rozwazany jest nastepujacy problem: sprawdzié, czy dany uklad réwnan ma rozwiazanie

w kazdej przemiennej pélgrupie skonczonej. Pokazano, ze ten problem jest rozstrzygalny i
NP-zupetny.
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Rozdzial 1

Wstep

Istnieja co najmniej dwa problemy zwigzane z rozwigzywaniem ukladéw réwnan w potgru-
pach. Pierwszym z nich jest rozwiazywanie uktadu réwnan w danej potgrupie wolnej. Algo-
rytm rozstrzygajacy to zagadnienie zostal podany przez Makanina [6]. Drugim jest rozwia-
zywanie ukladu réwnan w danej polgrupie skonczonej [5].

Innym interesujacym problemem jest sprawdzanie, czy uklad réwnan jest spelniony we
wszystkich potgrupach na raz. Jednak mozna tatwo pokazaé, ze uktad rownan majacy rozwia-
zanie w poélgrupie wolnej, ma réwniez rozwiazanie w kazdej innej pétgrupie. W tym sensie dla
rownan pélgrupa wolna jest najtrudniejsza z poétgrup, czyli algorytm Makanina rozstrzyga
rowniez ten problem. Natomiast dla pélgrup skonczonych ten argument juz nie przechodzi.
Istnieja uktady, ktére majg rozwiazania we wszystkich pétgrupach skonczonych, ale nie w
poélgrupie wolnej. Dla przyktadu w pélgrupie skoniczonej, gdy dowolny element dodajemy do
siebie wiele razy, to otrzymywane wyniki zaczng sie powtarzaé, co moze powodowaé istnienie
rozwiazania, ktérego by nie bylo w pélgrupie wolnej. Tym sposobem tatwo mozna pokazaé,
ze w kazdej pélgrupie skonczonej istnieje element idempotentny (tzn. rozwiazanie réwna-
nia x + x = z). To réwnianie nie ma rozwigzania w polgrupie wolnej (bez stéw pustych).
Rozwiazywanie innych réwnan bedzie uogélnieniem tej obserwacji.

Dokladniej, nastepujacy problem bedzie rozwazony: Dla danego uktadu réwnan (ze zmien-
nymi i wspolezynnikami) rozstrzygnij, czy w kazdej potgrupie skonczonej i dla kazdego war-
tosciowania wspolczynnikéw w tej pdlgrupie istnieje jego rozwigzanie. Szukamy wiec odpo-
wiednika algorytmu Makanina dla poétgrup skonczonych.

Problem sprawdzania, czy uktad réwnan ma rozwiazanie w kazdej potgrupie skonczonej,
jest interesujacy sam w sobie, lecz ma takze pewna motywacje. Istnieje odpowiednio$é pomie-
dzy poltgrupami skonczonymi a jezykami regularnymi, wiec pytania o pélgrupy skonczone sa
takze pytaniami o jezyki regularne. Rozwiazywanie rownan w potgrupach skonczonych moze
by¢ rozumiane jako uogélnienie pompowania. Co to znaczy, ze uktad réwnan ma rozwiazanie
w kazdej poélgrupie skoficzonej? Jakakolwiek pélgrupe skoniczona (automat skonczony) wez-
miemy, beda istnialy takie wartosci zmiennych, ze w tej pétgrupie lewe i prawe strony wylicza
sie do tego samego elementu. Zatem uzywajac tych wartosci przechytrzymy ta (w ogdélnosci
dowolna) pélgrupe: nie bedzie ona umiata rozrézni¢ pomiedzy lewa i prawa strona. Dla przy-
ktadu w niedawnych pracach na temat automatéw chodzacych po drzewach (tree-walking)
zwykte lematy o pompowaniu okazaly sie niewystarczajace i wyniki o niewyrazalnosci zo-
staly pokazane za pomoca réwnan w pélgrupach. Na przyklad w [1] dla kazdej pélgrupy i
dla dowolnych a i b potrzebne jest istnienie w i v takich, ze u = u+a+u=u+b+vi
v=v+a+u=v+b+o.

W tej pracy koncentruje sie na poélgrupach przemiennych i na problemie, czy uktad ma



rozwigzanie w kazdej przemiennej pétgrupie skonczone;j.

Twierdzenie 1.1 Nastepujacy problem jest NP-zupelny: Czy dany uklad réwnan ma rozwig-
zanie w kazdej przemiennej pélgrupie skoriczonej.

Przypadek nieprzemienny pozostaje pytaniem otwartym.



Rozdziat 2
Notacje i1 definicje

Ciagi liter jak ci,...,¢, lub Xi,..., X, itp. beda oznaczane przez ¢, X, ... Kiedy potrze-
buje rozwazaé¢ jednoczesnie wiele ciagdéw tego samego typu, uzywam indekséw gérnych w
nawiasach: X ... X"

Na dziatanie w pélgrupie uzywam notacji addytywnej. Dla elementu a w potgrupiei k > 1
pisze k - a, aby oznaczy¢ a dodane do siebie k razy.

Ustalam nastepujace niepuste alfabety:

Yo={X1,..., Xy} — alfabet zmiennych,
¥ ={Cy,...,C,} — alfabet wspdlczynnikow.
Interpretacjg wspdlczynnikéow w poélgrupie S jest ciag ¢ = (e1,...,c,) elementéw S (ele-

ment ¢; odpowiada wspodlczynnikowi C;). Jest prosciej traktowaé interpretacje wspolezynni-
kéw jako czesé pélgrupy. Para (S, ¢), skladajaca sie z polgrupy i interpretacji wspétczynnikéw
w niej, bedzie nazywana polgrupg ze wspotczynnikami. Od tego miejsca jako potgrupe bede
rozumial pélgrupe ze wspolezynnikami i czasem bede pisal S zamiast (S, ¢).

Uktadem réwnan ¢ jest uklad réwnosci w postaci

P11 = P12
¢m1 .:Hgbm%

gdzie ¢11,..., dm1, P12, - ., Om2 sa niepustymi stowami nad ¥g U 3. Czasem bede stawial
znaki plus pomiedzy symbolami w réwnaniach (dla wigkszej czytelnosci). Dla danej pélgrupy
ze wspolczynnikami (5,¢) i ciagu T elementéw z S, przez ¢;4(Z) oznaczam wylicznie ¢j, W
pélgrupie S z ¢; (i z;) podstawionymi za C; (i X;). Dla danej polgrupy ze wspolezynnikami
(S, ¢), rozwigzaniem uktadu ¢ jest ciag T € S taki, ze ¢;1(Z) = ¢io(Z) dla kazdego 1 < i < m.

Homomorfizmem polgrup ze wspélezynnikami z (S, ¢) do (S’,@) jest homomorfizm pét-
grup f: S — S taki, ze f(c;) = ¢, dla kazdego i. Widzimy, ze jesli uklad ¢ ma rozwiazanie =
w (5, ¢) i mamy homomorfizm f:(S,¢) — (5’,&), to obraz T jest oczywiScie rozwigzaniem w
(5',2).

Bedziemy krétko moéwié, ze uktad ma rozwigzanie w klasie FinComm, jesli dla kazdej prze-
miennej polgrupy skonczonej z wspdlczynnikami istnieje rozwiazanie uktadu. Prosze zwrdcié
uwage na kolejno$¢ kwantyfikatoréw: dla kazdej pélgrupy i dla kazdych wartosci wspotczyn-
nikéw powinno daé sie znalezé¢ wartosci zmiennych, ktore tworzg rozwigzanie. W tej pracy
przedstawiam algorytm rozwiazujacy nastepujacy problem:

Wejscie: Uktad réwnan.
Wryjécie: Czy ten uklad ma rozwiazanie w kazdej przemiennej pétgrupie skonczo-
nej ze wspbltezynnikami?



Co by sie stalo, gdyby$my pomingli stéwko ,skonczone”? Jesli uktad ma rozwigzanie w
kazdej pélgrupie przemiennej, to ma takze w kazdej (tj. o dowolnej licznie generatoréw) prze-
miennej polgrupie wolnej. Istnieje homomorfizm z przemiennej pétgrupy wolnej do dowolnej
innej, wiec z rozwigzania w przemiennej pétgrupie wolnej dostajemy rozwiazanie w dowolnej
innej poétgrupie przemiennej. Zatem problem zredukowalby sie¢ do znajdowania rozwiazan w
przemiennej pélgrupie wolnej, co jest tatwe.



Rozdziat 3

Specjalna posta¢ réwnan: zmienne
po obu stronach

Definicja 3.1 Bede mowil, Ze réwnanie jest zrownowazone, jesli na kazdej jego stronie wy-
stepuje co najmniej jedna zmienna. Bede méwil, zZe uklad rownan jest zrownowazony, jesli
kazde rownanie jest zrownowazone.

Nasz problem jest nieco prostszy, jesli rozwazamy tylko uktady zréownowazone. Na po-
czatku rozwiaze ten specjalny przypadek problemu. Wyniki z tego rozdzialu zostana uzyte
pézniej do rozwigzywania przypadku ogdlnego.

3.1. Jeden wspodlczynnik

Na samym poczatku rozwaze jeszcze prostsza posta¢ uktadéw, taka, ze najwyzej jeden wspot-
czynnik wystepuje w uktadzie. Dowolny uklad zrownowazony zostanie pdzniej sprowadzony
do kilku takich uktadéw. Nastepujace dwa twierdzenia méwia nam, ze wystarczy rozwigzywac
takie uktady nad Z.

Twierdzenie 3.2 Niech C bedzie wspolczynnikiem i niech ¢ bedzie zréwnowazonym ukla-
dem, w ktorym nie wystepujg wspolczynniki inne niz C'. Wowczas nastepujoce warunki sq
réwnowazne:

1. uklad ¢ ma rozwigzanie w FinComm;

2. dla kazdego n > 1 uklad ¢ ma rozwigzanie w grupie Zy, (liczb catkowitych modulo n) z
interpretacjg C +— 1.

Interpretacja wspotczynnikéow innych niz C nie ma znaczenia, gdyz nie wystepuja one w
ukltadzie, aczkolwiek dla $cistoéci powinniSmy je jako$ ustalic.
W dowodzie powyzszego twierdzenia uzyje nastepujacego faktu:

Fakt 3.3 Dla danego elementu ¢ potgrupy skoniczonej S istnieje N takie, ze 2N -¢= N - c.

Dowdd  Popatrzmy na wszystkie wielokrotnosci c. Poniewaz w .S jest tylko skonczenie wiele
elementéw, musi byé k- ¢ = (k +1) - ¢ dla pewnych k,l > 1. Dodajac wielokrotnie [ - ¢ do tej
rownoéci dostajemy

k-c=(k+1)-c=k+20)-c=...=(k+kl)-c



Dodajac nastepnie do skrajnych wyrazow (I —1)k-c dostajemy kl-c = 2kl - c. Zatem mozemy
wzia¢ N = kl. |

Dowdd twierdzenia 3.2 1 = 2. Oczywiste, poniewaz 2 jest szczegdlnym przypadkiem 1.

1 < 2. Ustalmy przemienng polgrupe skonczona S z interpretacja ¢ € S wspoétczynnika
C, dla ktérej uktad powinien mieé rozwiazanie. Niech N bedzie takie, ze 2N - ¢ = N - ¢ (z
faktu 3.3). Mamy nastepujace wlasnosci dla wszystkich k,1 > 0:

e zachodzi (N +k)-c+ (N+1)-c=(N+k+1)-¢
e jesli dodatkowo k=1 (mod N) to (N +k)-c=(N+1)-c.

Niech 7 bedzie rozwiazaniem rozwazanego uktadu w Zy (rozumianym jako liczby od 0 do
N —1), ktore istnieje z punktu 2. Bierzemy z; = (N +y;) - ¢ dla wszystkich 1 < j < . Wtedy
dla kazdego 1 < i < m, s = 1,2 mamy ¢;5(Z) = (N + ¢45(y)) - ¢. Skoro g jest rozwiazaniem
W Zn, t0 ¢ (7) = ¢di2(y) (mod N), wiec (N 4+ ¢i1 (7)) - ¢ = (N + ¢ia(y)) - ¢, co oznacza, ze T
jest rozwiazaniem w S. |

Wiemy juz zatem, ze dla uktadu rozwazanej postaci wystarczy istnienie jego rozwiazania
w dowolnym Z,. Teraz okaze sie, ze istnienie rozwiazania w kazdym Z,, oznacza tak naprawde
istnienie rozwiazania w Z.

Twierdzenie 3.4 Niech C bedzie wspélczynnikiem i niech ¢ bedzie zréwnowazonym ukladem
réownan, w ktorym nie wystepujq wspdtczynniki inne niz C. Wowczas nastepujoce warunki sg
rownowazne:

1. dla kazdego n > 2 uktad ¢ ma rozwigzanie w grupie Z, z interpretacjg C +— 1;
2. uklad ¢ ma rozwigzanie w grupie 7 z interpretacjg C — 1.

Dowéd 1 « 2. Ta implikacja jest prawie oczywista. Dla kazdego n istnieje homomorfizm
z 7 do Zjy, (branie reszt z dzielenia przez n), wigc jesli mamy rozwiazanie w Z, to mamy je
takze w Z,.

1= 2. W tym twierdzeniu faktycznie mamy do czynienia ze zwyklymi uktadami réwnan

na liczbach w Z lub Z,. Uktad moze by¢ zapisany w postaci @ - X = b, gdzie a i b sa
odpowiednio macierza i wektorem liczb calkowitych oraz X jest wektorem zmiennych. Aby
rozwigzaé taki uktad w Z mozemy przeprowadzié¢ eliminacje Gaussa na parze (a,b). Aby
stale pozostaly w Z nie mozemy dzieli¢ réwnania przez liczbe, mozemy jedynie mnozy¢,
ale to wystarczy. Jedyna réznica w poréwnaniu ze zwykla eliminacja Gaussa (z dozwolonym
dzieleniem) jest taka, ze nie jesteSmy w stanie dostaé jedynek ,na przekatnej”, dostajemy tam
dowolne niezerowe liczby. Po ewentualnym przenumerowaniu zmiennych (zmianie kolejnosci
kolumn w a) dostajemy nastepujacy réwnowazny ukltad

- - X T - -
ail 0 0 e 0 a1 k4+1 Q1 k42 .- QGly X; b1
0 a2 0 e 0 a2 k+1 G242 .- G2y X3 bg
0 0 aszs ... 0 a37k+1 a37k+2 e (Lg,y ) bg
X, | =/ |
0 0 0 cee Ok Ak k41 Ak k42 --- Qky X K bk
0 0 0 ... 0 0 0 ... 0 X’““ bis1
. k+2 .
0 0 0 ... 0 0 0 ... 0 v b
L - ~ ] L J
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gdzie ai1, ..., arr sa niezerowe.

Te same czynnosci mozemy wykonac¢, gdy rozwazamy uklad w Z,. Dostaniemy wowczas
taki sam uklad (z wyjatkiem tego, ze wszystkie liczby sa traktowane modulo n). Tutaj otrzy-
many uklad niekoniecznie jest réwnowazny poczatkowemu (podczas mnozenia przez liczbe,
ktora ma wspdlny dzielnik z n, réwnosé z falszywej moze staé¢ sie prawdziwa). Jednak jesli
poczatkowy uklad mial rozwiazanie, to ten takze ma (dla kazdego Zy,).

Najpierw zauwazmy, ze bg11 = bgpro = ... = by, = 0. Jesli by tak nie bytlo, to dla b; # 0
mamy réownanie 0 = b;, ktére powinno by¢ spelnione we wszystkich potgrupach Z,, lecz nie
jest w prawie wszystkich, np. dla dowolnego n > b;.

Niech n = ai1 -ag2 - ... agg. Niech x1,..., 2z, bedzie rozwigzaniem w tym Z,. Wtedy i-te
réwnanie (1 < ¢ < k) moéwi, ze

Q%5 + G g+1Tk+1 + G p+2Tk+2 + .. - + ATy = b; (mod a1 - ag c ... akk),
skad mamy
Qi + A 1 1Zk41 + Qi fr2Thyo + ...+ aiy2y = b (mod ay;),

€O oznacza, ze
CL“|bl — ai7k+1l‘]€+1 — a17k+2xk+2 — ... Cbml‘»}/. (31)

Jako rozwiazanie w Z bierzemy:

.= (2
x’L

/ (bz — ai,k;—i-ll‘k—i-l — ai,k+2xk+2 — ... amxv) . % dla 1 < 7 < k

x; dlak+1<i<7.
Warunek (3.1) zapewnia nam, ze x} jest liczba calkowita. Latwo sprawdzié, ze powyzszy wzor
rzeczywiscie opisuje rozwiazanie. |

3.2. Wiele wspoétczynnikow

Definicja 3.5 Dla danego zréwnowazonego ukladu ¢ i wspélczynnika C € ¥y definiujemy
rzutowanie $\©) jako uklad otrzymany z ¢ przez usuniecie wszystkich wspélezynnikéw poza

C.

Zauwazmy, ze zalozenie, Ze ¢ ma zmienna po kazdej stronie (jest zréwnowazony) gwaran-
tuje, ze ¢(©) réwniez ma zmienng po kazdej stronie. W szczegdlnosci strony sa niepuste, wiec
dostajemy dobrze okreslony uktad.

Lemat 3.6 Niech ¢ bedzie uktadem zréwnowazonym. Wowczas nastepujgce warunki sq row-
nowazne:

1. uklad ¢ ma rozwigzanie w FinComm;

2. dla kazdego wspélezynnika C € X1 i n > 2 uklad ') ma rozwigzanie w grupie Z, z
interpretacjg C' — 1.

Dowdéd 1 = 2. Prawie oczywiste. Ustalmy C' i n. Jako szczegdlny przypadek 1 dostajemy,
ze uklad ¢ ma rozwigzanie w Z,, z interpretacjg C — 1 oraz D — 0 dla wszystkich D € 3y,
D # C. Ale to rozwiazanie jest takze rozwiazaniem ¢(©), poniewaz strony ¢ i ¢(¢) wyliczaja
sie w ten sam sposéb (jedyna réznica jest to, ze w ¢ pewna liczbe razy jeszcze dodajemy 0).
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1 <= 2. Ustalmy przemienng potgrupe skonczona S ze wspélczynnikami ¢. Z zalozenia 2 i
twierdzenia 3.2 dla kazdego C; € ¥ mamy rozwigzanie Z(%") rzutowania ¢(©1) w S. Jako nasze

rozwigzanie calego uktadu bierzemy sume tych rozwigzan: x; = 2\ +x§02) + .. .—Hcg-c“’) dla

J
kazdego 1 < j < . Wowczas strona réwnania bedzie sie wyliczata jako suma wyliczen stron

rownan dla jednego wspotczynnika:
_ C1) Co) /= W) (=(Co
Os() = 91, (@) + 67 (@) 4+ 0 (@),
. . . . e (Cz) . . . . —\ - (CZ) _(C’Z)
Tak jest poniewaz kazde ¢; i z; " pojawia si¢ taka sama liczbg razy w ¢y (Z) jak w ¢y (2%
i nie pojawia sie w zadnym innym elemencie. Oczywiscie uzyliSmy zatozenia, ze pdlgrupa jest
przemienna. |

Jako natychmiastowy wniosek z lematu 3.6 i twierdzenia 3.4 dostajemy nastepujace twier-
dzenie:

Twierdzenie 3.7 Niech ¢ bedzie ukladem zréwnowazonym. Wéwczas nastepujgce warunki
sq rownowazne:

1. uklad ¢ ma rozwigzanie w FinComm;

2. dla kazdego wspdlczynnika C € ¥y uklad ¢(©) ma rozwigzanie w grupie 7 z interpretacjq
Cw—1.

Zatem otrzymalidémy tatwe kryterium spradzania, czy uklad zréwnowazony ma rozwigza-
nie w klasie FinComm.

12



Rozdziatl 4

Przypadek ogdlny

4.1. Zamiana kwantyfikatoréw

Udowodnie teraz wazny lemat techniczny, ktoéry upraszcza dalszg argumentacje. Tutaj po-
trzebujemy wersji dla przemiennych poétgrup skoniczonych, lecz taki sam lemat jest prawdziwy
dla dowolnych poétgrup skonczonych.

Lemat 4.1 Niech {gi_)(l), . .,q[;(N)} bedg uktadami rownan takimi, Ze w kazdej przemiennej
polgrupie skorczonej z wspdlczynnikami pewien &) ma rozwigzanie. Wéwczas pewien uklad
&9 ma rozwigzanie w kazdej z tych pélgrup.

Dowéd  Zalézmy przeciwnie, ze dla kazdego ukladu ¢ istnieje pélgrupa S;, w ktérej ¢
nie ma rozwiazania. Spéjrzmy na polgrupe produktowa S = S; x ... x Sy (naturalnie inter-
pretacja wspolczynnika w S jest ciag jego interpretacji w kazdym S;). Pewien uktad W musi
mieé¢ rozwiazanie w S. Ale mamy homomorfizm z S do S; (rzutowanie), wiec ¢() ma takze
rozwiazanie w S;. Lecz zalozyliSmy, Ze nie ma, dostaliSmy sprzecznosé, zatem twierdzenie jest
prawdziwe. |

4.2. Usuwanie ,zlych” zmiennych

Niech ¢ bedzie uktadem, w ktérym w pewnym réwnaniu po ktorejé stronie znajduja sie
wytacznie wspélczynniki, a po drugiej stronie sg takze zmienne. Zamienimy taki uktad na
wiele prostszych uktadéw. Dla uproszczenia notacji zalézmy, ze zdarzylo sie to w pierwszym
réwnaniu, ze po prawej stronie tego réwnania (¢12) sa same wspélezynniki, a po jego lewej
stronie (¢11) wystepuje co najmniej zmienna X;. Dla stowa wspdlczynnikéw w € X7 okreslimy
uklad ¢(*). Bedzie to ¢ w ktérym zamieniamy kazde wystapienie X; w kazdym réwnaniu przez
stowo w. Bedziemy rozwazaé¢ te uklady dla wszystkich niepustych podciagéw prawej strony
pierwszego réwnania (tak naprawde kolejnosé wspélczynnikéw w w nie ma znaczenia, gdyz
mamy tylko potgrupy przemienne, wiec mozemy takze mysle¢ o wszystkich podmultizbiorach
¢12). Oczywiscie jest tylko skonczenie wiele takich podciagéw.

Ponizsze twierdzenie pozwoli nam usunaé¢ z uktadu jedno niezréwnowazone réwnanie.
Stosujac je wielokrotnie uda nam si¢ sprowadzi¢ kazdy uktad do uktadu zréwnowazonego.

Twierdzenie 4.2 Dia ukladu ¢ jak wyzej, uklad ma rozwigzanie w FinComm wtedy i tylko
wtedy, gdy dla pewnego w — podciggu ¢12, uklad ¢ ma rozwigzanie w FinComm.
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Dowéd <. Niech w bedzie podciagiem ¢1s, dla ktérego ¢(*) ma rozwiazanie w FinCommn.
Ustalmy przemienng polgrupe skonczona ze wspotczynnikami S, w ktérej szukamy rozwiaza-
nia ukladu ¢. Niech Z bedzie rozwigzaniem ukladu ¢(*) w niej. Jako rozwiazanie ukladu ¢
mozemy wziaé wynik Wyhczema w jako x1 oraz wartosci z T jako pozostale zmienne. Wtedy
strony uktadéw ¢ i ¢(®) Wyhczajaj sie do tego samego, wiec to jest rozwiazanie uktadu ¢
(jedyna réznica pomiedzy ¢ i &) jest taka, ze na miejscu X; mamy w, ale obie te rzeczy
wyliczaja sie do tego samego).

=. Zgodnie z lematem 4.1 wystarczy pokazaé, ze w kazdej przemiennej potgrupie skon-
czonej dla kazdej interpretacji wspétczynnikéw co najmniej jeden z tych ukladéw ma roz-
wigzanie. Wtedy wspomniany lemat zagwarantuje nam, ze jeden z tych uktadéw bedzie miat
rozwigzanie w kazdej z tych potgrup.

Ustalmy przemienna pélgrup@ skoniczong ze wspotczynnikami S, dla ktorej szukamy roz-
wigzania pewnego z ukladéw ¢(®). Skonstruujemy pélgrupe ze wspélczynnikami S’ i na pod-
stawie rozwiazania ¢ w niej, skonstruujemy rozwiazanie pewnego &) w S. Niech N bedzie
dlugoscia ¢12 (czyli prawej strony pierwszego réwnania, ktéra zawiera wylacznie wspélezyn-
niki). Pélgrupa S’ bedzie zawierata dwie roztaczne czesci:

1. wszystkie elementy S

2. wszystkie przemienne stowa (multizbiory) wspélezynnikéw z ¥1 o dlugosci nie wigkszej
niz N.

Potrzebujemy jeszcze okresli¢ dziatanie. W obrebie S dodajemy po prostu jak w S. Kiedy
dodajemy pomiedzy czesciami, obliczamy stowo wspétczynnikéw w S i potem dodajemy w S.
Kiedy dodajemy dwa stowa wspolezynnikéw, taczymy je (konkatenujemy). Jesli wynik miesci
sie w drugiej czesci (ma dlugo$é < N), bierzemy go. Jesli jest dluzszy, obliczamy go w S.
Pomyst jest taki, ze S dla krétkich stéw udaje przemienng polgrupe wolna. Stowa nie dtuzsze
niz N sa zapamietywane same w sobie, dla dtuzszych stéw pamietamy tylko ich wartoéé w S.

Interpretacje wspétczynnikéw w S’ bierzemy taka, ze wspolczynnik jest interpretowany
jako jednoliterowe slowo zawierajace go. S’ jest przemienna pélgrupa skohczona, wiec ¢
ma rozwigzanie ' w niej. Zauwazmy, ze jeSli co$ jest juz w pierwszej czesci, to po dodaniu
czegokolwiek, nadal pozostanie w tej czesci. Prawa strona pierwszego réwnania, ktéra zawiera
N wspélezynnikéw, w S” wyliczy sie do samej siebie w drugiej czesci. To oznacza, ze ] (i cala
lewa strona) jest takze w drugiej czesci. Co wiecej, o) jest podmultizbiorem prawej strony.
Bierzemy to ) jako slowo w. Teraz potrzebujemy mieé¢ rozwiazanie ukladu oW w S. Jako
z; (dla 2 < i <) weZzmiemy 2 kiedy jest ono w pleI'WSZQ] czesci lub wyliczenie 2, w S, jesli
jest ono w drugiej czesci. Latwo zauwazy¢, ze %) daje nam te same réwnosci, co d) wczesniej
(kiedy réwnanie z ¢ w S’ dawalo réwnosé na stowach, to zachodzi ona takze po wyliczeniu
stron w S). Zatem to jest rozwiazanie w S, co konczy dowdd. |

4.3. Algorytm

Twierdzenie 4.2 prawie daje nam algorytm. W kazdej chwili bedziemy mie¢ zbiér uktadéw, o
ktérych chcemy wiedzieé, czy co najmniej jeden z nich ma rozwiazanie w FinComm. Na sa-
mym poczatku zbior ten zawiera wytacznie oryginalny uktad. Nastepnie w kétko zamieniamy
uktad, w ktérym w ktéryms réwnaniu zmienne sg tylko po jednej stronie, przez pewna liczbe
uktaddéw, jak opisano powyzej. Zauwazmy, ze w wyniku takiego kroku otrzymujemy uklady
zawierajace mniej zmiennych, wiec ten proces musi sie skonczy¢. Ostatecznie dostajemy zbior
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ukltadéw, w ktérych w kazdym réwnaniu po kazdej stronie jest co najmniej zmienna lub nie
ma zmiennych po zadnej stronie.

Zobaczmy teraz co sie dzieje, jesli w réwnaniu sa same wspétczynniki. Jedli liczba wspot-
czynnikéw kazdego rodzaju jest taka sama po obu stronach (strony sa réwne jako multizbiory),
to réwnanie to jest zawsze spelnione, bo nasze pétgrupy sa przemienne. W tym przypadku
mozemy po prostu usunaé to réwnanie i dostajemy réwnowazny uktad. W przeciwnym przy-
padku istnieje wspdtczynnik C, ktory po lewej stronie wystepuje k razy, a po prawej stronie
[ razy, gdzie k # l. Rozwazmy grupe Zy ;11 z interpretacjg C +— 1 oraz D — 0 dla wszyst-
kich D € ¥y, D # C. Tutaj lewa strona wylicza sie do k, a prawa do [, ktére nie sa rowne,
wiec réwnianie nie jest spelnione. To oznacza, ze mozemy natychmiast powiedzie¢, ze uktad
zawierajacy takie rownanie nie moze mie¢ rozwiazania w FinComm.

Ostatecznie dostajemy zbiér uktadéw zréwnowazonych; chcemy stwierdzié, czy ktérys z
nich ma rozwigzanie w FinComm. Ale dla takich ukladéw to moze byé rozstrzygniete przez
algorytm z rozdziatu 3.
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Rozdziatl 5

Z1ozonos¢é

W tym rozdziale udowodnie, ze rozwazany problem jest NP-zupelny. Najpierw pokaze, ze
rozwazany problem jest w NP. Oczywiécie uzyje algorytmu opisanego powyzej w pracy. Aby
algorytm rzeczywiscie dzialal w NP, trzeba wybraé¢ odpowiedni sposéb reprezentacji uktadu.
Najprostszy (cho¢ nie wystarczajaco dobry) sposéb to pamietanie réwnania tak, jak ono
wyglada, jako liste wspélczynnikéw i zmiennych. JedlibySmy uzywali tej reprezentacji, to
podczas dzialania naszego algorytmu rozmiar uktadu moze wzrosnaé¢ wyktadniczo, czyli nie
dziatalby on w NP. Ale mozemy zrobi¢ to lepiej: strona rownania bedzie opisana przez liczby
wystapien kazdego symbolu (wspélezynnika i zmiennej). Zatem jesli symbol powtarza sie N
razy, to bedzie zapamietany zapis binarny liczby N, ktéry ma dlugosé ©(log N).

Ogodlnie rzecz biorac algorytm sklada sie z dwbch czesci. W pierwszej czesci wielokrotnie
usuwamy zmienna z niezréwnowazonego rownania i zastepujemy ja pewnym podciagiem dru-
giej strony réwnania (rozdzial 4.2). Zauwazmy, ze w modelu niedeterministycznym mozemy
po prostu zgadna¢ wlasciwe podstawienie zamiast sprawdzaé wszystkie mozliwosci. W drugiej
czedcl rozwiazujemy zréwnowazony uklad réwnan nad Z. To moze by¢ zrobione w NP (patrz
[2], rozwiazanie bedzie mialo rozmiar wielomianowy, wiec mozemy je zgadywac).

Pozostaje jedynie pytanie, jaka jest dlugo$é¢ uktadu po pierwszej czedci. Potrzebujemy
pokazaé, ze wiekszy sie ona najwyzej wielomianowo. Niech V; oraz B; beda catkowitymi
liczbami wystapien odpowiednio zmiennych i wspélczynnikéw po i-tym kroku algorytmu
(w szczegdlnosei Vi 1 By sa tymi liczbami w poczatkowym ukladzie). Zauwazmy, ze dlugosé
poczatkowego ukladu to co najmniej Q(log |Vo+Bo|). W i-tym kroku podstawiamy za zmienna
najwyzej B;_1 wspotczynnikdéw, a zmienna wystepuje najwyzej V;_1 razy, wiec

B < Bi-1+Vi1Bi—1 = (Vi-1 +1)Bi—1.

Liczba wystapien zmiennych nawet maleje, czyli V; < V;_1. Po k krokach mamy: Vj, < V oraz
By, < (Vo +1)¥By. Niech N bedzie dtugoécia poczatkowego uktadu, v < N — liczba réznych
zmiennych oraz w < N — liczba r6znych wspétczynnikéw. W kazdym kroku usuwamy jedna
zmienng, jest wiec co najwyzej k < v < N krokéw. Dlugosé wynikowego uktadu bedzie
wynosita najwyzej:

2m(vylog Vi +wlog By) < 2N?(log Vo + log((Vo + 1)V By)) =
= 2N?%*(logVp + Nlog(Vy + 1) + log By) <
< O(N*)O(log |Vp + Bol) < O(N?),
wiec jest wielomianowa.

Pokaze teraz, ze rozwazany problem jest NP-trudny. Aby to zrobié, zredukuje do niego
NP-zupelny problem kliki (zdefiniowany w [3]). Zal6zmy, ze poszukujemy kliki rozmiaru k w
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grafie G = (V, E). Zalézmy, ze V = {1,2,...,|V|}. Bedziemy mieli tylko jeden wspdlczynnik
C. Bedziemy mieli zmienne X; dla kazdego wierzcholka oraz pomocnicze zmienne X/ i X{;
dla kazdego wierzchotka i dla kazdej pary wierzchotkéw. Réwnania sa nastepujace:

X1+X2+...+X‘V|:(‘V|+k)'0
Xi+X/=3-C dla kazdego i € V'
Xi+X;+Xi=4-C dla kazdego (i,7) € E.

Jesdli istnieje klika rozmiaru k, to bedziemy mieli rozwiazanie w kazdej przemiennej pot-
grupie skonczonej (a nawet w przemiennej pélgrupie wolnej). Bierzemy X; = 2 - C jesli
wierzchotek ¢ jest w klice lub X; = C' jedli nie jest. Pierwsze réwnanie jest spelnione, bo jest
doktadnie k wierzchotkéw w klice. Réwnania drugiego i trzeciego rodzaju mogg by¢é spelnione,
przez wzigcie X] i X[ réwnego C' lub 2 - C' w zaleznosci od potrzeb. Jedli nie ma krawedzi
(,7), wtedy najwyzej jeden z wierzchotkéw i i j jest w klice, wiec jest mozliwe spelnienie
réwnan trzeciego rodzaju.

Jedli jest rozwiazanie w kazdej przemiennej polgrupie skonczonej, to jest tez pewno roz-
wiazanie & w nastepujacej pélgrupie S: Elementami S sa {1,2,..., M} dla wystarczajaco
duzego M = max(5,|V|+k+1). Dzialanie a+ b jest zdefiniowane jako min(M, a +b). Wspdl-
czynnik C wylicza si¢ do 1. Z réwnania drugiego rodzaju widzimy, ze x; = 1 lub 2. Bierzemy
wierzchotek ¢ do kliki wtedy i tylko wtedy, gdy z; = 2. Réwnania trzeciego rodzaju gwaran-
tuja, ze dwa wierzchotki nie moga by¢ w klice, je$li nie ma miedzy nimi krawedzi. Pierwsze
réwnanie méwi, ze klika ma rozmiar k.

Co ciekawe, jak tatwo mozna sprawdzi¢, jesli powyzszy uktad réwnan ma rozwiazanie we
wspomnianej pélgrupie skoniczonej, to jest ono takze rozwiazaniem w poélgrupie wolnej (o je-
dym generatorze). Przy okazji dowiedliémy wiec takze NP-trudnosci problemu rozwiazywania
ukladéw réwnan w przemiennej poélgrupie wolne;j.
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Rozdziat 6

Inne pytania

Innymi ciekawymi zagadnieniami moze by¢ sprawdzanie, czy ukiad ma rozwigzanie w in-
nych klasach pétgrup, na przyktad we wszystkich pétgrupach skonczonych lub wszystkich
idempotentnych pdélgrupach skonczonych.

Dla idempotentnych pétgrup skoniczonych to pytanie jest proste, gdyz wiemy, ze jest tylko
skonczenie wiele pétgrup idempotentnych o danej liczbie generatoréw (co wiecej, wszytskie sa
skonczone) — patrz [4]. Co wiecej, wszystkie te pélgrupy moga by¢ wymienione, gdyz istnieje
wz0r ograniczajacy z gory liczbe elementéw w takiej potgrupie. Wystarczy wiec sprawdzié, czy
uktad ma rozwiazanie we wszystkich pétgrupach idempotentnych generowanych przez nasze
wspotczynniki, co mozemy zrobié pélgrupa po pélgrupie. Dla dowolnej pélgrupy, jesli istnieje
rozwigzanie w podpdlgrupie generowanej przez wspdlczynniki, to jest ono takze rozwiazanie
w calej pélgrupie.

Sprawdzanie, czy uklad jest spelniony we wszystkich pétgrupach skonczonych, pozostaje
pytaniem otwartym.
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