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Streszczenie
W pracy tej przedstawilem dwa przykiady funkcji, ktérych zbiory wartosci krytycznych maja
miare dodatnia. Pierwsza konstrukcje przeprowadzam wprost, postugujac sie zbiorem Canto-
ra. Drugi przyktad korzysta z twierdzenia Whitneya o przedtuzaniu funkcji rézniczkowalnych;

ma on te dodatkowsg wlasno$é, ze na pewnej krzywej pochodna jest wszedzie réwna zero, a
funkcja nie jest stala.
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Wprowadzenie

Definicja 0.1 Niech f:R™ — R* klasy C'. Powiemy, ze punkt x € R™ jest punktem kry-
tycznym funkcji f, jesli pochodna (macierz pochodnych czgstkowych) nie jest maksymalnego
rzedu. Powiemy, ze y € RF jest wartodcig krytyczna, jesli dla pewnego punktu krytycznego
x € R™ zachodzi f(x) =y.

W okolicy punktu krytycznego funkcja jest prawie ptaska, zatem naturalne wydaje sie
oczekiwanie, ze zbiér wartosci krytycznych bedzie maty. Oczekiwanie to precyzuje nastepujace
twierdzenie:

Twierdzenie 0.2 (Sard) Niech f:R" — R¥ klasy C™, gdzie m > max{n—k+1,1}. Wéuw-
czas zbidr wartosci krytycznych ma zerowq miare Lebesque’a w RF.

Twierdzenie to zostalo udowodnione dla przypadku m = 1 przez Morse’a [Morse39] w
1939 roku, natomiast w ogélnym przypadku przed Sarda [Sard42] w 1942 roku.

W niniejszej pracy pokaze przyktady, ktore méwia o optymalnosci zatozen powyzszego
twierdzenia. W rozdziale 1 skonstruuje funkcje z R? w R klasy C!, ktérej zbiér wartosci
krytycznej jest odcinkiem. W rozdziale 2 opowiem o twierdzeniu Whitneya pozwalajacym na
rozszerzanie funkcji rézniczkowalnych okreslonych na zbiorze zwartym na cala przestrzen. Z
tego twierdzenia skorzystam w rozdziale 3, w ktérym przedstawie stynny przyktad Whitneya
funkcji réwniez z R? w R klasy C!, ktéra na pewnej spojnej krzywej punktéw krytycznych
nie jest stala.






Rozdziat 1

Funkcja posiadajgca zbior wartosci
krytycznych miary dodatniej

Zasadnicza czedcia tego rozdzialu bedzie dowdd nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 1.1 Istnieje funkcja f:R? — R klasy C', ktérej zbiér wartosci krytycznych
jest odcinkiem (czyli ma miare dodatnig).

Twierdzenie to zaprzecza tezie twierdzenia Sarda w przypadkun =2, k=1, m = 1 (czyli
gdy zalozenie m > max{n — k + 1, 1} nie jest spelnione).

Najpierw znajde funkcje z R w R, ktérej zbiorem wartosci krytycznych jest zbior Cantora.
Nastepnie za jej pomoca juz tatwo skonstruuje funkcje f potrzebna w twierdzeniu 1.1.

1.1. Zbiér wartos$ci krytycznych bedacy zbiorem Cantora

Przypomne najpierw czym jest zbiér Cantora. Otrzymujemy go z odcinka [0, 1] usuwajac
srodkowy fragment dlugosci %, czyli (%, %), nastepnie z pozostalych cze$ci usuwamy srodkowe
fragmenty dlugosci %, itd. w nieskonczonosé. Formalnie zbiér ten najproéciej zdefiniowaé
za pomocg zapisu liczby w systemie tréjkowym: zbiér Cantora jest zbiorem tych liczb z
[0, 1], ktére w pewnym! zapisie w systemie tréjkowym nie zawieraja jedynek. Zbiér ten bede
oznaczal przez C.

Celem niniejszego rozdzialu jest uzyskanie nastepujacego lematu:

Lemat 1.2 Istnieje funkcja g:R — R klasy C', ktérej zbiorem wartosci krytycznych jest C.

Oprécz tego, ze funkcja ta bedzie potrzebna do konstrukcji funkcji f z twierdzenia 1.1,
to jej istnienie jest samo w sobie ciekawe.

Mozna sprawdzié¢, ze miara Lebesgue’a zbioru C' wynosi 0. Zreszta musi tak by¢, inaczej
powyzszy lemat przeczytby twierdzeniu Sarda.

Zamiast konstruowaé bezposrednio funkcje g, skonstruuje jej pochodna, ktéra nastepnie
odcalkuje.

Lemat 1.3 Istnieje funkcja ciggla h: R — R taka, zZe:

1. Dla kazdego x € R calka [*__ h(s)ds istnieje i jest skoriczona.

! Jak wiadomo niektére liczby maja dwa rézne zapisy w systemie tréjkowym. Konkretnie sg to wielokrotnosci
poteg tréjki.



2. Dla kazdego x € R takiego, Ze h(x) = 0 zachodzi
/ " h(s)dseC

3. Dla kazdego y € C' istnieje x € R taki, zZe h(x) =0 oraz
Y= /m h(s)ds
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Zdefiniujemy najpierw skalowania:

Dowdd  Ustalmy dowolnie a € ( ), na przyktad a = %

Ri(x) dlef l1—a+ax

Sa to funkcje réznowartosciowe, ktére przeksztalcaja odcinek (0,1) na odcinki odpowiednio
(0,a)i(l—a,l).
Funkcje h okreslimy nastepujaco:

hz) def { dn(s) jeSliz=Rp o...0Ryp (s)dlan>0,b € {0,1},s € (a,1 —a)

0 wpp.
gdzie
def 4 TA™ .
dn(s) = 30 = 20)° (3a> min{s —a,1 —a — s}
Trzeba sprawdzi¢ poprawnosé¢ powyzszej definicji, czyli ze przedzialy Ry, o...0 Ry, ((a,1—
a)) sa rozlaczne dla réznych (b, ..., b,). Przypusémy przeciwnie, ze takie przedzialy odpowia-

dajace dwém réznym ciggom (by,...,b,) 1 (b}, ..., b)) przecinaja si¢. Niech j bedzie pierwsza

pozycja, na ktérej ciagi te sig réznia, tzn. b; # b; lub min{n,n'} + 1 = j < max{n,n'}. Z
monotonicznoéci skalowan Ry i R; wynika, ze wéwczas

ijo...oRbn((a,l—a))ﬂRb;o...oRb;,((a,l—a))75@

Nastepnie stosujac wielokrotnie fakt R;((0,1)) C (0,1) (gdzie i = 0 lub 1) dostajemy jeden z
nastepujacych przypadkdw:

1. Ro((0,1)) N R1((0,1)) # 0
2. Ri((0,1))N(a,1—a)#0dlai=01lub 1

7 definicji skalowan Ry, Ry widzimy jasno, ze tak by¢ nie moze, co dowodzi poprawnosci
definicji h.

Warto w tym miejscu przyjrzeé sie jak wlasciwie wyglada nasza funkcja. Dla argumentéw
ujemnych i wiekszych od 1 pierwszy przypadek nigdy nie zajdzie, wiec wartoscia jest 0.
Na érodkowym fragmencie szerokosci 1 — 2a, czyli odcinku (a,1 — a), ustawiamy daszek dg.
Pozostaja dwie czesci: (0,a) oraz (1 — a,1), na ktére wlasnie jest przeksztalcany odcinek
(0,1) przy skalowaniach Ry i Ry. Na srodkowych fragmentach tych czesci, zajmujacych 1—2a
ich szerokosci stawiamy daszki dy. Z pozostalymi czeSciami, teraz czterema, postepujemy tak
samo, stawiajac na coraz to mniejszych fragmentach daszki ds, ds, itd. Funkcje te przedstawia
rysunek 1.1.



Rysunek 1.1: Szkic funkcji h

Sprawdzmy teraz cigglosé funkcji h. Wynika ona stad, ze daszki d,, dla coraz to wigkszych
n sa coraz nizsze, a to dlatego, ze a > % Doktadniej jest tak: ciaglosé w punkcie nalezacym
do ktoéregos z przedzialéw Ry, o...0 Ry, ((a,1—a)) wynika bezposrednio z ciaglosci funkeji d,,.
Niech wiec xg nie nalezy do zadnego z tych przedziatéw i niech € > 0. Wtedy h(zp) = 0 oraz
tylko skoniczenie wiele sposréd daszkéw d,, przyjmuje w swojej srodkowej czesci wartodci > €.
Konkretnie, poniewaz min{s—a, 1—a—s} < %—a, jest tak tylko jesli W (%)n (% — a) >
€, co wobec a > % daje goérne ograniczenie na n. Zatem zbiér {x € R|f(z) > £}, jako suma
skoniczenie wielu przedzialow domknietych, jest domkniety. Odlegtos¢ punktu xy od tego
zbioru jest wiec dodatnia, czyli wobec dowolnoéci € funkcja h jest ciggla w xg.

Pozostaje sprawdzi¢ wlasnosci 1, 2 i 3. Dla wygody dla dowolnych bq,...,b, € {0,1},
n 2 0 oznaczmy

LA K 1
B b () def { 0 jeslizx < Rp,0...0Rp, (5)
1 wpp.

def Rp,0...0R, (1-a)

Cloy,...bn) h(z) dz

Ry, 0...0Ryp,, (a)

Policzmy teraz te catke

l1—a

1—a
C(bl,...,bn) = / h(Rp, o...0 Ry, (s))a" ds = / dp(s)a" ds =

a

ey 1"
:/ <> min{s —a,1 —a — s}a"ds =
o 3(1—=2a)? \3a

4 noo1/1 2 1
— 2.2 (2 = = — 1.1
3(1 — 2a)? < 2 <2 a) gnt1 (1.1)

Dla ustalonych by, ...,b; € {0,1}, k > 0 zachodzi

1 2n—k
Z C(bl"'wbk’karlv“"b") = Z 3n+1 = Z 3n+1
bleg1s---bn€{0,1} bl 1:-bn€{0,1} n>k
n>k n>k
1 2\ " 1 1 1
:k—HZ() = T2 T 3k (1.2)
3 >0 3 3 -3 3

Punkt 1 jest juz teraz oczywisty, bo funkcja jest nieujemna oraz réwna zero poza prze-
dziatem [0, 1], a zgodnie z 1.2 calka po [0, 1] wynosi 1.



Przeprowadze teraz dowdd punktu 2. Niech zg € R taki, ze h(zg) = 0. Okreslmy induk-
cyjnie ciag c1, ¢, ... w nastepujacy sposéb (dla n > 0):

def
Cn+1 :e ﬁ(cl,...,cn)('xo) (13)

Zauwazmy, ze C(y, . b,)B(b1,...bn) (T0) jest to réwne 0, jesli odcinek Ry, o ... o Ry, ((a,1 - a))
znajduje sie na prawo od x(, natomiast calce z h po tym odcinku, jesli na lewo. Zatem

Z0
/ h‘(x) d.’]: = Z Cébl,...7bn) = Z <C(C1,...,Ck)ﬂ(CL...,Ck) +
b

+ Z C(Cl7-~'7Ck11_ck+17bk+2r~~:bn)ﬁ(cl7~'~7Ck71_ck+1:bk+27~--ubn)>
bt2se--bn€{0,1}
n>k+1
Zauwazmy teraz, 7€ ck41 = Bey,..e)(T0) = Bler,..onl—cpirbprornbn)(T0). Plerwsza réwnosé
zachodzi z definicji, a jesli cx11 = 0, to
1 1
Tog < Repo...0oRe, 3 <R¢o...oR,oR0Rp ,0...0Ry, 3
Jesli za$ cp+1 = 1, to dokladnie odwrotnie. Przeksztalcajac dalej powyzsza sume dostajemy
(korzystajac z obliczen 1.1 1 1.2)

xo
/; h($) dx = Z Ck-‘rl <C(cl,...,ck) + Z C(Cl7...,Ck,1—ck+1,bk+2,...,bn)> =

k>0 bk+2,AA.>,Z:f{o,1}

1 1 2cy

=Y an (gor + go7) = X 50
k=0 k>1

Ta liczba nalezy do przedzialu [0,1] i ma w zapis tréjkowy (2c¢1,2ca, . ..)s zawierajacy same
zera i dwojki, wiec nalezy do zbioru Cantora, co konczy dowdd punktu 2.

Aby udowodni¢ punkt 3 wezmy y € C majacy zapis w systemie tréjkowym (2¢y, 2¢a, .. .)s3.
Rozwazmy przeciecie

ﬂ Re o...0R. ([0,1])

n=0

Jest ono jednopunktowe, gdyz przecinamy zstepujacy ciag odcinkéw domknietych o promie-
niach dazacych do zera — stosujemy twierdzenie Cantora. Niech zy bedzie jedynym punk-
tem nalezacym do tego przeciecia. Widzimy, ze jesli ktérys cx+1 = 0, to odcinek R, o...o0
Re, ., ([0,1]) (czyli takze punkt xo) lezy na lewo od punktu R, o...0 R, (%), ajesli cprq = 1,
to na prawo. Zatem okre$lony w 1.3 ciag ¢y, ca, ... jest rowny naszemu ciggowi. Mozemy wigec
skorzystaé z obliczen przeprowadzonych przy dowodzie punktu 2, aby stwierdzié¢, ze

zo 2c
/ h(m)dx:ZS—::y

- k>1

Ponadto h(zg) = 0, bo jesli tak nie jest, to ¢ nalezy do pewnego odcinka R o...0 R, o
Ri ¢ 0o Ry ,0...0R ((a,1 —a)) (dlan>Fk>0,bgyo,...,bp € {0,1}) lub Rc; 0...0
Re,((a,1—a)) (dla k > 0), co jednak jawnie przeczy temu, ze x € R¢, 0...0Re, o R, . ([0,1]).
Zatem wskazany xg spetlnia teze warunku 3. |
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Dowéd lematu 1.2 Niech N
9@ [ hs)ds

gdzie h jest funkcja spelniajaca teze lematu 1.3.

Poniewaz h byla ciagla, to z zasadniczego twierdzenia analizy® wynika, ze pochodna
funkcji g istnieje i jest réwna h. W szczegélnoéci g jest klasy C!.

Z punktu 2 lematu 1.3 wiemy, ze jesli ¢'(z) = 0 to g(z) € C, natomiast z punktu 3, ze
dla kazdego y € C istnieje x € g~ '(y) taki, ze ¢'(x) = 0. To dowodzi, ze zbiorem wartoéci
krytycznych funkcji g jest C.

[ |

Uwaga 1.4 Zauwazmy, ze funkcja g nie moze zostaé tatwo poprawiona do funkcji klasy
C2. Tak by sie stato, gdyby funkcja h byla klasy C!. Mogloby sic wydawaé, ze wystarczy
Swygltadzi¢” daszki d,. Tak jednak nie jest, mozna sprawdzié, ze pozostanie problem z r6z-
niczkowalnoscig w punktach, wokét ktérych dowolnie blisko znajduje sie nieskonczenie wiele

daszkéw. Prostszym argumentem jest jednak to, ze funkcja klasy C! ma pochodng ograni-

1

n
czona, natomiast nachylenie daszka d,, jest proporcjonalne do (Q) , co jest dowolnie duze

(bo a < 3, czyli 3a® < 1).

1.2. Zbiér wartosci krytycznych miary dodatniej

Definicja 1.5 Dia dowolnych dwéch zbiorow A, B C R okreslamy

A+Bd:ef{a+b|a€A,b€B}

Lemat 1.6 C + C = [0,2]

Dowéd  Oznaczmy zbiér {§|c € C'} jako % Zbiér Cantora jest zbiorem tych liczb z [0, 1],

ktore w pewnym zapisie w systemie tréjkowym zawieraja same zera i dwdjki. Zatem % jest
zbiorem tych liczb z |0, %], ktore w pewnym zapisie w systemie tréjkowym zawieraja same
zera i jedynki.

Udowodnie fakt rownowazny tezie lematu:

c C
—+—=[0,1
S+ =[0.1]

Zawieranie sie lewej strony w prawej jest oczywiste (bo C' C [0, 1]). Dla dowodu zawierania
przeciwnego rozwazmy dowolna liczbe x € [0, 1] posiadajaca zapis w systemie tréjkowym
x = (0,z12923 .. .)3. Okredlimy liczby y = (0,y1y2y3 . ..)3 oraz z = (0,212223 . ..)3 przyjmujac
dla kazdego i

(0,0) jesliz; =0
(yi,zi) = (0,1) jedliz; =1
(1,1) jesliz; =2
Wéwczas y, z € C oraz y + z = x, co konczy dowdd. m

Jestedmy juz gotowi do dowodu zasadniczego wyniku tego rozdziatu.
Dowédd twierdzenia 1.1 WeZzmy

fx,y) = g(zx) +g(y)

2Jego sformutowanie i dowéd znajduja si¢ na przyktad w [Rudin], str. 114
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gdzie g jest funkcja z lematu 1.2. Poniewaz g bylo klasy C!, to f takze jest. Wezmy dowolne
u € [0, 2]. Woéwczas, z lematu 1.6 istnieja z,t € C takie, ze z+t = u. Ponadto istnieja z,y € R
— punkty krytyczne funkcji g takie, ze g(x) = z oraz g(y) = t, czyli f(z,y) = g(z)+9(y) = u.
Wtedy jednak (z,y) jest punktem krytycznym funkcji f (czyli u wartoscia krytyczna), bo
pochodna f po pierwszej zmiennej jest rowna pochodnej g w punkcie x, a po drugiej zmiennej
w punkcie y. Zatem zbiér wartoéci krytycznych zawiera [0,2]. Jesli dodatkowo zajrzymy do
konstrukcji funkcji g widzimy, ze f nie przyjmuje zadnych innych wartoéci, czyli zbiorem
wartosci krytycznych jest dokladnie [0, 2]. |

Uwaga 1.7 Poniewaz funkcja g nie byla klasy C?, to takze f nie jest klasy C?2, co zreszta
przeczyloby twierdzeniu Sarda.

12



Rozdziat 2

Twierdzenie Whitneya o
rozszerzaniu funkcji
rozniczkowalnych

W rozdziale tym przedstawie (bez dowodu) twierdzenie Whitneya, ktére umozliwia rozsze-
rzanie funkcji rézniczkowalnych okreslonych na zbiorze zwartym na caty przestrzen. W tym
celu trzeba najpierw odpowiednio zdefiniowaé bycie rézniczkowalnym dla funkcji okreslonych
na zbiorach innych niz otwarte.

Twierdzenie to zostanie uzyte w rozdziale 3 do konstrukeji funkcji, ktora nie jest stata na
spéjnym zbiorze punktéw krytycznych.

2.1. Roézniczkowalno$¢é na zbiorach niekoniecznie otwartych

W rozdziale tym bedziemy rozwazaé¢ funkcje z podzbioréw R™ w R, gdzie n jest ustalone.
Jesli U jest podzbiorem otwartym R™, to przez C™(U) oznaczymy zbiér funkcji klasy C™ z
U wR.

Literkami k i [ bedziemy oznaczaé¢ wielowskazniki dtugosci n, czyli ciagi k = (k1,...,ky),
gdzie ky, ..., k, sa liczbami calkowitymi nieujemnymi. Zdefiniujemy tez sobie pewne podsta-
wowe operacje na takich wielowskaZnikach, ktérych bedziemy uzywaé¢. Norma wielowskaznika
bedziemy nazywaé

e

Silnie liczymy w nastepujacy sposéb:

R
Dla wektora v = (v1,...,v,) € R™ mozemy okreslié¢ potegowanie jako
o d:efvlfl ...-vfeR

Ponadto okreslamy operator rézniczkowania z C™(U) po wielowskazniku (gdzie |k| < m) —
rozniczkujemy k; razy po i-tej zmiennej:

Dk d:ef &
At ... Hakn
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Niech U bedzie zbiorem otwartym w R"™ oraz niech f € C™(U). Bedziemy rozwazaé
wszystkie mozliwe pochodne tej funkcji. W tym celu okredlimy ciag

v (pty)

lkl<m

Pochodne te istniejg i sa ciggle. Oznaczmy sobie element V™ f o indeksie k jako f(*).
Przyklad 2.1 Niech f € C?(R3). Wowczas

sz:<f of of of o°f of o°f &f &f 821")

8z, Ozo Ox3’ 0x2’ Ox10my’ Ox1023’ 873037 0x20xz3’ 873::%

Przypomnijmy, ze wielomian Taylora rzedu m dla funkcji f € C™(U) w a € U to

r—a k
(@) Ly T 0

|k|<m

Wiadomo, ze!

|f(z) =T;"f(z)| = o(|lx — a|™) przy r — a

Przykladajac operator I-krotnego rézniczkowania D' (I — wielowskaznik, |I| < m) otrzy-
mujemy dodatkowo, ze

(@ —a)*" (z—a)* yn) )
Wf )(a): Z —f (a) =T7" " (x)

k!
k| <m—]l]

(D'Tf)(x) = )

[k|<m
1<k

czyli (przy = — a)
FO (@) = (DT (@) = | £O@) - T MO @) = o (o = a 1)

Sprobujemy teraz odwrdci¢ powyzsze rozwazania, zapominajac, ze V™ f powstal poprzez
rozniczkowanie funkcji f.

Definicja 2.2 Niech A C R"™ bedzie dowolnym zbiorem. Przestrzeniq dzetéw Whitneya na
A, oznaczang J"(A), nazwiemy zbior, ktérego elementami sq ciggi funkcji cigglych indekso-
wanych wielowskaznikami k dlugosci n, gdzie |k| < m:

P ()

k|l<m

W naturalny sposéb definiujemy wielomian Taylora dla F' € J™(A):

r—a k
rrr@ ey O )

kl<m

Powiedzmy, ze mamy F € J™(U). Interesujace jest pytanie kiedy istnieje funkcja f €
C™(U) taka, ze F' = V™ f. Méwi o tym nastepujacy lemat:

! Jest to dowiedzione na przyktad w [Maurin], str. 83
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Lemat 2.3 Zalozmy, ze F' = (f(k))|k|< € J™(U) oraz spelniony jest warunek:
m

ViVa ‘f (DT F)( 1:)’ =0 <|x - a|m_|”) przy T — a (2.1)
Wowezas f©) € C™(U) i F = me(o)

Dowéd  Cheemy udowodnié, ze f() = DLFO) (pray |I] < m). Bedzie to indukeja po |I|. Dla
I = 0 teza jest oczywista. Oznaczmy wielowskaZnik majacy na i-tej wspdlrzednej jedynke, a
poza tym zera, przez e;. Aby pokazaé¢ krok indukcyjny wystarczy dla |I| < m — 1 pokazaé, ze

15)
a0 29
o (2.2

Z zalozenia indukcyjnego wiemy bowiem, ze f&) = D! f(0) co wobec 2.2 daje teze: fUTe) =
Ditei fO0) g kazdy niezerowy wielowskaznik o normie nie wickszej niz m przedstawia sie w
postaci | + e; dla |I| < m.

Aby dowiesé 2.2 skorzystamy z warunku 2.1 dla naszego [, nastepnie rozpiszemy D!T/"F
do pierwszego wyrazu (w tym miejscu nie korzystamy z zalozenia indukcyjnego, a jedynie
rézniczkujemy wielomian):

o(lz —al) = ’f(l)(x) — (Dng”F)(x)‘ -

f(l+€i) —

n

= V@) = fO(a) = D (@j — aj) f179 (@) + 0 |z — al)

Jj=1

Biorac teraz x = a + te; dostajemy
[FO(a+ tes) = fD(a) = £+ (a)| = o (|2 - al)

To samo, z (%if(l) w miejscu fU+€) méwi nam definicja pochodnej, w dodatku pochodna
jest wyznaczona jednoznacznie, a zatem zachodzi 2.2.

Dodatkowo, aby f(©) byla w C™ potrzeba aby wszystkie pochodne czastkowe do stopnia
m byly ciagte. Jednak sa nimi funkcje z F', ktére z zalozenia sg ciagle. |

Zauwazmy, ze w powyzszym dowodzie korzystamy ze stabszej wersji warunku 2.1, w ktérej
po prawej stronie wystepuje o (|x — a|) zamiast o <|m — a\m_”'). Faktycznie jednak, jesli ta
stabsza wersja jest spelniona, to ta silniejsza takze.

Mogtoby sie jednak na pierwszy rzut oka wydawad, ze by¢ moze w zalozeniach lematu 2.3
wystarczytby warunek 2.1 dla [ = 0. Tak jednak nie jest.

Mozemy juz przejéé¢ do kluczowej definicji:

Definicja 2.4 Niech A C R" bedzie dowolnym zbiorem. Wdowczas przez ém(A) oznaczymy
przestrzen tych F € J™(A), dla ktérych zachodzi warunek 2.1

Zauwazmy, ze obiekt ten jest przestrzenia liniowa. Ponadto z lematu 2.3 (i wczeéniejszych
rozwazan) dowiadujemy sig, dla zbioréw otwartych U C R"™ mamy réwnos¢ C™(U) = C™(U).

2.2. Twierdzenie Whitneya

Twierdzenie 2.5 (Whitney) Niech K bedzie zbiorem zwartym oraz niech F = <f(l))\l\<
m
bedzie z C™(K). Wéwczas istnieje f € C™(R™) taka, ze dla x € K zachodzi

(v77) (@) =

Dowdéd powyzszego twierdzenia znajduje sie w pracy [Whi34].
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Rozdziat 3

Funkcja niestatla na spéjnym
zbiorze punktow krytycznych

W rozdziale tym przedstawie przyklad Whitneya [Whi35] funkcji niestalej na spéjnym zbiorze
punktow krytycznych. Méwi o tym nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 3.1 Istnieje funkcja f:R? — R klasy C', ktdra nie jest stala na pewnym
spagnym zbiorze punktow krytycznych.

Oczywiscie zbior wartosci krytycznych takiej funkcji musi zawieraé¢ odcinek, gdyz obraz
spéjnego zbioru punktéw krytycznych, na ktérym funkcja jest niestata, jest spdjny i nie
jednopunktowy.

Najpierw skonstruuje krzywa, ktéra bedzie zbiorem punktow krytycznych. PéZniej okresle
funkcje na tej krzywej. Nastepnie skorzystam z twierdzenia Whitneya, aby rozszerzy¢ funkcje
na cala plaszczyzne.

3.1. Krzywa

Niech @) bedzie kwadratem na ptaszczyznie o boku 1. Niech Qg, @1, Q2, @3 beda kwadratami
1

o boku 3 lezacymi wewnatrz ) w porzadku cyklicznym, kazdy w odleglosci % od dwoch
bokéw Q. Niech ¢ i ¢’ beda $rodkami bokéw @ przylegltych do Qg i Q1 oraz do Q3 i Qq. Niech
¢i 1 ¢, beda $rodkami sasiednich bokéw Q; (dlai € {0,1,2,3}) w ten sposéb, aby punkty ¢,_; i
qi lezaly naprzeciw siebie (dla ¢ € {1,2,3}) oraz aby punkt gy lezal blisko ¢, a punkt ¢4 blisko
q’. Niech Aj bedzie odcinkiem taczacym g i qo, niech A; taczy ¢/, 1 ¢; (dlai € {1,2,3}) oraz
niech A4 laczy ¢4 z ¢' (patrz rysunek 3.1).

Teraz indukcyjnie bedziemy konstruowac kolejne kwadraty, punkty i odcinki. Zatézmy, ze
mamy juz kwadraty Qj,. s, punkty qil,__it,q{-l“_it oraz odcinki Aj j; dla wszystkich ¢t < s,
Wy e ey bty J1y .- Jt—1 € {0,1,2,3}, 5: € {0,1,2,3,4}. WeZmy kwadrat Q;,. ;. ,, zmniejszajac
go trzy razy i ewentualnie obracajac lub odwracajac go do géry nogami, mozemy umiescié
go w Qi ..i,_, tak, aby qi, i, , 1¢; ;. _, przeszty na g, i,_, iqj, , _, odpowiednio. W ten
sposob otrzymujemy kwadraty Q;, ;. i odpowiednie punkty i odcinki. Kontynuujemy ten pro-
ces w nieskoniczonoéc. Niech ponadto (), i,... bedzie punktem wspélnym @, Qi,, Qi iy, - - - dla
dowolnych (i1, 42, ...). Istnieje dokladnie jeden taki wspélny punkt na podstawie wspomnia-
nego juz twierdzenia Cantora — jako przeciecie zstepujacej rodziny zbiorow domknietych o
promieniu dazacym do zera.

17



Qz q2 A : q3 Q3
% O3
A
A, Q
o
Qi3 Qo " Qouz A Qo2
Ql ql A 5 qO A o q03 QO A 02
oo
Q. Quo Ay Qo1
Too—Aoo
o
Ao
q

Rysunek 3.1: Podzial kwadratu i przebieg krzywej
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Odcinki A;,. ;, wraz z punktami Q;,;,.. tworza krzywa A. Mozemy ja przedstawi¢ jako
obraz homeomorficzny odcinka (0, 1) przypisujac odcinkowi A;, ;. odcinek

2i1 + 1 2is_1+1 2ig 201+ 1 2is_1+1 2ig+1
( s Tt et g T T o ,)
natomiast punktowi ;,;,... liczbe

211 4+1  2ip+1
9 + 92 +

3.2. Funkcja

Najpierw zdefiniujemy funkcje f(z,y) dla punktéw nalezacych do luku A w nastepujacy
sposéb:
def % 4+ i—i jesli (z,y) € Aiy i,
x, = ; ; . 1 ’
f(@.y) { S+ 3+ jedli (z,y) = Qiyiy...

Widzimy, ze f ros$nie od 0 do 1 w miare jak przechodzimy wzdtuz A od ¢ do ¢/. Przyjmijmy
foo(z,y) = f(,y), fo(z,y) = for(x,y) = 0 na A. Pokazemy zaraz, ze (foo, fi0, for) € C'(A)
w sensie zdefiniowanym w rozdziale 2. Umozliwi to skorzystanie z twierdzenia 2.5. Wynika z
niego, ze funkcja f(x,%y) moze by¢é rozszerzona na caly plaszczyzne tak, ze f bedzie klasy C!
oraz % = fi0 = 0, % = for = 0 na A, czyli kazdy punkt A bedzie punktem krytycznym.
Taka funkcja spelnia teze twierdzenia 3.1

Oczywiscie fig i fo1 sa ciagle na A, wiec jedyne co trzeba udowodnié¢, to nastepujacy
lemat:

Lemat 3.2 Dla kazdego € > 0 istnieje § > 0 taka, zZe jesli (x,y) i (2',y’) sq punktami A,
znajdujgeymi sie w odleglosci r < § od siebie, to

[f(2"y) = fz,y)| <re (3.1)
W celu dowodu powyzszego lematu sformutujmy dwa podlematy:

Lemat 3.3 Jesli (x,y) i (2',y) sq punktami A lezgcymi wewngtrz Q;,. 4., to

) — fay)| <~ (3.2)

48
Lemat 3.4 Jesli (x,y) i (2/,y') sq punktami A oddzielonymi pewnym punktem Q;,i,... i jesli
Qi,..i, jest nagmniejszym kwadratem zawierajgcym je oba, to

1 1

r > E35+1 (33)

Na poczatek przyjmijmy lematy 3.3 i 3.4 za prawdziwe i spdjrzmy, jak wynika z niech
lemat 3.2. Nastepnie udowodnimy takze te lematy.
Dowdéd lematu 3.2 Majac dane £ > 0 wybierzmy sg i d tak, aby

3\ %0 1 1
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Niech teraz (z,y) i (¢/,y") beda dowolnymi dwoma punktami na A odleglymi o r < . Jedli
pomiedzy nimi nie lezy zaden punkt Q;,;,. ., to w ogéle jest f(z',y) = f(z,y), czyli 3.1 za-
chodzi. W przeciwnym wypadku niech @);, ;. bedzie najmniejszym kwadratem zawierajacym
je oba. Z lematu 3.4 mamy

Stad s > sg. Korzystajac teraz z obu lematéw 3.3 i 3.4 dostajemy

) = Syl 12370 (3> < 36 (3>SO <e

r 43 4 4
co wladnie nalezalo dowiesé. |
Dowéd lematu 3.3 Zadany warunek wynika natychmiast z definicji f. |

Dowdd lematu 3.4 Rozwazmy trzy przypadki:

1. Zaden z punktéw nie nalezy do zadnego spoéréd kwadratéw Qiy...igissr - Lezg one wtedy
na dwéch réznych odcinkach sposréd A;; ., ,.,. Odcinki te sa od siebie odleglte w
poziomie lub pionie o przynajmniej potowe boku kwadratu rzedu s + 1, czyli zachodzi
nawet r > 23%“

2. Oba punkty nalezg do pewnych kwadratow Q. i, Qi1~--isi/s+1' Beda to rézne kwa-
draty, bo zalozyliSmy, ze @Q;,. ;. jest najmniejszym kwadratem zawierajacym oba te
punkty. Kwadraty te sa od siebie odlegte w poziomie lub pionie o przynajmniej potowe
swojego boku, czyli podobnie jak w poprzednim przypadku zachodzi r > 23%“

3. Jeden punkt nalezy do pewnego kwadratu Q;, . i,i,,,, a drugi nie. Jedli ten drugi punkt
lezy na odcinku nie sgsiadujacym z kwadratem, w ktérym jest pierwszy punkt, to jest
odleglty od tego kwadratu w poziomie lub pionie o przynajmniej jedna czwarta jego
boku. Przyjmijmy wiec teraz, ze drugi punkt lezy na odcinku sasiadujacym z naszym
kwadratem. Wiemy z zalozenia, ze punkty byly oddzielone pewnym punktem Q;i,....
W tej sytuacji drugi punkt jest odlegly od boku, do ktérego dochodzi odcinek zawie-
rajacy pierwszy punkt, o przynajmniej 1—12 boku kwadratu (bo nie lezy on na odcinku

dochodzacym do tego boku). Zatem zachodzi r > 123%“
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