
Zadania z Algebry I na 29 listopada i 1 grudnia 2016 r.

Zadanie 1. Czy grupa Z2 × Z16 zawiera podgrupy izomor�zne z

i) Z2 × Z8,

ii) Z4 × Z4,

iii) Z2 × Z2 × Z2.

Zadanie 2. Wyka», »e je±li m dzieli rz¡d grupy przemiennej A, to w A
istnieje podgrupa rz�du m.

Zadanie 3. Wyznaz grupy homomor�zmów przemiennyh grup (wzgl�dem

dodawania funkji po wspóªrz�dnyh)

i) Hom(Z12,Z18),

ii) Hom(A1 × A2, A3),

iii) Hom(A1, A2 × A3),

iv) Hom(Zn,Zm).

Który z podpunktów ii) oraz iii) jest prawdziwy dla grup nieprzemiennyh?

Zadanie 4. Ile jest homomor�zmów Z5 × Z24 → Z10 × Z18?

Zadanie 5. Wyka», »e podgrupa sko«zenie generowanej grupy przemiennej

jest te» sko«zenie generowana.

Zadanie 6. Dla maierzy A ∈ M(m × n;Z) nieh Zn/A oznaza grup� Zn

podzielon¡ przez podgrup� generowana przez wiersze A. Zidenty�kuj Zn/A
gdy

i) A =





4 8 8 −4
3 7 6 −3
2 2 4 2





,

ii) A =





4 6 4 8
3 5 3 6
5 7 7 10



 ,

Znajd¹ Z−baz� v1, . . . , v4 ∈ Z4
i lizby n1, . . . , nk ∈ Z takie, »e n1|n2| . . . |nk

oraz grupa generowana przez wiersze A jest równa grupie generowanej przez

n1v1, . . . , nkvk. W ka»dym przypadku wyznaz niezerowy element v ∈ Z4
,

którego obraz w grupie ilorazowej ma sko«zony rz¡d.



Zadanie 7. Nieh A = [aij] ∈ M(n × n;Z). Wyka», »e Zn/A jest grup¡

sko«zon¡ wtedy i tylko wtedy, gdy detA 6= 0 oraz ponadto |Zn/A| = | detA|.

Zadanie 8. Ile jest elementów rz�du 5 i 10 w nieykliznej grupie przemien-

nej rz�du 50. A w dowolnej ykliznej sko«zonej grupie, której rz¡d jest

podzielny przez 10?

Zadanie 9. Nieh N ⊳G. Wyka», »e je±li H ⊳G oraz N ⊂ H , to H/N ⊳G/N
oraz grupa (G/N)/(H/N) jest izomor�zna z grup¡ G/H .

Zadanie 10. Wyka», »e je±li N ⊳ G oraz H < G to N ∩ H ⊳ H, NH <
G, N ⊳ NH oraz H/(N ∩H) jest izomor�zna z grup¡ NH/N.

Zadanie 11. Wyka», »e je±li Hi ⊳ Gi dla i = 1, . . . , n to

∏n

i=1
Gi/

∏n

i=1
Hi =

∏n

i=1
Gi/Hi.

Zadanie 12. Nieh p b�dzie lizb¡ pierwsz¡. Ile jest elementów rz�du pk

oraz, odpowiednio, rz�du o najwy»ej pk w A je±li

i) A = Zpn i k ≤ n,

ii) A = Zpn × Zpm , gdzie n ≤ m oraz k ≤ m,

iii) A = Zpn1 × Zpn2 × Zpnr , gdzie n1 ≤ . . . ≤ nr i k ≤ nr,

Zadanie 13. Wyka», »e dwie sko«zone grupy przemienne sa izomor�zne

wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dego m maja tak¡ sam¡ lizb� elementów

rz�du m.

Zadanie 14. Wyka», »e lizba nieizomor�znyh parami grup przemiennyh

rz�du qn, gdzie q jest lizb¡ pierwsz¡, jest równa p(n), gdzie

∞
∑

n=0

p(n)xn =

∞
∏

k=1

1

1− xk
.

Lizb� p(n) nazywa si� lizb¡ podziaªów n.

Zadanie 15. Ile jest parami nieizomor�znyh grup przemiennyh rz�du n?

Zadanie 16. Czy Q×Q ∼= Q?

Zadanie 17. Czy je±li A×Q ∼= B × Q, to A ∼= B gdzie A,B s¡ sko«zenie

generowanymi grupami przemiennymi?
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