
Matematyka dyskretna 2014

Propozycje na egzamin poprawkowy

Zadanie 1. Udowodnij i znajd¹ interpretacj¦ kombinatoryczn¡ to»samo±ci dla dowolnego
r ≤ k
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Odpowied¹: ile jest równy r-ty element w±ród k wybranych elementów. Mo»na poda¢ w
wersji pewnymi wybranymi k i r.

Zadanie 2. Udowodnij i znajd¹ interpretacj¦ kombinatoryczn¡ to»samo±ci∑
k≥0
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Odpowied¹: wsród n par m¦»czyzna-kobieta wybieramy n osoób. Liczba wybranych par i
niewybranych jest taka sama i równa k.

Zadanie 3. Oblicz moc zbioru

{(A,B) ⊂ [n]× [n] : |A÷B| = k}

gdzie A÷B = (A ∪B)− (A ∩B). Odp. 2n
(
n
k

)
.

Zadanie 4. Ile jest kwadratów magicznych 3 × 3 o wyrazach w liczbach Z≥0 i sumie
równej n = 2 (lub n = 3 je±li poprzednie za ªatwe). Odp. 21.

Zadanie 5. Oblicz moc zbioru {a ∈ [1000] : NWD(a, 280) = 7}.

Zadanie 6 (b. proste). Talia kart zostaªa rozªo»ona na 13 stosów po 4 karty w ka»-
dym. Udowodnij, »e mo»na wyci¡gn¡¢ z ka»dego stosu dokªadnie jedn¡ kart¦, tak aby w
wyci¡gni¦tych kartach ka»da �gura i ka»da karta numerowana (tzn. A, 2, . . . , 9,W,D,K)
pojawiªy si¦ dokªadnie raz.

Zadanie 7. W gra�e dwudzielnym (V1, V2) ka»dy wierzchoªek z V1 ma krotno±¢ nieparzy-
st¡ oraz ka»de dwa wierzchoªki z V1 s¡ poª¡czone z parzyst¡ liczb¡ wspólnych wierzchoªków
z V2. Wyka», »e istnieje peªne skojarzenie V1 z V2.

Zadanie 8 (b. proste). Ile jest wyrazów o dªugo±ci n zªo»onych z liter A,B,C, w których
nie wyst¦puj¡ AA i BB?

Zadanie 9. Uªó» równanie rekurencyjne na liczb¦ ci¡gów zerojedynkowych, w których
obok ka»dej jedynki stoi co najmniej jedna jedynka. Odp. x3 = 2x2−x+1 i ma niewymierne
rozwi¡zania. Ew. jedynki stoj¡ w grupach co najmniej po 3, 4, . . . ale pierwiastki nadal
niewymierne.

1



Zadanie 10. W czworo±cianie foremnym wyci¦to czworo±cian foremny utworzony przez
poª¡czenie ±rodków kraw¦dzi a nast¦pnie powtórzono t¦ czynno±¢ na otrzymanych czte-
rech, mniejszych czworo±cianach. Na ile geometrycznie nierozró»nialnych sposobów mo»na
pokolorowa¢ czworo±ciany tak otrzymanej bryªy?

Zadanie 11. Ile jest ró»nych naszyjników o 12 paciorkach w n kolorach?

Zadanie 12. Wyka», »e graf G o wlasno±ci χ(G) = 3 oraz χ(G − e) = 2 dla dowol-
nej kraw¦dzi w G jest cyklem o nieparzystej liczbie wierzchoªków wraz z izolowanymi
wierzchoªkami.

Zadanie 13. Wyka», »e liczba chromatyczna grafu stworzonego przez wierzchoªki n−k¡ta
foremnego poª¡czonego z jego ±rodkiem wynosi 3 dla n parzystego i 4 dla n nieparzystego.

Zadanie 14. Wyka», »e wielo±cian wypukªy o co najwy»ej 11 ±cianach ma ±cian¦ o co
najwy»ej 4 kraw¦dziach.

Zadanie 15. W zawodach szachowych wzi¦ªo udziaª 2n zawodników. W±ród ka»dych 3
zawodników co najmniej dwóch rozegraªo parti¦ szachów.

i) wyka», »e je±li v jest pewnym zawodnikiem a Av zbiorem zawodników, którzy grali z
v a Bv zbiorem zawodników, którzy nie grali z v, to Bv jest klik¡,

ii) wyka», »e je±li c oznacza liczb¦ par zawodników w zbiorze Av, którzy rozegrali ze sob¡
parti¦, to liczba partii rozegranych pomi¦dzy zbiorami Av i Bv jest nie mniejsza ni»
c(2n−1−|Av |)

|Av |−1
,

iii) wyka», »e minimalna liczba partii w zawodach jak wy»ej wynosi n(n− 1),

iv) wska» konkretne zawody speªniaj¡ce to minimum.
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