
Matematyka dyskretna 2014

Propozycje na egzamin

Zadanie 1. Oblicz moc zbioru

{(A,B) ⊂ [n]× [n] : |A÷B| = k}

gdzie A÷B = (A ∪B)− (A ∩B). Odp. 2n
(
n
k

)
.

Zadanie 2. Ile jest kwadratów magicznych 3 × 3 o wyrazach w liczbach Z≥0 i sumie
równej n = 2 (lub n = 3 je±li poprzednie za ªatwe). Odp. 21.

Zadanie 3. Oblicz moc zbioru {a ∈ [1000] : NWD(a, 280) = 7}.

Zadanie 4. (zadanie z IMO 1979) �aba skacze z wierzchoªka o±miok¡ta foremnego prze-
skakuj¡c na jeden z wierzchoªków s¡siednich. Oblicz na ile sposobów mo»e skoczy¢ »aba
na wierzchoªek przeciwlegªy do startowego w dokªadnie n skokach (nie osi¡gaj¡c go wcze-
±niej). Odp. nalezy ulozyc uklad rownan gdzie zmienne to liczba sposobow na doskoczenie
do kazdego z 8 wierzcholkow osmiokata w n krokach. Wartosci zmiennych sa symetryczne
wzgledem osi przechodzacej przez startowy i koncowy wierzcholek.

Zadanie 5. Kwadrat podzielono na n2 kwadratów. Na ile geometrycznie ró»nych sposo-
bów mo»na pomalowa¢ maªe kwadraty na biaªo i czarno?

Zadanie 6. (do±¢ skomplikowane) Z urny zawieraj¡cej n ponumerowanych kul losujemy
kul¦ ze zwracaniem a» ka»da kula zostanie wylosowana co najmniej raz. Jaka jest oczeki-
wana liczba losowa«?

Zadanie 7. Ile jest ci¡gów n = 3, 4 elementowych podzbiorów zbioru [n] nie posiadaj¡cych
transwersali?

Zadanie 8. Wielo±cian wypukªy posiada 32 ±ciany trójk¡tne, pewn¡ liczb¦ ±cian czworo-
k¡tnych a ka»dy wierzchoªek jest stopnia 5. Ile kraw¦dzi ma ten wielo±cian? Odp. 60.

Zadanie 9. W zawodach szachowych wzi¦ªo udziaª 2n zawodników. W±ród ka»dych 3
zawodników co najmniej dwóch rozegraªo parti¦ szachów.

i) wyka», »e je±li v jest pewnym zawodnikiem a Av zbiorem zawodników, którzy grali z
v a Bv zbiorem zawodników, którzy nie grali z v, to Bv jest klik¡,

ii) wyka», »e je±li c oznacza liczb¦ par zawodników w zbiorze Av, którzy rozegrali ze sob¡
parti¦, to liczba partii rozegranych pomi¦dzy zbiorami Av i Bv jest nie mniejsza ni»
c(2n−1−|Av |)

|Av |−1
,

iii) wyka», »e minimalna liczba partii w zawodach jak wy»ej wynosi n(n− 1),

iv) wska» konkretne zawody speªniaj¡ce to minimum.
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