Matematyka dyskretna

Zadania domowe na 29 kwietnia 2014 r.

Krotnosé¢ wierzchotka v to liczba krawedzi wychodzaca z v, oznaczamy ja przez d(v).
Drzewo to spojny graf bez cykli. Wszystkie rozwazane grafy sa proste (bez petli i wie-
lokrotnych krawedzi). Most to krawedz w grafie, ktorej usuniecie powoduje zwiekszenie
liczby sktadowych.

Zadanie 1. Wykaz, ze dla grafu T o n wierzchotkach nastepujace warunki sa rownowazne:
i) T jest drzewem,

ii) T jest spojny i ma n — 1 krawedzi,

)
iii) 7 jest acykliczny i ma n — 1 krawedzi,
)

iv) T jest grafem pelnym dla n = 1,2 a dla n > 2 graf T nie jest pelny i dodanie

jakiejkolwiek krawedzi tworzy doktadnie jeden nowy cykl.

Zadanie 2. Turniej to pelny graf, w ktorym kazdej krawedzi nadano kierunek. Udowod-
nij, ze w turnieju istnieje skierowany cykl hamiltonowski albo wierzchotki grafu mozna
podzieli¢ na dwa zbiory A i B tak, ze krawedzie pomiedzy A i B maja ten sam kierunek.

Zadanie 3. Niech G bedzie grafem hamiltonowskim takim, ze kazdy wierzchotek ma
stopien trzy. Wykaz, ze krawedzie grafu mozna pokolorowaé¢ trzema kolorami (tak aby
przy kazdym wierzchotku schodzily sie trzy rozne kolory).

Zadanie 4 (egzamin). Wykaz, ze w kazdym turnieju istnieje gracz, ktory posrednio wygrat
7z kazdym zawodnikiem (tzn. istnieje A, ktory dla kazdego B wygrat B lub wygrat z C,
ktory wygral z B).

Zadanie 5 (Algorytm Fleury’ego). Algorytm znajduje cykl eulerowski w grafie eulerow-
skim: zaczynamy od dowolnego wierzchotka i idziemy do innego, dowolnego wierzchotka
wymazujac uzyta krawedz stosujac regule - nigdy nie wybieramy mostu w niewymazanym
grafie chyba, ze nie mamy innego wyboru. Wykaz poprawno$é¢ algorytmu.

Zadania dodatkowe

Zadanie 6. Wykaz, ze graf eulerowski nie ma mostu.

Zadanie 7. Niech G bedzie grafem o 2d 4+ 1 wierzchotkach o krotnoéci d. Wykaz, ze G
jest eulerowski.

Zadanie 8. Dopelnienie grafu G to graf G zbudowany na wierzchotkach G z doktadnie
tych krawedzi, ktore nie wystepuja w G. Znajdz graf eulerowski, ktorego dopelnienie
jest/nie jest eulerowskie.



Zadanie 9. Wykaz, ze jesli najdtuzszy cykl w spdjnym grafie nie hamiltonowskim G
ma dlugosé¢ k to istnieje Sciezka (kolejne wierzcholki rézne) o dlugosci co najmniej k.
Jaka dlugos¢ maja najdtuzszy cykl i najdluzsza $ciezka w grafie hamiltonowskim o n
wierzchotkach?

Zadanie 10. Niech G bedzie grafem o n wierzchotkach bez $ciezki o dtugosci £ > 1.
Wykaz, ze liczba krawedzi w grafie G jest mniejsza lub réwna od (k — 1)n/2. Wykaz,
ze rOwnos¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie sktadowe sa zupelnymi grafami
o k wierzchotkach (graf zupely to taki, ktorego kazde dwa wierzcholki sa potaczone
krawedzia).



