
Matematyka dyskretna

Zadania domowe na 29 kwietnia 2014 r.

Krotno±¢ wierzchoªka v to liczba kraw¦dzi wychodz¡ca z v, oznaczamy ja przez d(v).
Drzewo to spójny graf bez cykli. Wszystkie rozwa»ane grafy s¡ proste (bez p¦tli i wie-
lokrotnych kraw¦dzi). Most to kraw¦d¹ w gra�e, której usuni¦cie powoduje zwi¦kszenie
liczby skªadowych.

Zadanie 1. Wyka», »e dla grafu T o n wierzchoªkach nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

i) T jest drzewem,

ii) T jest spójny i ma n− 1 kraw¦dzi,

iii) T jest acykliczny i ma n− 1 kraw¦dzi,

iv) T jest grafem peªnym dla n = 1, 2 a dla n > 2 graf T nie jest peªny i dodanie
jakiejkolwiek kraw¦dzi tworzy dokªadnie jeden nowy cykl.

Zadanie 2. Turniej to peªny graf, w którym ka»dej kraw¦dzi nadano kierunek. Udowod-
nij, »e w turnieju istnieje skierowany cykl hamiltonowski albo wierzchoªki grafu mo»na
podzieli¢ na dwa zbiory A i B tak, »e kraw¦dzie pomi¦dzy A i B maj¡ ten sam kierunek.

Zadanie 3. Niech G b¦dzie grafem hamiltonowskim takim, »e ka»dy wierzchoªek ma
stopie« trzy. Wyka», »e kraw¦dzie grafu mo»na pokolorowa¢ trzema kolorami (tak aby
przy ka»dym wierzchoªku schodziªy si¦ trzy ró»ne kolory).

Zadanie 4 (egzamin). Wyka», »e w ka»dym turnieju istnieje gracz, który po±rednio wygraª
z ka»dym zawodnikiem (tzn. istnieje A, który dla ka»dego B wygraª B lub wygraª z C,
który wygraª z B).

Zadanie 5 (Algorytm Fleury'ego). Algorytm znajduje cykl eulerowski w gra�e eulerow-
skim: zaczynamy od dowolnego wierzchoªka i idziemy do innego, dowolnego wierzchoªka
wymazuj¡c u»yt¡ kraw¦d¹ stosuj¡c reguª¦ - nigdy nie wybieramy mostu w niewymazanym
gra�e chyba, »e nie mamy innego wyboru. Wyka» poprawno±¢ algorytmu.

Zadania dodatkowe

Zadanie 6. Wyka», »e graf eulerowski nie ma mostu.

Zadanie 7. Niech G b¦dzie grafem o 2d + 1 wierzchoªkach o krotno±ci d. Wyka», »e G
jest eulerowski.

Zadanie 8. Dopeªnienie grafu G to graf G zbudowany na wierzchoªkach G z dokªadnie
tych kraw¦dzi, które nie wyst¦puj¡ w G. Znajd¹ graf eulerowski, którego dopeªnienie
jest/nie jest eulerowskie.
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Zadanie 9. Wyka», ze je±li najdªu»szy cykl w spójnym gra�e nie hamiltonowskim G
ma dªugo±¢ k to istnieje ±cie»ka (kolejne wierzchoªki ró»ne) o dªugo±ci co najmniej k.
Jak¡ dªugo±¢ maj¡ najdªu»szy cykl i najdªu»sza ±cie»ka w gra�e hamiltonowskim o n
wierzchoªkach?

Zadanie 10. Niech G b¦dzie grafem o n wierzchoªkach bez ±cie»ki o dªugo±ci k ≥ 1.
Wyka», »e liczba kraw¦dzi w gra�e G jest mniejsza lub równa od (k − 1)n/2. Wyka»,
»e równo±¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie skªadowe s¡ zupeªnymi grafami
o k wierzchoªkach (graf zupeªny to taki, którego ka»de dwa wierzchoªki s¡ poª¡czone
kraw¦dzi¡).
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