
Matematyka dyskretna

Zadania domowe na 25 marca 2014 r.

Zadanie 1. Na ile sposobów mo»na rozmie±ci¢ a biaªych, b czarnych, c czerwonych kul
w n rozró»nialnych urnach?

Zadanie 2. Na ile sposobów mo»na rozmie±ci¢ n kul w k rozró»nialnych urnach w ka»dym
z przypadków:

i) nie ma pustej urny,

ii) w pierwszej urnie jest wi¦cej kul ni» w drugiej,

iii) w pierwszej urnie znajduje sie m kul,

iv) w i-tej urnie znajduje si¦ dokªadnie mi kul dla wszystkich i ≤ K, gdzie K < k,

v) w i-tej urnie znajduje si¦ co najmniej mi kul dla i = 1, . . . , k,

vi) w i-tej urnie znajduje sie co najwy»ej mi kul dla i = 1, . . . , k?

Zadanie 3. To samo co wy»ej tylko dodatkowo kule s¡ rozró»nialne.

Zadanie 4. Na ile sposobów mo»na rozwi¡za¢ równanie x1 + . . . + xk = n z warunkiem
w ka»dym z nast¦puj¡cych przypadków:

i) xi ≥ 0,

ii) xi ≥ 1,

iii) 2 ≤ xi ≤ n− 1.

Zadanie 5. Wyka», »e
pk(n) = pk−1(n− 1) + pk(n− k),

pk(n) = pk(n− k) + pk−1(n− k) + . . .+ p1(n− k).

Podaj wzór na p2(n). Spróbuj wyprowadzi¢ wzór na p3(n).
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Zadania dodatkowe

Zadanie 6. Na ile sposobów mo»na wyda¢ 50 PLN w ró»ny sposób w banknotach i
monetach po 2, 5, 10 PLN je±li:

i) ka»dego nominaªu u»ywamy co najmniej raz,

ii) ka»dego nominaªu u»ywamy co najwy»ej 4 razy,

iii) monet u»ywamy co najmniej 2 razy,

iv) bez »adnych ogranicze«.

Zadanie 7. Wyka» to»samo±¢:

∞∏
i=1

(1− xi) = 1 +
∞∑
k=1

(−1)k(x(3k2−k)/2 + x(3k2+k)/2).

Wskazówka: znale¹¢ interpretacje wspóªczynnika jako liczb¦ podziaªów na parzyst¡ liczb¦
ró»nych cz¦±ci minus liczba podziaªów na nieparzyst¡ liczb¦ ró»nych cz¦±ci. Znale¹¢ bijek-
cj¦ mi¦dzy takimi podziaªami, która zachodzi oprócz pewnych wyj¡tkowych przypadków.

Zadanie 8. Niech

Sm(x1, . . . , xn) =
n∑

i=1

xm
i ,

σm(x1, . . . , xn) =
∑

1≤i1<...<im≤n

xi1xi2 · . . . · xim .

Przyjmujemy, »e σ0 = 1. Udowodni¢ wzór Waringa:

∞∑
m=0

(−1)mσm(x1, . . . , xn)z
m = exp

(
−

∞∑
j=1

Sj(x1, . . . , xn)
zj

j

)
.

Zadanie 9. Niech π(n) oznacza zbiór nieuporz¡dkowanych podziaªów n. Je±li π ∈ π(n)
jest podziaªem n na ki cz¦±ci o mocy i, czyli n = 1k1 + 2k2 + . . . + nkn, to przez k(π) =
k1 + · · ·+ kn oznaczamy liczb¦ ró»nych cz¦±ci tego podziaªu. Wykaza¢, »e

exp

(
xy

1− x

)
− 1 =

∞∑
n=1

 ∑
π∈π(n)

yk(π)

k1!k2! · · · kn!

xn.

Zadanie 10. Niech P (x) =
∑

n≥0 P (n)xn gdzie P (n) = pn(n)+ . . .+p1(n) (przyjmujemy
P (0) = 1). Wyka», »e

xP ′(x)

P (x)
=

∞∑
n=1

σ(n)xn,

gdzie σ(n) =
∑

d|n d.
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