
Matematyka dyskretna
Zadania domowe na 11 marca 2014 r.

{
n

k

}
= liczba podziaªów zbioru n-elementowego na k niepustych podzbiorów.

Zadanie 1. Wyka», »e
{
n
2

}
= 2n−1 − 1 oraz

{
n

n−1

}
=

(
n
2

)
.

Zadanie 2. Na ile sposobów mo»na rozstawi¢ n wie» na klasycznej tablicy szachowej
n × n, zawieraj¡cej co najmniej jeden naro»nik biaªy, które nie atakuj¡ si¦ wzajemnie,
wyª¡cznie na

i) polach biaªych,

ii) polach czarnych.

Zadanie 3. Niech b¦dzie dana tablica[
1 2 3 4 5
2 3 1 5 4

]
Na ile sposobów mo»na dopisa¢ trzeci wiersz skªadaj¡cy si¦ z permutacji liczb 1, 2, 3, 4, 5
tak, aby liczby w »adnej kolumnie si¦ nie powtarzaªy.

Zadanie 4. Wykaza¢, »e wielomian szachowy (wie»owy) nast¦puj¡cej tablicy

(n pól w pionie po lewej i n pól w poziomie na dole) jest równy

1 +

{
n+ 1

n

}
x+

{
n+ 1

n− 1

}
x2 +

{
n+ 1

n− 2

}
x3 + . . .+

{
n+ 1

1

}
xn.

Zadanie 5. Niech B b¦dzie pewn¡ n×n tablic¡ oraz niech Ni oznacza liczb¦ ustawie« n
nie atakuj¡cych si¦ wie» na tablicy, w taki sposób, »e dokªadnie i wie» stoi na dozwolonych
polach. Wyka», »e je±li wielomian szachowy (wie»owy) dla B jest równy

1 + r1x+ · · ·+ rnx
n,

to zachodzi zwi¡zek
n∑

j=0

Njx
j =

n∑
k=0

rk(n− k)!(x− 1)k.

Wskazówka: zliczaj na dwa sposoby pary ((dowolne rozstawienie n nie atakuj¡cych si¦
wie»), (podzbiór k-elementowy dozwolonych pól zajmowanych przez wie»e)). Wykorzy-
stuj¡c powy»szy wynik znajd¹ wzór na rk w terminach Nj i na odwrót. Udowodnij twier-
dzenie o zwi¡zku wiod¡cego wspóªczynnika wielomianu szachowego dopeªnienia tablicy B
ze wspóªczynnikami wielomianu szachowego dla B.
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Zadanie 6. Znale¹¢ wielomian szachowy (wie»owy) dla caªej tablicy n × n (tzn. wie»e
mo»na ustawia¢ na dowolnych polach).

Zadanie 7. Wyprowad¹ wzór na eksponencjaln¡ funkcj¦ tworz¡c¡ dla liczb Bella:

∞∑
n=0

Bn

n!
xn = ee

x−1.

Zadania dodatkowe

Zadanie 8. Udowodnij to»samo±¢ i znajd¹ jej kombinatoryczn¡ interpretacj¦:{
m+ n+ 1

m

}
=

m∑
k=0

k

{
n+ k

k

}
.

Zadanie 9. Udowodnij, »e dla k ≥ 0 oraz dostatecznie maªego x ∈ R (jak maªego?)
zachodzi wzór: ∑

n≥0

{
n

k

}
xn =

xk

(1− x)(1− 2x)(1− 3x) . . . (1− kx)
.

Zadanie 10. (egzamin 3 czerwca 2005 r.) Udowodnij to»samo±¢:

n∑
i=k

(
n

i

){
i

k

}
=

{
n+ 1

k + 1

}
.

Zadanie 11. Wyka», »e dla m,n ≥ 0

n∑
k=0

{
k

m

}
(m+ 1)n−k =

{
n+ 1

m+ 1

}
.

Zadanie 12. Udowodnij to»samo±c:

∞∑
n,k=0

{
n

k

}
xnyk

n!
= ey(e

x−1).

Zadanie 13. Wska» dowolnie du»¡ tablic¦, której wielomian szachowy ma posta¢ 1 +
3x + x2. Czy ka»dy wielomian f o wspóªczynnikach naturalnych, speªniaj¡cy warunek
f(0) = 1, jest szachowy dla odpowiednio du»ej tablicy? Które wielomiany stopnia 2 s¡
szachowe?
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