
Matematyka dyskretna

Zadania domowe na 14 maja 2013 r.

Niech χ(G) oznacza liczb¦ chromatyczn¡ grafu G, tj. najmniejsz¡ liczb¦ kolorów po-
trzebnych do pokolorowania wierzchoªków G tak aby »adna kraw¦d¹ G nie ª¡czyªa wierz-
choªków tego samego koloru. Przez pG(k) oznaczamy liczb¦ ro»nych kolorowa« wierzchoª-
ków grafu k kolorami jak wy»ej. Niech ∆(G) oznacza najwi¦ksz¡ krotno±¢ wierzchoªka w
G. Przez G oznaczamy dopeªnienie grafu G.

Zadanie 1. Algorytm zachªanny kolorowania wierzchoªków grafu G polega na ustawieniu
wierzchoªków G w ci¡g v1, . . . , vn oraz pokolorowaniu v1 kolorem 1, pokolorowaniu v2
kolorem 1 je±li v1, v2 nie s¡ poª¡czone kraw¦dzi¡ albo kolorem 2 w przeciwnym przypadku.
Za ka»dym razem u»ywamy najmniejszego mo»liwego koloru.

Korzystaj¡c z powy»szego algorytmu, wyka», »e χ(G) ≤ ∆(G) + 1.

Zadanie 2. Wyka», »e istnieje uporz¡dkowanie wierzchoªków grafu G takie, »e algorytm
zachªanny daje optymalne pokolorowanie.

Zadanie 3. Niech u, v bed¡ wierzchoªkami grafu G, które nie s¡ poª¡czone kraw¦dzi¡.
Niech G′ oznacza graf G z dodan¡ kraw¦dzi¡ uv a G′′ (prosty) graf G w którym wierzchoªki
u i v zostaªy uto»samione. Wyka», »e

pG(k) = pG′(k) + pG′′(k),

χ(G) = min{χ(G′), χ(G′′)}

.

Zadanie 4. Niech G b¦dzie grafem o n wierzchoªkach m kraw¦dziach i k skªadowych.
Wyka», »e

pG(x) =
n−k∑
i=0

(−1)iaix
n−i,

gdzie a0 = 1, a1 = m a pozostaªe ai sa liczbami caªkowitymi dodatnimi. Wskazówka:
mo»na u»y¢ indukcja na n+m i powy»szego zadania.

Zadanie 5 (egzamin). Udowodnij (nie odwoªuj¡c si¦ do twierdzenia o 4 barwach!), »e
ka»dy graf planarny, który ma co najwy»ej 4 wierzchoªki stopnia co najmniej 5, jest 4-
kolorowalny.
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Zadania dodatkowe

Zadanie 6. Wyka», »e dla grafu G o n wierzchoªkach

χ(G) + χ(G) ≤ n+ 1,

χ(G)χ(G) ≥ n.

Zadanie 7. Udowodnij, »e wszystkie podzbiory zbioru n-elementowego mo»na ustawi¢ w
cykl w taki sposób, »e moce s¡siednich zbiorów s¡ ró»ne.

Zadanie 8. W konferencji bierze udziaª 2n osób. Kazby uczestnik konferencji ma w±ród
pozostaªych uczestników co najmniej n znajomych. Udowodnij, »e wszystkich uczestni-
ków konferencji mozga zakwaterowa¢ w pokojach dwuosobowych tak, by kazby uczestnik
mieszkaª ze swoim znajomym.

2


