Algebra, zadania przygotowawcze z teorii grup

Zadanie 1. Ktore z ponizszych grup sa izomorficzne?
Z2 X Sg, ZQ X Z6, Zg X Z4, D,
gdzie D oznacza grupe izometrii wlasnych szesciokata foremnego.

Zadanie 2. Pokaz, ze grupa addytywna liczb wymiernych Q nie jest iloczynem prostym
zadnych dwéch swoich podgrup wiadciwych.

Zadanie 3. Czy grupy Aut(Zs) i Aut(Zyp) sa izomorficzne? Wskaz, o ile istnieja, dwie
podgrupy wiasciwe H, F w Aut(Zg) takie, ze Aut(Zs) = F x H.

Zadanie 4. Wykaz, ze jesli G jest grupa abelowa rzedu 78, to G jest cykliczna.

Zadanie 5. Udowodnij, ze jesli G jest grupa rzedu 10 i G ma dokladnie jeden element rzedu
2, to G jest grupa cykliczna.

Zadanie 6. Niech |G| = 20 oraz niech H bedzie podgrupa normalna rzedu 4. Pokaz, ze G jest
abelowa.

Zadanie 7. Grupa kwaternionéw to grupa H = {1,—1,4,—1,j,—j,k, —k}, w ktérej dzialanie
zdefiniowane jest przez warunki:

lz=z-1l=z(-1)-z=z-(-1)=—axdlaze H
i-j=k=j-(=i)j-k=i=i-(—j)k-i=7=i(—k)i®=52=k*=—1.

Pokaz, ze F = {1,—1} jest podgrupa normalna w H. Z ktdéra, a z grup Zs X Za,Z4 jest
izomorficzna grupa H/F?

Zadanie 8. Wykaz, ze grupa Q/Z jest izomorficzna z grupa F wszystkich pierwiastkéw
zespolonych z 1 (wszystkich mozliwych stopni) wzgledem dzialania mnozenia. Tutaj Z,Q sa

rozpatrywane jako grupy wzgledem dziatania dodawania.

Zadanie 9. Ile jest homomorfizméw grup Ss — Zg X Zg? Wyznacz jeden z nietrywialnych
homomorfizmow.

Zadanie 10. Niech
G—{( o0 > la,d € R\ {0},b € R}

H:((l) l{)|beR}.

(i) H jest podgrupa normalna w grupie G (w ktérej dziataniem jest mnozenie macierzy),

Niech

Udowodnij, ze:

(i) G/H = R* x R*, gdzie R* oznacza multyplikatywna grupe ciata liczb rzeczywistych.
Zadanie 11. W grupie Sio dane sa dwa elementy o1,05 rzedu 21. Udowodnij, ze sa one
sprzezone w tej grupie (czyli oq = 70971 dla pewnego T € Si2).

Zadanie 12. Wskaz element maksymalnego rzedu w grupie Sg.

Zadanie 13. Dana jest permutacja o € A,,. Wyznacz centralizator elementu o w grupie



a) Sp

b) A,

Wyznacz klase sprzezonosci elementu o w grupie
a) Sy

b) A, (oile o € Ay).

Rozwiaz te zadania w nastepujacych przypadkach:
i) o =1(1,2,3,4,5) € As
i) o =(1,2)(3,4) € Ay

Zadanie 14. Rozpatrujemy wszystkie dzialania grupy G rzedu 27 na zbiorze X mocy 32. Jaka
moze by¢ minimalna liczba punktéw stalych? Zdefiniuj takie dziatanie.

Zadanie 15. Czy istnieje dzialanie tranzytywne grupy S, x As na zbiorze X mocy 1447

Zadanie 16. Podgrupy normalne Ni, Ny skoriczonej grupy G speliaja Ny N Ny = {1}, za$
grupy ilorazowe G/N;7 1 G/N3 sa cykliczne.

(i) Dowiedz, ze grupa G jest izomorficzna z pewna podgrupa grupy G/N; x G/N3 i wywnio-
skuj, ze G jest przemienna.

(ii) Zatézmy dodatkowo, ze indeksy podgrup Ny i Ny w grupie G sa wzglednie pierwsze.
Udowodnij, ze G jest cykliczna.

Zadanie 17. W grupie G dana jest podgrupa normalna H oraz podgrupa F. Pokaz, ze:
i) HF jest podgrupa w G
i) H jest podgrupa normalng w HF
iii) F N H jest podgrupa normalna w F
iv) (HF)/H = F/(FNH).

Zadanie 18. Zalézmy, ze grupa G dziala na zbiorze X. Zalézmy, ze Orb(x) = Orb(y) dla
pewnych z,y € X. Pokaz, ze podgrupy G, G, sa sprzezone (to znaczy: 9G,g~ ' = G, dla
pewnego g € G).

Zadanie 19. Niech G bedzie grupa skoriczona, a X - zbiorem wszystkich podgrup grupy G.
Dla kazdego g € G definiujemy funkcje ¢, : X — X wzorem ¢,(H) = gHg™ ', dla H € X.
Wykaz, ze definiuje to dziatanie grupy G na zbiorze X. Wykaz, ze jesli G jest p-grupa skoriczona
(dla pewnej liczby pierwszej p), to liczba podgrup G nie bedacych podgrupami normalnymi w
G jest podzielna przez p.

Zadanie 20. Zal6zmy, ze grupa G/Z(G) jest cykliczna. Pokaz, ze G jest abelowa. Tutaj Z(G)
oznacza centrum grupy G.



