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Bedziemy rozwazac skohczony, skierowany graf G. Wprowadzmy pewne pojecia i 0znaczenia:

e N - rozmiar (ilos¢ symboli alfabetycznych)

e dla N i wyrazeh regularnych R1 i R2 mamy nastepujace zaleznoéci indukcyjne
symbol z alfabetu (nie \) R1UR2 R1R2 R*
N 1 N(R1) + N(R2) | N(R1) + N(R2) | N(R)

e wigzka - zbior Sciezek (t.j. potaczonych sekwencji krawedzi) w grafie G, ktére maja
wspalny wierzchotek startowy i wspélny wierzchotek kohcowy

e petla - Sciezka, ktorej wierzchotek startowy = wierzchotkowi kohcowemu

e punkt bazowy - jeSli wigzka sktada sig catkowicie z petli, to jego wierzchotek poczatkowy
(a zarazem kohcowy) nazywamy punktem bazowym

e )\ - petla o dtugosci zero na punkcie bazowym n

e Jesli P i Q sg wigzkami dla ktérych wierzchotek kohcowy dla wszystkich Sciezek w P =
wierzchotkowi startowemu wszystkich sciezek w Q, to definiujemy PQ, konkatenacje P i
Q, jako zbior wszystkich sciezek otrzymany jako poprzedzenie Sciezki z Q sciezka z P

e Jesli P jest wigzka z punktem bazowym n, definiujemy
P*= ), sumaP sumaPP ...

e Wiazke bedziemy nazywac regularng, jesli bedzie zbudowana z wiazek zawierajacych po-
jedyncze krawedzie przy wykorzystaniu sumy, konkatenacji i operatora *

e Istnieje jednoznaczno$¢ pomiedzy wigzkami, a wyrazeniami regularnymi. Wyrazenia reprezen-
towane przez wigzki stanowig podklase wszystkich wyrazeh regularnych i majg wiasnos¢,
ze kazde podwyrazenie réwniez reprezentuje wigzke

e Wiazka S pokrywa Sciezke p jesli jest Sciezka q w S dla ktérej p jest podsciezka.

o Jesli istnieje n takie, ze S pokrywa p", ale nie p™ + 1 wtedy to n oznaczamy jako I,(S)
i nazywamy indeksem p w S oraz méwimy, ze S jest p-skofAczona. W przeciwnym przy-
padku méwimy, ze S jest p-nieskonczona. Biorac wczesniej zdefiniowane N: (dla wszyst-
kich Sciezek p i wigzek Ri S.)

I,,(symbol z alfabetu) = 0 lub 1

I,(RUS) =max(l,(R), I,(5)) -> RUS jest okreSlona tylko dla wigzek o wspolnym pocz.
i kohcu.

I,(RS) < I(R) + I,(5) +1



I,(Rx) = maxI,(R*): k>0

Poréwnujac indukcyjne nieréwnosci dla 1 + I, i N mamy:

I,(E) < 2N(E) jeSli E jest p-skonczona

Jesli E jest p-nieskonczona, zbior podwyrazen E, ktdre sg p-nieskonczone, jest niepusty i
ma element minimalny ze wzgledu na relacje zawierania. Jak wynika z zaleznoéci induk-
cyjnych indeksu, kazde minimalne p-nieskofczone podwyrazenie jest postaci F'™*, gdzie F
jest p-skonczona.

Dowdd:

Pokazemy, ze 2"~! < N (dla petnego grafu o n wierzchotkach)

Chcemy pokazat, ze istnieje petla p z punktem bazowym 1 w petnym grafie z wierzchotkami
1,2, ..., n, dla ktérego N(jakiejkolwiek wigzki pokrywajacej p) > 271,

Bedziemy przeprowadzac indukcje po n. Twierdzenie dla n=1 jest oczywiste, bierzemy jako
petle wierzchotek p.

Zalozmy, ze mamy petle p z punktem bazowym 1 w grafie petnym z n - 1 wierzchotkami dla
ktérego N(jakiejkolwiek wigzki pokrywajacej p) > 22

W grafie petnym o n wierzchotkach, zdefiniujmy p,. jako petle otrzymang z p przez cykliczng
permutacje wierzchotkow, ktora zastepuje wierzchotek 1 wierzchotkiem K. p, ma punkt bazowy
k, i omija wierzchotek k-1 (gdy k = 1, wtedy omijamy wierzchotek n-ty). Rozwazmy petle

q = pY'a12py'a23...py An1

gdzie m=2" i a,; jest krawedzig z wierzchotka i do j. Niech wyrazenie E reprezentuje wigzke
pokrywajaca q. Dla kazdego k, indeks p;, w E > 2™ wigc albo E jest p,. skohczona i wtedy N(E)
> 271 j jest ok albo E jest p,-nieskofczona dla wszystkich k.

W drugim przypadku dla kazdego k wybieramy minimalne p,-nieskohczone podwyrazenie
F wwsrod tych FF wybieramy minimalne wzgledem relacji zawierania i nazywamy je F'*. F*
ma punkt bazowy, powiedzmy j. wybieramy G* sposrod £ pokrywajacych p;s.

Teraz jeSli w E zastgpimy F* przez ¢, G* nadal pokrywa p,; po zamianie (jako ze p,,, omija
J). Wiec

N(G*) > 2"~2 po podstawieniu
N(F*) > 272 przed podstawieniem
N(FE) > 2"~ przed podstawieniem

Poniewaz mamy dowie$¢, ze dowolne wyrazenie regularne opisujace jezyk L(A,) ma dtu-
gos€ co najmniej ¢™, wigc bierzemy stata c>1 i mniejsza od 2, np. 1.5. Wtedy (1.5)" < 2" <N
dlan>2. c.n.d.
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