Krzysztof Duleba

Zadanie 1:
Skonstruowa nieskaiczony ciag liter nad alfabetefa, b, ¢} nie zawierajacy
zadnego kwadratu, tj. podstowa postaei, w # e.

Rozwiazanie:

Skonstruuje ciag stow,, taki, ze stowar,, bedzie prefiksem,,; oraz kazde
x,, nie bedzie zawierato zadnego kwadratu. Wtedy bedzie istnie lim,, . z,,,
ktore réwniez nie bedzie zawigraadnego kwadratu. Istotnie, gdybyawierato
podstowo postacivw, w # ¢, to pewien dostatecznie dtugi prefiks rowniez
zawieratby podstowaw.

Niechx; = a. Do otrzymania stowa,, ,; zastosujemy podstawienie

a — abe
b— ac

c—b

Powiedzmy w skrécie, ze,, = f(x,_1). Co istotne, tak jak kazde podstawie-
nie, f jest homomorfizmem stéw, tzrf.(vw) = f(v) f(w). Pozostaje udowodai
postulowane wiasrizi tego ciagu.

1. x, jest prefiksenx,, ;.

Zauwazmy, zec, = abe, wiec x; jest prefikseme,. Zatézmy, zer,, ; jest
prefikseme,,. Wtedyz,, = x,,_jw, czyli

Tppr = fan) = flznaw) = flza)f(w) = 20 f(w)
Czyli faktyczniex,, bedzie prefiksenr,,, ;.

2. x, nie zawiera podstowa postaciv, w # e.

Dlan = 1 twierdzenie zachodzi. Powiedzmy, ze zachodzi dla wszystkich
i < n, ale dla pewnege > 1 juz nie. Wtedyzx,, = vwwz.

Dla stowag powiemy, zef~!(q) = y jesli istniejey takie, zef(y) = ¢. Na
przyktad, gdyz, = vw, to jesli v ma odwrotn&c, to rowniezw ja ma i na
odwrét. Jest tak dlatego, z& f ' (v))w = vw = z, = f(z,_1), @ zatem
w= f(r,_1)—f(f () = f((x,_1)— f1(v)), gdzie— 0znacza obciecie
prefiksu.

Zastanbéwmy sie teraz, jakiej postaci musclsjowow. Rozpatrzmy naste-
pujace przypadki:



o w=auw'.
Wtedy fatwo widzi€, ze stowow ma odwrotn&t f~!(w). Jest tak
dlatego, ze oczyvicie kazdy prefiks, po ktérym w, wystepuje znak
a ma odwrotn&t, a zatem odwrotrsd majav i vw, czyli rowniez
samow. Jeslitak, toz,, 1 = f~'(x,) = f~Hv) T (w)f~Hw) f71(2),
czyli rowniezz,,_; zawiera kwadrat — sprzeczso

e w=buw'.
Znak b moze sie pojavdi w x,, w dwoch kontekstach: jako obraz
lub jako fragment obrazu. Ten pierwszy przypadek oznacza, ze
ma odwrotn@&c, a zatem koczy sie nab lub c. Teraz j&li w kohczy
sie nab lub ¢, to ma odwrotn&c, wiec musi kéiczyt sie naa (jesli
w ma odwrotn&e, to podobnie jak w poprzednim przypadku okazuje
sie, zex,,_; zawiera kwadrat). Wtedy mamy podciag (« pochodzi
z kohcowki pierwszegav, b z poczatku drugiego), a zatem dalej musi
stet c. Czyli ¢ jest drugim znakiem ww, ale to oznacza, ze mamy
podciagbc (b to pierwszy znak pierwszego, ac to drugi znak). Czyli
wczesniej musi st a, a przeciez zatozydimy, ze stoi tanb lub ¢ —
sprzeczngc.
Jesli b na poczatkuv pochodzi z obrazu, to dalej stoic. W szczeg6l-
nosci oznacza to, zei w musza kéiczy€ sie nau. Czyliv = v'a, w =
bew”a, 286 x,, = vwwz = v'abcw”"abcw"az = v'(abcw”)(abcw”)az.
Zatemz,, zawiera roOwniez inny kwadrat, zaczynajacy sieanao juz
rozwazylsmy w pierwszym przypadku.

o w=cuw.
Jesli drugiew zaczyna sie na, to pierwsze kaczy sie na: lub ab. W
pierwszym przypadku mamy sytuaeje= cw’a, czyli x,, = vwwz =
vew'acw'az. JSli v kohczy sie nau lub z zaczyna sie na, to mamy
kwadraty rozwazanych juz postaci. Inaczdjonczy sie naub, z& =
zaczyna sie nac, czyli x,, = v'abcw’acw’abez’. Zatem po wzieciu
f~! od calcci tego wyrazenia dostajemy

o1 = fH)af T (w)bf T w)af ()
Wtedy jednakz,,_; nie bedzie miat odwrotrizi, gdyz j&li f~!(w')
zaczyna sie na, to mamy dwie literya pod rzad; j&li zaczyna sie na
b, bo mamy dwie literyb pod rzad, a jgli zaczyna sie na, to musi
kohczyc sie naa, a wtedy znéw mamy dwie litery pod rzad, co nie
jest mozliwe — sprzeczr$o.
Zatemw kohczy sie naub. Poab musi wystepowac, zatemz = cz/,
czyliz,, = vew'abcw'abez’, z&8x, 1 = f~H(ve) f~Hw )afHw)af~L(2)
i rowniezz,,_; zawiera kwadrat.
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W kazdym z rozpatrzonych przypadkow okazato siey,zaie moze zawie-
rac kwadratu, zatem dowdd jest zalazony.

Zadanie 2

Zaprojektowa algorytm, ktory dla danego automatu deterministycznego o
stanach, dziatajacego nad alfabeténznajduje réwnowazny automat minimalny
w czasieO(|X| logn).

Rozwiazanie:

Znalaztem bardzo dobra pozycje na ten temat i zamiast po prostu z niej prze-
pisywat, podam tytut: Describing an Algorithm by Hopcroft, David Gries, Acta
Informatica vol 2. strony 97-109 (1973).

Zadanie 3

Jezyk L nazwiemydefinitywnymjesli istnieje takiek, ze przynalezn& do-
wolnego stowa do jezykd zalezy tylko od jegd: pierwszych liter. Oczyvéicie
kazdy jezyk definitywny jest regularny, ale nie na odwrot.

Zaprojektow& algorytm, ktory dla dowolnego deterministycznego automatu
Arozstrzyga, czy.(A) jest definitywny w czasie wielomianowym wzgledem roz-
miaru A.

Rozwiazanie:

Jezyk L nie jest definitywny wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdegastnieje
stowoa € L diugasci|a| > n, ktére zostanie zaakceptowane przez automnaie
wczesniej, niz po przeczytania pierwszych znakow.

Dla automatu skiaczonego to zachodzi tylko wtedy, gdy w grafie reprezentu-
jacym A istnieje cykl zawierajacy wierzchotek pewrsgjiezki od pewnego stanu
poczatkowego do pewnego stanuhkowego. Ponadto z tego cyklu musidysia-
galny jaks stan nieakceptujacy. Wtedy bowiem mozna dowolnie duzo razy&przej
po tym cyklu, a stowo nadal moze nie byaakceptowane, po czym &mic go i
dost do stanu akceptujacego.

Bedziemy korzysta z nastepujacych procedur, ktérych kod jest zapisany w
pseudojezyku ponizej.

function koniec(x)
{oznacz x jako odwiedzony}
foreach y (nieodwiedzony wierzchotek osiagalny z x)
if (xto wierzchotek nieakceptujacyen return true;
if (koniec(y))then return true;
return false;
endfunction



function cykl(x, root)
{oznacz x jako odwiedzony}
foreach y (nieodwiedzony wierzchotek osiagalny z x)
if (x==root)then return true;
if (koniectab[x] ==true )return false;
if (cykl(y, root))then return true;
return false;
endfunction

function main()
foreach x (wierzchotek)
koniectab[x] = koniec(x);
foreach x (wierzchotek)
if  (cykl(x, x))return "niedefinitywny";
return "definitywny";
endfunction

Ich znaczenie jest nastepujace: koniec sprawdza, czy grivejo danego wierz-
chotka mozna jeszcze osiagngtan nieakceptujacy (wtedy zwraca falsekliJe
jednak po osiagnieciu tego wierzchotka stowo juz na pewno zostanie zaakcepto-
wane, zwracana jest wadbtrue.

cykl sprawdza, czy istniejsciezka od wierzchotka x do wierzchotka root. W
szczegOlnsci wywotany z funkcji main szuka cyklu.

Zadanie 4

Rozwazamy wyrazenia Boole’owskie zbudowane ze statych 0, 1, nawiaséw (,)
i operacjiA i V, z oczywista semantyka. Czy istnieje automatgkamny nad alfa-
betem{0, 1, (,), A, V}, ktdry po przeczytaniu takiego wyrazenia Boole’owskiego
przyjmuje stan akceptujacy wtedy i tylko wtedy, gdy wyrazenie ma \&8ani@

Rozwiazanie:

Taki automat nie istnieje. Przyjmijmy jednak, ze istnieje, i zernséanow. Dla
uproszczenia rozumowania zaktadam, ze automat ten jest deterministyczny (co
nie wptywa jednak na ogoélrsd rozumowania). Rozwazmy nastepujace napisy:

Vg, = (ll V (kO V0

dlak = 2n,...,5norazl = Tn—k. Poniewaz jest tylka stanow, to po przeczyta-
niu pewnych trzech réznych napis@wr,—x, Vi 7n—k’, Vr -k @Utomat bedzie
w tym samym stanie. W szczegobw ktorss z par(k, k'), (k, k") lub (K, k")
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bedzie miata réznice wigksza co do modutu od 1. Przyjmijmy, ze jest to para
(k,k"). Niechm = L’“*T’“'j. Do obu napiséwy, 7,,—x | v 7,—r doklejmy napis

wy, =)™ A 0)™™™, Wtedy w obu przypadkach automat nadal bedzie w tym sa-
mym stanie. Ale przeciez jedno z Wyrdize, 7, Wy, Uk’ 7n—k Wy, Ma wartée 1,

a drugie 0, oraz oba napisy to poprawne wyrazenia Boole’'owskie — spr&&czno

Zadanie 5

Méwimy, ze stowow synchronizuje stany automatu deterministyczneddi je
istnieje taki stany,, ze startujac z dowolnego stanu i czytajac stawcautomat
dojdzie zawsze do stany, tzn (Vg € Q)g = qo.

ZnaleZ najkroétsze stowo synchronizujace dla automatu nad alfabétetr
0 zbiorze standwo, 1, ...,k — 1} i funkcji przejscia

i5i+1 modk dlai=0,1,...,k—1
i dlai =0,1,....k—2
E—1%0

Rozwiazanie

Zadanie synchronizacji mozemy przeformut@vanastepujacym jezyku: niech
A bedzie automatem skozonym. Wéwczas tworzymy automat, ktérego sta-
nami sa wszystkie podzbiory standy za funkcja przejcia okrélona jest) =
Uyeoly : g 2 y}. Stanem poczatkowym W’ jest zbiér wszystkich stanow,
zas stanami akceptujacymi sa wszystkie zbiory pojedynczych stahd¥est ja-
she, ze stowav synchronizujed wtedy i tylko wtedy, gdy jest akceptowane przez
A’. Chcemy wiec znaléznajkrotsze stowo akceptowane prz&z

W naszym przypadku tatwo wid#ie ze ostatnia litera najkrétszego stowa
musi by¢ b, gdyza nie synchronizuje zadnych dwoch standw, a jedynie cyklicznie
je zamienia ze soba. Slewiec na kacub stoi b, to stanemy, bedzie star.

Skoro wiemy juz, o ktéry stan Kewowy w A’ nam chodzi, to jeszcze raz
przeformutujmy zadanie. Teraz niecli bedzie automatem o stanach jdk z
odwrdcona relacja prz&gia, stanem poczatkowyfy, } i stanem akceptujacym
bedacym zbiorem wszystkich stand(czyli stanem poczatkowym’). Intere-
suje nas teraz najkrotszestowo akceptowane wl”. To stowow jest lustrzanym
odbiciem szukanego stowa

Tutaj mamy nastepujace préeja: () LR QU{{k—1}jeslio € @, Q KN Q
Je'S“ 0 Q/ Q! Q i) quQ{q - 1}

Z poprzednich rozwaZewiemy juz, ze pierwsza litergjestb. Znajdujemy sie
wtedy w stanie)); = {0, k — 1}. Poniewa? nie bedzie juz zmienialo tego stanu,
dalej musi sta ciaga™ dla pewnega:. Po tyma™ bedzie z koleb. Jesli to b ma w
ogole zmient stan (a powinno, gdyz inaczej mozna je wyoidrzymujac krotsze
stowo), to musza by spetnione dwa warunkil € Q,a™ orazk — 1 ¢ Q,a". Ale
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tak bedzie tylko dlan = ik — 1. Zatemn = k — 1, gdyz takien jest najkrotsze.
Potem stob i znajdujemy sie teraz w stanig, = {1,0,k — 1}.

Powtarzajac to rozumowanie stwierdzamy, Zdijdalej stoia™, a po nimb,
to musi by tak, ze0 € Q.a™ orazk — 1 ¢ (Q,a", co zndw zachodzi tylko dla
n = ik + 1. Kontynuujac w ten sposoéb dojdziemy do stanaémwvego, a bedzie
miato post& v = ba*~'ba*~1 ... ba*F~1b, przy czymb wystepuje w tym ciagi: — 1
razy.

Tak utworzonev jest najkrotsze, gdyz w powyzszej konstrukcji wykonywa-
ne byly tylko i wytacznie te operacje, ktére byty konieczne dosdi@ do stanu
kohcowegow jest palindromem, wiec szukane= v = ba*~'ba*~! ... ba*1b.



