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Zadanie 5

W catym rozwiazaniu przyjmuj¢ alfabet zgodny z trescia zadania. Stowa wczytywane przez automat 4,
utozsamiamy ze $ciezkami przechodzonymi przez automat (jest to mozliwe, gdyz duzy rozmiar alfabetu pozwala
latwo z kolejnych standéw otrzymac stowo, ktére automat wezytat). Zauwazmy, ze wszystkie podwyrazenia
szukanego wyrazenie E musza generowac jedynie stowa, ktdre sa legalne dla automatu 4, zaczynajacego prace
w pewnym stanie (tzn. podwyrazenie £ nie moze by¢ np. postaci a;yaz;, gdyz wtedy w L(E) znalaztoby sig
stowo, ktorego nie moze tam by¢é — trudno mi jasniej sformutowad t¢ whasnosc).

Niech E bedzie wyrazeniem regularnym. Niech S bgdzie zbiorem $ciezek w automacie 4, dla pewnego
n. Powiemy, ze wyrazenie E opisuje zbior §ciezek S jesli stowa z jezyka L(E) sa utozsamione ze $ciezkami z S
(nieformalnie mozemy napisaé¢ L(E)=S). Niech p bedzie dowolna, niepusta $ciezka w grafie automatu. Powiemy,
ze S pokrywa $ciezke p jesli istnieje taka §ciezka ¢ nalezaca do S, ze p jest podsciezka g (tzn. p=uqw dla
pewnych u i w). Wyrazenie E pokrywa p jesli zbior $ciezek opisywany przez E pokrywa p.

Lemat 1:

Jesli E pokrywa pk dla pewnego k>2|E|, to E pokrywa tez kazde stowo postaci p*.

Dowéd:

Rozpatrzmy automat skonczony réwnowazny wyrazeniu £ o minimalnej liczbie stanéw (oznaczmy ten
automat 4). Na mocy twierdzenia z wyktadu, ten automat ma mniej niz 2|E| stanow. Automat 4 akceptuje stowo
upkw dla pewnych u i w. Poniewaz k jest wigksze od liczby stanéw automatu, to podczas wezytywania upkw, z
zasady szufladowej Dirchleta, dla pewnych i i j, po wczytaniu prefikséw up' i up'p’ , automat znajduje sie w tym
samym stanie. Stad 4 akceptuje wszystkie stowa postaci up'(p)) *p"w. Zatem E (przez rownowazno$é z 4
pokrywa kazde stowo postaci p *. Co konczy dowdd lematu.

Najwicgksze k takie, ze E pokrywa pk oznaczymy przez k(E,p) (k(E,p) nie musi wigc istniec).

Lemat 2:

Jesli k(E,p) nie istnieje, to istnieje takie X*, ktore jest podwyrazeniem E, ze k(X,p) istnieje, ale k(X* p)
nie istnieje.

Dowéd:

Wezmy Y jako minimalne podwyrazenie E, dla ktorego k(Y,p) nie istnieje. Zauwazmy najpierw, ze Y nie
moze byé symbolem z alfabetu (gdyz wtedy k(Y,p) zawsze istnieje). Gdy Y=A+B lub Y=A4B i istnieja k(4,p) oraz
k(B,p), to istnieje rowniez k(Y,p) — zatem Y nie moze by¢ takze suma ani zlozeniem podwyrazen. Pozostaje
przypadek, gdy Y=X*. Ten X spehia tezg lematu, ze wzgledu na sposéb wyboru Y. Co konczy dowdd lematu.

Pokazemy przez indukcje, ze dla kazdej liczby naturalnej » istnieje Sciezka p, ktorej poczatek i koniec
sq réwne I, taka, ze jesli E pokrywa p, to ‘E ‘ >0 Oczywiscie wtedy teza gtéwnego twierdzenia bedzie

natychmiastowa: stowo utozsamione z p nalezy do L(4,), wigc kazde wyrazenie E takie, ze L(E)=L(A,) musi
pokrywa¢ p. Zatem jego dtugo$¢ musi by¢ nie mniejsza niz np. (1,5)" (dla odpowiednio duzych n).

Dla n=1 teza indukcyjna jest trywialna (p jest $ciezka jednoelementowa).

Przyjmijmy, ze mamy $ciezke p spelniajaca tezg dla n-1. Niech p; bedzie Sciezka powstata z p przez
permutacj¢ wierzchotkow automatu i > (i + k) mod n . Zauwazmy, ze p; ma wtedy poczatek w stanie k oraz
nie przechodzi przez stan (k-1) mod n. (dalsza arytmetyka na indeksach p; odbywa si¢ implicite modulo 7).
Rozpatrzmy $ciezke:

q=Dp, APy D, Ay, gdzie m=2"
Niech wyrazenie E pokrywa q. Oczywiscie wtedy dla kazdego i, gdy k(E,p,) istnieje, to k (E , pi) >2",
Na mocy lematu 1, gdy k(E,p)) istnicje, to 2| E|>k(E,p), wiee albo | E| = 2" (co koficzy dowéd kroku

indukcyjnego), albo dla wszystkich i warto$¢ k(E,p;) nie istnieje.

W takim razie, na mocy poczynionych wczesniej obserwacji, mozemy w E wybra¢ dla kazdego i
minimalne podwyrazenie X;*, ze k(X;*p;) nie istnieje. Sposrdd tych podwyrazen wybierzmy wyrazenie
minimalne w sensie dlugos$ci i oznaczmy X*. Poniewaz X jest podwyrazeniem F, to na mocy poczynionej na
poczatku uwagi, pierwszym symbolem kazdego ze stow z L(X) musi by¢ aj; dla ustalonego j i dowolnego &
(inaczej czgs¢ generowanych przez L(E) stdéw nie mogtaby by¢ opisem przej$¢ 4,). Ten ustalony wierzchotek
nazywac bedziemy j (wierzchotek poczatkowy) rowniez w dalszym wywodzie. Sposrdéd X;* pokrywajacych p;.;
wybierzmy jedno, oznaczmy je Y*. Je§li X* 1 Y* sg roztacznymi podwyrazeniami E, to poniewaz kazde z nich
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jest dhugosci przynajmniej 2" (na mocy zatozenia indukcyjnego), wiec ‘E ‘ 2 ‘X ‘ + ‘Y ‘ >2"" co konczy

dowod. W przeciwnym razie, Y* musi by¢ podwyrazeniem (by¢ moze niewtasciwym) X* (poniewaz zarowno X*
jak Y* wybrali§my sposrod X:*, za§ X* miato by¢ najkrotsze). Wezmy wyrazenie Z* powstate przez
podstawienie w Y* pod X* symbolu € . Wtedy Z* pokrywa p;;, poniewaz Y* pokrywato p;+;, a pj+; nie
przechodzi przez j — wierzchotek poczatkowy wyrazenia X*. Zatem z zatozenia indukcyjnego mamy

‘Z *‘ >0 Wyrazenie Y* jest dtuzsze od Z* o dlugos$¢ podstawionego wyrazenia X*, zatem jest dtugosci

przynajmniej 2", Z kolei Y* jest podwyrazeniem E, wigc rowniez ‘E ‘ >2"" ¢nd.
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