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1 Jezyki bezkontekstowe

1.1 Gramatyki bezkontekstowe

1. Poda¢ gramatyki bezkontekstowe generujace nastepujace jezyki:

(a) zbidr stéw nad alfabetem {a, b}, ktére zawieraja tyle samo a co b;
(b) zbidr stéw nad alfabetem {a, b}, ktére zawieraja dwa razy wiecej a niz b;

(c) zbidr stéw nad alfabetem {a, b} o dlugosci parzystej, w ktérych liczba wystapient
litery b na pozycjach parzystych jest réwna liczbie wystapien tej litery na po-
zycjach nieparzystych;

(d) zbiér wyrazen arytmetycznych nad alfabetem {0, 1, (,), +, -}, ktére, przy zwyklej
interpretacji dziatan dla liczb naturalnych, maja wartosé 3;

(e) zbidr wyrazen arytmetycznych w notacji polskiej (nad alfabetem {0,1,+,-}) o
wartosci 4;

(f) zbiér poprawnie zbudowanych formut rachunku zdain ze zmienna zdaniowa p i
staltymi logicznymi true, false (alfabet: {p,true, false, A, V, -, (,)});

(g) zbidér tych formut z poprzedniego punktu, ktére przy kazdym wartosciowaniu
zmiennej p maja wartosé logiczna prawda (tzn. tautologii);

(h) {a'Vc" iV j# k)
(i) {a'¥a* : i+ k=j}.
2. Dla danych gramatyk bezkontekstowych G, H, skonstruowa¢ gramatyki generujace
jezyki L(G)U L(H), L(G)L(H), (L(G))*, (L(G))" (=lustrzane odbicie).

3. Wykazaé, ze zbiér palindroméw nad ustalonym alfabetem jak réwniez jego dopelnienie
sa jezykami bezkontekstowymi.
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Skonstruowac¢ gramatyke bezkontekstowa z jednym symbolem nieterminalnym gene-
rujaca zbiér {z € (a+b)* : #.(x) = #u(x) }, gdzie #,(w) oznacza liczbe wystapien
symbolu s w stowie w.

Dowies¢, ze nastepujace warunki sa rownowazne dla jezyka L C ¥*:

(a) L jest regularny,

(b) L jest generowany przez gramatyke bezkontekstowa, w ktérej kazda reguta jest
postaci X — e, X =Y, lub X — oY, o€,

(c) L jest generowany przez gramatyke bezkontekstowa, w ktérej kazda regula jest
postaci X — e, X =Y, lubX — Yo, o€,

(d) L jest generowany przez gramatyke bezkontekstowa, w ktérej kazda regula jest
postaci X — a lub X — Y, o, 8 € ¥*.

Poda¢ przykilad gramatyki bezkontekstowej w ktoérej kazda regula jest postaci X —
&, X =Y, X —-o0Y lub X — Yo, 0 € ¥, ale jezyk generowany przez gramatyke
nie jest regularny.

Czy kazdy jezyk bezkontekstowy jest generowany przez gramatyke w postaci z po-
przedniego zadania?

Powiemy, ze gramatyka G ma wtasnos¢ wlasciwego samozapetlenia, jesli dla pewnej

zmiennej X zachodzi X S ax 3, gdzie a, B # €. Udowodnij, ze gramatyka bezkon-
tekstowa nie majaca wlasnosci wladciwego samozapetlenia generuje jezyk regularny.

Udowodnij, ze kazdy jezyk bezkontekstowy nad jednoliterowym alfabetem jest re-
gularny.

Udowodnij, ze jesli L jest bezkontekstowy to jezyk {a®! : w € L} jest regularny.

Niech G bedzie gramatyka bezkontekstowa, z m zmiennymi i niech, dla kazdej reguly
y & w, |w| < €. Dowiesé, ze jesli X i €, to istnieje wyprowadzenie o dlugosci
1+04 02+ ... 4+ ¢m ! Czy to oszacowanie jest optymalne?

Dowies¢, ze dla kazdej gramatyki G istnieje stata C, taka, ze dla dowolnego w # e,
o s1e G* . .. . , .
jesli X; = w, to istnieje wyprowadzenie o dtugosci < C - |w|.

Zalézmy, ze mamy pewna skonczona liczbe regul wymazujacych postaci a — e.
Stosujac takie reguly mozemy w danym slowie zastepowaé¢ stowo a przez stowo
puste. Niech L bedzie zbiorem stow, ktére mozemy przeksztalci¢ na stowo puste
stosujac regulty wymazywania.

Czy zawsze istnieje gramatyka bezkontekstowa generujaca L i majaca tylko jeden

symbol nieterminalny ?

Zaprojektowaé algorytm, ktory, dla danej gramatyki G, odpowiada na pytanie, czy
jezyk L(G) jest nieskoniczony.
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Udowodnij, ze kazdy jezyk bezkontekstowy moze by¢ generowany przez gramatyke
w ktorej kazdy symbol nieterminalny (poza by¢ moze symbolem poczatkowym) ge-
neruje nieskonczenie wiele stow terminalnych.

Bezkontekstowy czy nie 7 — lematy o pompowaniu

Udowodnié, ze zaden nieskoniczony podzbiér jezyka L = {a™b™c™ : n > 1} nie jest
jezykiem bezkontekstowym.

Udowodni¢, ze dopelnienie jezyka z poprzedniego zadania jest jezykiem bezkontek-
stowym.

Udowodnié, ze jesli alfabet ¥ ma co najmniej dwie litery, to jezyk L = {ww :
w € ¥*} nie jest bezkontekstowy, natomiast jego dopehienie X* — L jest jezykiem
bezkontekstowym.

Dowiesé, ze dla kazdego ustalonego k dopehienie jezyka {w® : w € ¥*} jest jezykiem
bezkontekstowym.

Udowodnié, ze jezyk L = {zcx : x € (a+b)* } nie jest jezykiem bezkontekstowym.

Udowodni¢, ze dopemienie jezyka z poprzedniego zadania jest jezykiem bezkontek-
stowym.

Pokazaé, ze jezyk dopasowywania wzorca L = {xcy : z,y € (a +b)*, y €
Subwords(x)} nie jest bezkontekstowy. Czy dopelnienie tego jezyka jest bezkontek-
stowe 7

Pokazac¢, ze jezyk L = {xcy® : z,y € (a+b)*, y € Subwords(z)} jest bezkontek-
stowy.

(*) Pokazaé, ze dopetnienie jezyka z poprzedniego zadania nie jest jezykiem bezkon-
tekstowym.

Udowodnié¢, ze jezyk L = {a'b/c* :i#j, i #k, j# k } nie jest bezkontekstowy.

Czy jego dopelnienie jest bezkontekstowe 7

Czy jezyk L = {a'a't’ :i,j > 1} jest bezkontekstowy ?

Czy jego dopelnienie jest jezykiem bezkontekstowym 7

Udowodni¢, ze jezyk L = {ww®w :w € (a+ b)*} nie jest bezkontekstowy.

Czy jego dopelnienie jest bezkontekstowe 7
Pokaz, ze jezyk {z#y" : z,y € {0,1}F, [z]a + 1 = [y]2} jest bezkontekstowy.
Pokaz, ze jezyk {a#vy : x,y € {0,1}", [z]o + 1 = [y]o} nie jest bezkontekstowy.

Ktore z nastepujacych jezykow sa bezkontekstowe ?
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(a) {a™b" :m <n <2m}

(b) (a+b)* —{(a™™)" :n > 1}

(c) {wwfw:w e (a+b)*}

(d) {a*ba¥ba* : x +y = z}

(e) {a®ba¥ba”® : x -y =z}
16. Dowiedz, ze nastepujace jezyki nie sa bezkontekstowe:

(a) {a'ba”* :j = max {i,k}

(b) {abic®: k #i}.
17. Czy jezyk

{bin(n) $ bin(n*)® : n € N},
gdzie bin(n) € {0, 1}* jest binarnym przedstawieniem liczby n, jest bezkontekstowy?
18. (a) Udowodnij, ze zbidér tautologii nad ustalonym skoniczonym zbiorem zmiennych
jest bezkontekstowy (stanowi to uogdlnienie zadania (1g) z sekcji 1.1).

(b) Formuty nad przeliczalnym zbiorem zmiennych mozna przedstawié¢ jako jezyk
nad skonczonym alfabetem, przyjmujac indeksowanie zmiennych. Dokladniej,
przyjmijmy, ze zbiér wszystkich formul jest generowany przez gramatyke

F — true|false|V |(FVF)|(FAF)|(-F)
— xl

0|1
N

JO|J1 e

oo~

Np. ((#101 v (=20)) A (—(false vV 2101))) jest formuta.
Udowodnij, ze zbiér wszystkich tautologii nie jest bezkontekstowy?.

19. Sformuluj vvwzy-lemat o pompowaniu dla jezykéw liniowych w ktérym |uvzy| =

O(1).
Dowied?, ze jezyk {a'b'c?d’ : i,j € N} nie jest liniowy.

20. Dowiedz, ze L = {z € (a+ b)*,#4(x) = #p(z)} nie jest liniowym jezykiem
bezkontekstowym.

21. Udowodnij, ze zbiér stéw w nad alfabetem {a, b} majacych te sama liczbe liter a co
b nie jest liniowym jezykiem bezkontekstowym.

!Stwierdzenie to wynika latwo z hipotezy P # NP, ale nalezy je dowies¢ bez tej hipotezy.
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1.3

1.

Automaty ze stosem

Skonstruowac¢ automaty ze stosem rozpoznajace poznane wczesniej jezyki bezkontek-
stowe: zbiér palindroméw, zbiér poprawnie uformowanych ciagéw nawiasow, zbior
stow, ktére maja dwa razy wiecej b niz a, zbiér ciagdéw, ktére nie sa postaci ww.

Dla liczby naturalnej n, niech bin(n) € {0,1}* bedzie binarnym przedstawieniem
liczby n. Skonstruowa¢ automat ze stosem rozpoznajacy jezyk

{bin(n)$bin(n + ¥ : n e N}

Skonstruowaé¢ automat ze stosem rozpoznajacy jezyk
{bin(n) $bin(3 xn)* : n € N}
Uogdlnié teze zadania?.

Dowies¢, ze dla kazdego automatu ze stosem A, mozna skonstruowaé¢ automat ze
stosem o dwdch stanach A', taki ze L(A) = L(A’).

Dowie$é, ze automatowi A’ z poprzedniego zadania mozna postawié¢ dalszy wymog,
ze kazde przejscie jest postaci

q, a, Z —A qu «Q
gdzie o] <2 (q,q dowolne).

Dowies¢, ze dla kazdego automatu ze stosem A, mozna skonstruowaé¢ réwnowazny
mu automat ze stosem A”, w ktérym kazde przejsécie jest postaci push lub pop, tzn.

q,a, Z A qla YZ

lub
q,a, Z AN q/a €

Czy dla takich automatow mozna nadal ograniczy¢ liczbe standéw?

Majac dany automat ze stosem akceptujacy jezyk L, skonstruowaé automaty ze
stosem akceptujace nastepujace jezyki:

e Prefix(L) = {w : (Fv)wv € L}
e Suffix(L) ={w : (Ju)uw € L}
e Subword(L) = {w : (Ju,v)uwv € L}

o Li={wf:welL}
o (*) Cycle(L) = {vw : wv € L}

2Mozna zaczaé od przykladu {dec(n)$dec(2006 x n)® : n € N}, gdzie dec(n) € {0,1,...,9}* jest
dziesietnym przedstawieniem liczby n.
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Majac dany automat ze stosem akceptujacy jezyk L i automat skonczony akcep-
tujacy jezyk R, skonstruowac¢ automaty ze stosem akceptujace nastepujace jezyki:
o LR!
o R7'L
e LNR

Dla danych jezykow regularnych L i M, skonstruowaé¢ automat ze stosem rozpo-
znajacy jezyk U;en (L' N M?). Uwaga: ten zbiér nie musi by¢ regularny.

Dowies¢, ze dla kazdego automatu ze stosem A istnieje stata C' (zalezna od auto-
matu), taka, ze dla kazdego stowa w € Z(A), istnieje obliczenie akceptujace (przez
pusty stos) o dlugosci < Clw|. Wskazdéwka: oszacowaé wysokosé stosu w obliczeniu
akceptujacym.

Niech A bedzie automatem ze stosem. Dowiesé, ze zbior stéw, ktére sa mozliwymi
zawartosciami stosu automatu A, jest jezykiem regularnym. Formalnie, mamy na
mysli zbior

{ael” : (FGw,ve¥)(IqeQ)q,w,Zr Fa q,v,a}

Wywnioskowaé stad, ze zbiér stéow, ktore sa mozliwymi zawarto$ciami stosu auto-
matu A w jakims obliczeniu akceptujacym, jest jezykiem bezkontekstowym.

Automat ze stosem A = (X, T, Q, q1, Z1, 9, F) nazywamy deterministycznym, jesli w
kazdej sytuacji mozliwy jest co najwyzej jeden ruch. Doktadniej:

e jesli, dla pewnej pary ¢, Z, zachodzi q, €, Z — 4 p,« przy pewnych p, a, to dla
zadnego o € X, nie zachodzi q,0,Z — 4 p', o/, dla zadnych p’, o/;

e dla kazdych ¢, o, Z, istnieje co najwyzej jedna para p, «, taka ze q,0, Z — 4 p, .

Jezyk bezkontekstowy jest deterministyczny jesli jest rozpoznawany przez pewien

deterministyczny automat ze stosem (w sensie standéw akceptujacych, tzn. L =

L(A)). Dowies¢, ze jezyk {a"b" : n € N} U {a"b*" : n € N} nie jest determi-
nistycznym jezykiem bezkontekstowym.

Wykazaé, ze zbiér palindroméw nad alfabetem dwuelementowym nie jest determi-
nistycznym jezykiem bezkontekstowym.

Wilasnosci jezykow bezkontekstowych

Podaj przyklad jezyka bezkontekstowego L t.ze jezyk L = {x : (Jy)lz| =
ly| A xy € L} nie jest bezkontekstowy.

Udowodnié, ze przeciecie jezyka (deterministycznego) bezkontekstowego z regular-
nym jest tez jezykiem (deterministycznym) bezkontekstowym.
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3. Przeplotem stéw w i v nazwiemy dowolne stowo dtugosci |w|+|v|, ktére mozna rozbié
na roztaczne podciagi wiwv. L i M jest zbiér wszystkich mozliwych przeplotéw stéw
w € L,v e M. Jezyk ten oznaczamy L || M. Udowodnij, ze przeplot jezyka bezkon-
tekstowego i regularnego jest jezykiem bezkontekstowym. Podaj przyktad jezykéw
bezkontekstowych L i M, dla ktérych L || M nie jest jezykiem bezkontekstowym.

4. Domkniecie przeplotne jezyka L okreslamy przez L* = L U (L || L) U (L || L |
L) U.... Wykaza¢, ze operacja domkniecia przeplotnego jezyka skoriczonego moze
da¢ w wyniku jezyk ktory nie jest bezkontekstowy.

5. Udowodni¢, ze jesli X, Y sa jezykami regularnymi to jezyk
L =3, X"NnYy"”
jest bezkontekstowy.
6. Poda¢ przykiad jezykéw regularnych X, Y t.ze
Y1 (XPNY™) = {a"" : n>1}
7. Podaj jezyki regularne X, Y, Z t.ze jezyk
st (X7 A Y™ N 27)
nie jest bezkontekstowy.

8. Wskaz jezyk bezkontekstowy L, dla ktérego v L = {w : ww € L} nie jest jezykiem
bezkontekstowym.

9. Podaj przyktad jezyka bezkontekstowego takiego. ze {x : a* € L dla pewnego k}
nie jest bezkontekstowy.

10. Rozwazmy nastepujacy morfizm:
h(a) = a, h(b) =0, h(d')=a, h(t)) =10
oraz h(z) = € dla symboli = € {a,b,d’,b'} dla ktérych morfizm nie zostat zdefinio-
wany powyzej. Wykazaé, ze jezyk EQ(h,g) = {w : h(w) = g(w)} nie jest bezkon-
tekstowy.

11. Udowodnij, ze jesli U jest regularny to nastepujacy jezyk jest bezkontekstowy
{ay™ : x#y, vy cU}

12. Jezyk ma wilasnos¢ prefiksowa, gdy dla kazdych dwoch stow z tego jezyka jedno z
nich jest prefiksem drugiego. Wykaz, ze jesli jezyk bezkontekstowy ma wlasnosé
prefiksowa to jest on regularny.

13. Niech L C {a,b}* bedzie jezykiem regularnym oraz h,g beda morfizmami. Udo-
wodni¢, ze nastepujacy jezyk jest liniowym jezykiem bezkontekstowym
{h(u)e(g(u)® + we L}

14. Udowodnij, ze przeciecie liniowego jezyka bezkontekstowego z regularnym jest jezykiem
liniowym.
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Dla jezyka L okreslamy Min(L) jako zbidér stéw w L minimalnych ze wzgledu na
porzadek bycia prefiksem. (Zatem u € Min(L) < nie istnieja v € L oraz w # €
takie, ze vw € L.) Udowodnij, ze dla deterministycznego jezyka bezkontekstowego
L jezyk Min(L) jest réwniez deterministycznym jezykiem bezkontekstowym.

Niech L = {a't’c* : k > ilubk > j}. Pokaz, ze Min(L) nie jest jezykiem
bezkontekstowym.

Zbiér Max (L) okreslamy analogicznie jak zbiér Min(L) w zadaniu 15. Podaj przyktad
jezyka bezkontekstowego L, dla ktérego Max (L) nie jest jezykiem bezkontekstowym.

Niech hq, hy beda morfizmami takimi, ze alfabet wyjSciowy nie zawiera $. Wykaz,
ze jezyki {z$y® : hi(x) = ho(x)} i {a$yf : hi(z) # he(z)} sa liniowymi jezykami
bezkontekstowymi.

Podzbiér M C N* nazywamy liniowym jesli mozna go przedstawi¢ M = {@ + n -
b : n € N}, dla pewnych wektoréw @,b € N* a semi-liniowym, jesli jest suma
skoniczenie wielu zbioréw semi-lniowych.

(a) Udowodnij, ze zbiér dtugosci stéw jezyka bezkontekstowego jest semi-liniowy.

(b) (*) Udowodnij twierdzenie Parikha gloszace, ze dla jezyka bezkontekstowego
L C ¥* zbiér (C NI®I) wektoréw liczby wystapien liter z ¥ w stowach z L jest
semiliniowy.



