
TI Zadania. Termin rozwi¡zania: 29 stycznia 2009, godz. 15:00.

Rozwi¡zania prosz¦ przesªa¢ elektronicznie .ps lub .pdf na adres <niwinski@mimuw.edu.pl>
z kopi¡ do <tkazana@mimuw.edu.pl> lub zªo»y¢ do mojej przegródki w sekretariacie.
W tym drugim przypadku r¦kopis powinien by¢ podpisany i bardzo czytelny.

Zasady punktacji: Uzyskana liczba punktów plus liczba punktów za ¢wiczenia oznacza
zarazem ocen¦ (po stosownym zaokr¡gleniu), np. 3.14 punktów = dostateczny. Mo»na
rozwiazywa¢ zadania w zespoªach, wtedy jednak liczba zdobytych punktów dzieli si¦ przez
liczb¦ uczestników.

1. (1 pt.) Oblicz przepustowo±¢ kanaªu opisanego poni»sz¡ macierz¡ n × n, n ≥ 2.
Wska» rozkªad, który realizuje odpowiednie maksimum:

0 1
n−1

. . . . . . 1
n−1

1
n−1

0 1
n−1

. . . 1
n−1

. . . . . . . . . . . . . . .
1

n−1
1

n−1
. . . 1

n−1
0


2. (1 pt.) Dla nast¦puj¡cych zmiennych losowych okre±l entropi¦, kod Hu�mana i

±redni¡ dªugo±¢ sªowa w kodzie Hu�mana:

• suma oczek przy dwóch niezale»nych rzutach kostk¡,

• liczba orªów przy 5 rzutach monet¡.

Je±li X zmienna jak wy»ej, to jak zmieni si¦ entropia i srednia dªugo±¢ sªowa kodo-
wego dla Y = log X ?

3. (2 pt.) Niech:

d1(X, Y ) = H(X|Y ) + H(Y |X)

oraz

d2(X, Y ) =
∑

z∈X∪Y

pX(z) log
pX(z)

pY (z)

(gdzie pZ(z) = p(Z = z)).

Rozstrzygnij, czy d1 i d2 s¡ metrykami.

4. (1 pt.) Czy istnieje niesko«czenie wiele liczb losowych w sensie Koªmogorowa
nast¦pujacej postaci:

(a) N !,

(b) pN (N�ta liczba pierwsza),

(c) 2N ,

(d) 2N + 1,
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(e) liczby maj¡ce dokªadnie k jedynek w zapisie dwójkowym,

(f) liczby maj¡ce co najmniej k jedynek w zapisie dwójkowym.

5. (2 pt.) Czy istnieje sªowo x, dla którego prawdopodobie«stwo algorytmiczne

pU(x) =
∑

v:U(v)=x

1

2|v|

jest liczb¡ wymiern¡1?

6. (1 pt.) W wy±cigu startuj¡ 3 konie. Bukmacher jest bardzo uczciwy: za dobry typ
oddaje potrojon¡ stawk¦ wejsciow¡. Wiemy, »e rozkªad prawdopodobie«stwa zwy-
ci¦stw poszczególnych koni jest (1

2
, 1

4
, 1

4
) (w kazdej gonitwie niezale»nie i tak samo).

Mamy 100 zª i b¦dziemy gra¢ 100 razy, ka»dorazowo stawiaj¡c caªy posiadany kapi-
taª (ale by¢ mo»e dziel¡c go na poszczególne konie). Ile �powinni±my� maksymalnie
wygra¢?

7. (2 pt.) Niech X b¦dzie wyborem kart do gry, tzn.zmienn¡ losow¡ o warto±ciach w
{1, 2, . . . , 52} i niech T b¦dzie zmienn¡ losow¡, która z jednorodnym prawdopodo-
bie«stwem wybiera w sposób niezale»ny od X pewn¡ permutacj¡ (tasowanie kart).
Dowie±¢, »e H(TX) ≥ H(X). Czy teza pozostaje prawdziwa, je±li X i T nie s¡
niezale»ne?

8. (1 pt.) Wykaza¢ R(X, Y, Z) ≤ I(X, Y ) ≤ H(X). Czy która± z tych liczb moze by¢
ujemna? Je±li tak, poda¢ przykªad.

9. (1 pt.) Kod jest wyczerpuj¡cy , gdy ka»dy dostatecznie dªugi ci¡gu symboli za-
wiera pewne sªowo kodowe jako swój pre�ks. (W konsekwencji ka»dy niesko«czony
ci¡gu symboli rozkªada si¦ na sªowa kodowe.) Jak sprawdzi¢, czy dany kod jest
wyczerpuj¡cy?

1Na wykªadzie dyskutowana byªa tak»e alternatywna de�nicja, �przeskalowana� wzgl¦dem Ω, p(x) =
pU (x)

Ω . W tym przypadku pytanie o wymierno±¢ p(x) wydaje si¦ znacznie trudniejsze. W ka»dym razie,

je±li kto± znajdzie poprawn¡ odpowied¹, to za to jedno zaliczy wykªad z ocen¡ �5!�.
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