
Pozyyjna determinaja gier parzysto�si(notatki do wyk ladu)Damian Niwi�nski21 grudnia 2005Pierwsza niesko�nzona lizba porz ,adkowa, zyli zbi�or lizb naturalnyh, jest oznazana !.Przypomnijmy (wyk lad1 z 25.10.2005), _ze gra jest og�olnie zadana jako uk ladG = hPosE ;PosA;Mov ; Cigdzie Pos = PosE �[ PosA i Mov tworz ,a aren ,e, a C � Pos! jest warunkiem wygrywaj ,aymdla Ewy. A zatem niesko�nzona rozgrywka � = (p0; p1; : : :) jest wygrana przez Ew ,e wtedy, gdy� 2 C, a przez Adama wtedy, gdy � 2 �C = Pos! � C.Gra z warunkiem parzysto�si dana jest przez aren ,e wraz z funkj ,a rank : Pos ! f0; 1; : : : ; ng,dla n < !, a warunkiem wygrywaj ,aym dla Ewy jestC = f(p0; p1; : : :) : lim supk!1 rank (pk) jest parzystegGr ,e z warunkiem parzysto�si (lub kr�otko: gr ,e parzysto�si) b ,edziemy zwykle przedstawia�przez hPosE;PosA;Mov; rank i.Zazniemy od obserwaji, _ze dope lnienie warunku parzysto�si jest r�ownie_z warunkiem pa-rzysto�si, z dok ladno�si ,a do przesuni ,eia funkji rank o 1.Dok ladniej, przypu�s�my, _ze warto�si funkji rank s ,a w zbiorze f0; 1; : : : ; ng. Rozwa_zmy gr ,eG0, w kt�orej Pos 0E = PosA;Pos 0A = PosE, Mov 0 = Mov oraz rank 0(q) = rank (q)+1. Zauwa_zmy,_ze pozyje i ruhy pozosta ly te same, tylko zmieni ly w la�siieli, a zatem strategia dobra dla Ewyw G jest dobra dla Adama w G0 i vie versa. W szzeg�olno�si pierwsza gra jest (pozyyjnie)zdeterminowana wtedy i tylko wtedy kiedy druga. Ozywi�sie warto�si funkji rank 0 s ,a w zbiorzef1; 2; : : : ; n + 1g.W dalszym i ,agu gr ,e parzysto�si gdzie rank (Pos) � f�;mg b ,edziemy nazywa� gr ,a z warun-kiem [�; n℄. Wystarzy rozwa_za� � = 0; 1, bo w razie potrzeby mo_zna przeskalowa� o -2.Twierdzenie Dowolna gra z warunkiem parzysto�si jest zdeterminowana. Co wi ,eej, Ewa iAdam maj ,a wygrywaj ,ae strategie pozyyjne, SE i SA odpowiednio, takie, _ze Pos � SE [ SA.Tzn. ka_zda pozyja jest wygrywaj ,aa dla jednego z grazy i zwyi ,eza mo_ze u_zy� strategiipozyyjnej zale_znej tylko od graza (a nie od pozyji poz ,atkowej).Wyka_zemy tez ,e przez indukj ,e na d lugo�s� przedzia lu [�;m℄.Przypadek [0; 0℄ odpowiada grze, w kt�orej ka_zda niesko�nzona rozgrywka jest wygrana przezEw ,e. Jak wykazali�smy na wyk ladzie 11.10.2005, zbi�or pozyji wygrywaj ,ayh dla Ewy wtej grze (zyli ,,bezpieznyh") jest najwi ,ekszym punktem sta lym operatora Ewa. Natomiastjego dope lnienie, zyli najmniejszy punkt sta ly operatora Adam jest z kolei zbiorem pozyji1Zob. ,,Co by lo na wyk ladzie ?", http://zls.mimuw.edu.pl/�niwinski/Gry/ogry3.html.1



sko�nzenie wygrywaj ,ayh dla Adama (wyk lad 18.10.2005), zyli pozyji wygrywaj ,ayh dlaAdama w grze z warunkiem [0; 0℄.A zatem w tym przypadku dowiedli�smy ju_z determinaji, a uwagi o pozyyjno�si strategiiwynikaj ,a wprost z dowod�ow tamtyh fakt�ow.Jak ju_z zauwa_zyli�smy wy_zej, determinaja warunku [0;m℄ poiaga za sob ,a determinaj ,e[1;m + 1℄ i na odwr�ot. Dlatego w kroku indukyjnym wystarzy rozwa_zy� gr ,e z warunkiem[�;m℄, gdzie m > 0 jest parzyste.Ustalmy tak ,a gr ,e G = hPosE;PosA;Mov ; rank iNieh F = fq : rank (q) = mg.Pomonizo okre�slimy pewn ,a klas ,e gier G�, u_zywaj ,ayh o jeden ,,rank" mniej. Dok ladniej,dla dowolnego zbioru pozyji M � Pos, okre�slamy gr ,e G�(M) przez nast ,epuj ,ae warunki:� Dla ka_zdej pozyji q 2 M usuwamy wszystkie ruhy (q; p) 2 Mov i zynimy j ,a pozyj ,aAdama (a wi ,e Ewa wygrywa w q).� Dla ka_zdej pozyji q 2 M dodajemy now ,a pozyj ,e bq (nale_z ,a ,a do Ewy lub Adama wzale_zno�si od tego, zyja by la pozyja q) oraz ruhy (bq; p), o ile (q; p) 2 Mov .Tak wi ,e z pozyji bq mo_zna wyj�s� tak samo jak kiedy�s z q, natomiast nie mo_zna do niejdoj�s�. Natomiast do pozyji q 2M mo_zna doj�s� jak dawniej, ale nie mo_zna z niej wyj�s�.Dla porz ,adku k ladziemy rank(bq) = 0, dla q 2M .� Dla q 2 Pos �M , przyjmujemy bq = q.� Dla pozyji q 2 F obni_zamy rank++(q) := rank (q)� 1.Okre�slamyReah++E (M) = fq : bq jest pozyj ,a wygrywaj ,a ,a dla Ewy w G�(M)gLemat A Ewa ma wygrywaj ,a ,a strategi ,e pozyyjn ,a SE w grze G, tak ,a, _zeSE � �Z:Reah++E (Z \ F )(patrz wyk lad z 11.10.2005).Nieh Z0 = �Z:Reah++E (Z \ F ), mamy wi ,eZ0 = Reah++E (Z0 \ F )Okre�slimy poszukiwan ,a strategi ,e pozyyjn ,a dla Ewy na pozyjah z Z0.Z za lo_zenia indukyjnego dla gry G�(Z0 \ F ) mamy wygrywaj ,a ,a strategi ,e pozyyjn ,a dlaEwy, powiedzmy S0, zawieraj ,a ,a wszystkie pozyje wygrywaj ,ae Ewy w tej grze. Je�sli bp jesttak ,a pozyj ,a, to nieh S0(bp) oznaza jedyn ,a pozyj ,e q tak ,a, _ze bpq 2 S0. (Tzn. traktujemy S0jako funkj ,e; w dalszym i ,agu b ,edziemy podobnie traktowa� wszystkie strategie pozyyjne.) Dlap 2 Z0 = Reah++E (Z0 \ F ), bp jest pozyja wygrywaj ,a ,a w G�(Z0 \ F ) (z de�niji operatoraReah++E ). Je�sli p 2 PosE (w oryginalnej grze G), k ladziemySE(p) = S0(bp)2



Upewnimy si ,e najpierw, _ze ta de�nija poprawnie okre�sla strategi ,e w sensie Wyk ladu z 4.10.2005.2Powiemy, _ze ruh (p; q) 2 Mov jest zgodny ze strategi ,a SE je�sli q = SE(p) lub p 2 PosA. Ot�o_zpoka_zemy, _ze je�sli p 2 Z0 i ruh (p; q) jest zgodny z SE , to q 2 Z0. Wiemy, _ze bp jest pozyj ,awygrywaj ,a ,a w G�(Z0 \ F ) i ruh (bp; q) jest zgodny z S0, a zatem q jest pozyja wygrywaj ,a ,adla Ewy w G�(Z0 \ F ). Je�sli q 62 Z0 \ F , to bq = q, a zatem q 2 Reah++E (Z0 \ F ) = Z0. Wprzeiwnym razie q 2 Z0\F � Z0. A wi ,e ka_zda rozgrywka startuj ,aa z Z0 i zgodna ze strategi ,aSE pozostaje w Z0.Pozostaje wykaza�, _ze strategia SE jest wygrywaj ,aa dla Ewy._Zadna sko�nzona rozgrywka zgodna z SE nie mo_ze by� przegrana przez Ew ,e, bo _zadnapozyja w Z0 nie jest terminalna dla Ewy (skoro odpowiednia pozyja bp jest wygrywaj ,aa wgrze G�(Z0 \ F )).Rozwa_zmy niesko�nzon ,a rozgrywk ,e � = (p0; p1; : : :). Rozpatrzmy dwa przypadki.1. Dla niesko�nzenie wielu `, p` 2 F \Z0. Wtedy, zgodnie z de�nij ,a F , najwy_zszy parzystyrank , m, jest przyjmowany niesko�nzenie z ,esto, a wi ,e rozgrywka jest wygrana przez Ew ,e.2. Od pewnego miejsa p` = bp`. Od tego miejsa rozgrywka jest zgodna ze strategi ,a S0,a zatem jest wygrana w grze G�(Z0 \ F ). Ale w tej ostatniej grze funkja rank by la,,pogorszona" dla Ewy, wi ,e tym bardziej ta rozgrywka jest wygrana w grze G. Mamybowiem lim sup`!1 rank (p`) = max flim sup`!1 rank++(p`);mgTa uwaga ko�nzy dow�od Lematu A.Z kolei dla dowolnego M � Pos okre�slamyRemain++A (M) = Reah++E (M )Zgodnie z de�nij ,a operatora Reah++E , p 2 Remain++A (M) () w grze G�(M ) Ewa nie mastrategii wygrywaj ,aej z pozyji bp. Z za lo_zenia indukyjnego, pozyja ta jest w�owzas wygry-waj ,aa dla Adama; o wi ,eej Adam ma pozyyjn ,a strategi ,e zawieraj ,a ,a wszystkie pozyje bp,takie _ze p 2 Remain++A (M).Korzystaj ,a z praw De Morgana oraz analogiznego prawa dla punkt�ow sta lyh: �x:f(x) =�x:f(�x), otrzymujemy �Z:Reah++E (Z \ F ) = �Z:Reah++E ( �Z \ F )= �Z:Remain++A (Z [ �F )Lemat B Adam ma wygrywaj ,a ,a strategi ,e pozyyjn ,a SA w grze G, tak ,a, _zeSA � �Z:Remain++A (Z [ �F )Przyjmijmy skr�oty R(Z) = Remain++A (Z [ �F )�Z:R(Z) = Z12Dowolna funkja na PosE nie musi de�niowa� strategii, bo mo_ze nas doprowadzi� do punktu, w kt�orym niejest okre�slona. 3



Mamy zatem Z0 = [�2OrdR�(;)gdzie, jak zwykle, R�+1(;) = R(R�(;))R�(;) = [�<�R�(;)gdy � jest lizb ,a granizn ,a.Dla p 2 Z1, nieh min (p) b ,edzie najmniejsz ,a lizb ,a porz ,adkow ,a �0, tak ,a _ze p 2 R�0(;).Nietrudno jest widzie�, _ze min (p) jest postai � + 1, dla pewnego � (nie jest lizb ,a granizn ,a).Podobnie jak w dowodzie Lematu A, okre�slimy poszukiwan ,a strategi ,e pozyyjn ,a dla Adamana pozyjah z Z1. Nieh p 2 Z1 i min (p) = � + 1, wtedyp 2 Remain++A (R�(;) [ �F )a zatem pozyja bp jest wygrywaj ,aa dla Adama w grze G�(R�(;)\F ). Nieh S� b ,edzie wygry-waj ,a ,a strategi ,a pozyyjn ,a Adama w tej grze, zawieraj ,a ,a jego wszystkie pozyje wygrywaj ,ae(strategia taka istnieje z za lo_zenia indukyjnego o grah G�).K ladziemy SA(p) = S�(bp)Podobnie jak w dowodzie Lematu A, poka_zemy najpierw, _ze je�sli p 2 Z1 i ruh (p; q) jest zgodnyz SA, to q 2 Z1, a o wi ,eej min (q) � min (p). Istotnie, pozyja q musi by� wygrywaj ,aadla Adama w grze G�(R�(;) \ F ), ale wtedy nie mo_ze nale_ze� do R�(;) \ F (bo tam Adamprzegrywa), tym samym bq = q. St ,ad q 2 Remain++A (R�(;) [ �F ) = R�+1(;), a zatem min (q) �� + 1 = min (p).W szzeg�olno�si ka_zda rozgrywka zgodna ze strategi ,a SA pozostaje w Z1.Podobnie jak w dowodzie Lematu A,  latwo zauwa_zamy, _ze _zadna sko�nzona rozgrywka zgodnaz SA nie mo_ze by� przegrana przez Adama, bo _zadna pozyja w Z1 nie jest terminalna dla Adama(skoro odpowiednia pozyja bp jest wygrywaj ,aa w grze G�(R�(;) \ F )).Rozwa_zmy niesko�nzon ,a rozgrywk ,e � = (p0; p1; : : :). Z uzynionej powy_zej obserwaji mamymin (p0) � min (p1) � min (p2) � : : :a zatem od pewnego miejsa min (p`) przyjmuje t ,e sam ,a warto�s�, powiedzmy � + 1. Od tegomiejsa Adam gra zgodnie ze strategi ,a S�, a zatem rozgrywka by laby wygrana przez Adama wgrze G�(R�(;) \ F ). W grze tej priorytety w punktah z F zosta ly wprawdzie zmniejszone nakorzy�s� Adama, jednak od wspomnianego miejsa rozgrywka nigdy ju_z nie whodzi do zbioruF . Istotnie, skoro Adam nie mo_ze si ,e znale�z� w zbiorze R�(;) \ F (bo tam przegrywa), tohipotetyzna pozyja p` 2 F musia lby jednoze�snie nale_ze� do R�(;), ale wtedy min (p`) � �,wbrew za lo_zeniu o ustaleniu si ,e min.A zatem od pewnego miejsa rank++(p`) pokrywa si ,e z rank (p`), zyli rozgrywka � jestwygrana przez Adama r�ownie_z w grze G.Ta uwaga ko�nzy dow�od Lematu B.Teza Twierdzenia wynika natyhmiast z Lemat�ow A i B, poniewa_z�Z:Reah++E (Z \ F ) [ �Z:Remain++A (Z [ �F ) = Pos4



Uwagi bibliogra�zne Pozyyjna determinaja gier parzysto�si zosta la udowodniona po razpierwszy w pray E. A. Emerson and C. S. Jutla, Tree automata, mu-alulus and determinay ,Proeedings 32th Annual IEEE Symp. on Foundations of Comput. Si., 368{377, 1991, iniezale_znie w nieopublikowanym raporie A. W. Mostowski, Games with forbidden positions,Tehnial Report 78, Instytut Matematyki, University of Gdansk, 1991. Przejrzysty dow�odoparty na �-rahunku mo_zna znale�z� w pray I. Walukiewiz, Pushdown proesses: Games andmodel heking , Information and Computation 164(2):234{263, 2001, a dow�od dla og�olniejszegoprzypadku gier z warunkiem Mullera w pray W. Zielonka, In�nite games on �nitely olouredgraphs with appliations to automata on in�nite trees, Theoretial Computer siene 200:135{183, 1998.Dow�od przedstawiony w obenej note wykorzystuje pomys l Eryka Kopzy�nskiego zastoso-wany do dowodu pewnej og�olniejszej w lasno�si gier pozyyjnie zdeterminowanyh.
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