
Zadanie 1. Monty Hall vs szalony informatyk z Excelem (10 punktów). Bierzesz udziaª w
teleturnieju Monty'ego Halla odbywaj¡cego si¦ wedªug nast¦puj¡cego scenariusza:

1. Monty Hall umieszcza za jedna z trzech zasªon nagrod¦.

2. Ty wybierasz jedn¡ z zasªon.

3. Monty Hall odsªania jedn¡ z pozostaªych zasªon, ale nie zasªon¦ z nagrod¡.

4. Mo»esz zmieni¢ swój wybór.

5. Wygrywasz je±li za wybran¡ przez Ciebie zasªon¡ jest nagroda.

Po latach bada« statystycznych udaªo Ci si¦ skonstruowa¢ model zachowania Monty'ego Halla.
Wiesz, »e umieszcza on nagrod¦ za i-t¡ zasªon¡ z prawdopodobie«stwem pi, dla i = 1, 2, 3. Ponadto,
je±li w trzecim kroku zabawy ma do wyboru któr¡ zasªon¦ odsªoni¢, to dokonuje wyboru losowo.

1. Znajd¹ optymaln¡ strategi¦ i odpowiadaj¡ce jej prawdopodobie«stwo wygranej (5 punktów),

2. J.w. ale w sytuacji, gdy zasªony s¡ cztery (5 punktów).

Uwaga: W dowodzie optymalno±ci mo»esz ograniczy¢ swoje rozwa»ania do strategii deterministycz-
nych, tzn. takich, w których wszystkie decyzje s¡ z góry ustalone lub zale»ne od decyzji Monty'ego
Halla.

Szkic rozwi¡zania

Wersja prostsza

W wersji prostszej (3 bramki), wszystkie deterministyczne strategie maj¡ posta¢: �Wybierz
bramk¦ a, je±li prowadz¡cy odsªania b, to zmieniaj/nie zmieniaj, je±li prowadz¡cy odsªania c, to
zmieniaj/nie zmieniaj�, gdzie a, b, c jest pewn¡ permutacj¡ 1, 2, 3.

Zastanówmy si¦ jakie jest prawdopodobie«stwo sukcesu takiej strategii:

• Dla strategii, które nigdy nie zmieniaj¡ bramki, prawdopodobie«stwo to jest równe pa. W
takiej strategii wygrywamy dokªadnie wtedy, gdy tra�my na nagrod¦ w pierwszym strzale.

• Dla strategii, które zawsze zmieniaj¡ bramk¦, prawdopodobie«stwo to jest równe pb + pc.
W takiej strategii wygrywamy dokªadnie wtedy, gdy nie tra�my na nagrod¦ w pierwszym
strzale.

• Dla strategii, które zmieniaj¡ bramk¦ (na c) tylko je±li prowadz¡cy wska»e b, wygrywamy
wtedy gdy: albo zgadli±my poprawnie a i prowadz¡cy zdecydowaª si¦ odsªoni¢ b, albo nagroda
byªa za c. �atwo sprawdzi¢ (rachunek pomijam), »e prawdopodobie«stwo sukcesu wynosi tu
1
2pa + pc.

Wida¢, »e najwi¦ksze prawdopodobie«stwo uzyskamy wybieraj¡c najmniej prawdopodobn¡ bramk¦
i zawsze zmieniaj¡c wybór. Prawdopodobie«stwo to jest równe pb + pc.

Wersja trudniejsza

Tu zadanie nieco si¦ komplikuje, bo liczba mo»liwych rodzajów strategii jest wi¦ksza ni» po-
przednio. Dlatego post¡pimy nieco inaczej.

Zastanówmy si¦ najpierw nad tym jak powinni±my post¡pi¢, je±li wybrali±my bramk¦ a, a
prowadz¡cy odsªoniª bramk¦ b (b 6= a). Przyjmijmy zatem, »e wybieramy bramk¦ a, niech M
zmienn¡ opisuj¡c¡ wybór prowadz¡cego, a N miejsce w którym jest nagroda. Interesuj¡ nas
wielko±ci P (N = x|M = b), dla x = a, c, d. �atwo je policzy¢ z tw. Bayesa:

P (N = x|M = b) = P (N = x)P (M = b|N = x)/(
4∑

i=1

P (N = i)P (M = b|N = i)).



Mamy teraz dwa przypadki. Wyra»enie P (N = i)P (M = b|N = i) ma warto±¢ 1
3pa dla i = a

(wtedy prowadz¡cy ma do wyboru 3 bramki), oraz 1
2pi, dla i 6= a (i oczywi±cie i 6= b).

A zatem mianownik wzoru Bayesa, tj. P (M = b) ma warto±¢ P (M = b) = 1
2 (pc + pd) + 1

3pa.
Ponadto

P (N = a|M = b) =
1
3
pa/P (M = b),

oraz

P (N = x|M = b) =
1
2
px/P (M = b)

dla x = c, d. W zwi¡zku z tym, je±li wybrali±my bramk¦ a i prowadz¡cy odsªoniª bramk¦ b, to
nale»y zmieni¢ nasz wybór na lepsz¡ z bramek c, d je±li max(pc, pd) ≥ 2

3pa i pozosta¢ przy a wpp.
Wiemy ju» kiedy i jak zmienia¢ bramk¦. Nie jest jednak jasne jak wybra¢ a. Spróbujmy

obliczy¢ prawdopodobie«stwo sukcesu dla strategii, która zaczyna od bramki a, a potem gra
zgodnie z naszymi dotychczasowymi rozwa»aniami. Niech S b¦dzie zdarzeniem oznaczaj¡cym
sukces. Wtedy

P (S) =
∑

x=b,c,d

P (M = x)P (S|M = x).

Wiemy z dotychczasowych rozwa»a«, »e

P (S|M = b) =
max{ 1

3pa, 1
2pc,

1
2pd}

P (M = b)
,

i analogicznie dla M = c i M = d. A zatem

P (S) = max{1
3
pa,

1
2
pb,

1
2
pc}+ max{1

3
pa,

1
2
pb,

1
2
pd}+ max{1

3
pa,

1
2
pc,

1
2
pd}.

Bez straty ogólno±ci zaªó»my p1 ≤ p2 ≤ p3 ≤ p4. Je±li a = 1, toP (S) = p4 + 1
2p3. �atwo

uzasadni¢, »e lepiej by¢ nie mo»e. Je±li bowiem a 6= 4, to dwa z wyrazów w tej sumie s¡ ≤ 1
2p4,

a trzeci ≤ 1
2p3. Natomiast je±li a = 4, to wszystkie wyrazy s¡ ≤ max{ 1

3p4,
1
2p3}, wi¦c caªo±¢, jest

≤ max{p4,
3
2p3} ≤ p4 + 1

2p3.
A zatem nale»y wybra¢ bramk¦ o najmniejszym prawdopodobie«stwie, a nast¦pnie zawsze

zmienia¢ wybór na bramk¦ o wi¦kszym prawdopodobie«stwo. Prawdopodobie«stwo sukcesu dla
tej strategii jest równe p4 + 1

2p3. Warto zwróci¢ uwag¦ na to, »e wybieranie jako pierwszej bramki
nr 2 (a nie 1) tak»e maksymalizuje prawdopodobie«stwo wygranej. Intuicyjnie, naszym celem jest
próba zmuszenia prowadz¡cego, »eby wskazaª nam w±ród bramek 3 i 4 t¦, za któr¡ nie ma nagrody.


