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ùùù nie chodzi o same liczby tylko sposoby ich konstrukcji
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Fakt
Dla każdego n jest tylko skończenie wiele maszyn rozmiaru n.
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BBpnq :“ max
!

CzaspMq

ˇ

ˇ

ˇ
RozmiarpMq ď n, CzaspMq ă 8

)

P N

BBp3q “ ?

1. Maszyny rozmiaru ď 3:

M0

M1

M2
...

MN
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Busy Beaver (pracowity bóbr)

BBpnq :“ max
!

CzaspMq

ˇ

ˇ

ˇ
RozmiarpMq ď n, CzaspMq ă 8

)

P N

BBp3q “ ?

1. Maszyny rozmiaru ď 3:

M0

M1

M2
...

MN

2. Czasy działania:
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Busy Beaver (pracowity bóbr)

BBpnq :“ max
!

CzaspMq

ˇ

ˇ

ˇ
RozmiarpMq ď n, CzaspMq ă 8

)

P N

BBp3q “ ?

1. Maszyny rozmiaru ď 3:

M0

M1

M2
...

MN

2. Czasy działania:

CzaspM0q “ 8
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Busy Beaver (pracowity bóbr)

BBpnq :“ max
!

CzaspMq

ˇ

ˇ

ˇ
RozmiarpMq ď n, CzaspMq ă 8

)

P N

BBp3q “ ?

1. Maszyny rozmiaru ď 3:

M0

M1

M2
...

MN

2. Czasy działania:

CzaspM0q “ 8

CzaspM1q “ 16
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Busy Beaver (pracowity bóbr)

BBpnq :“ max
!

CzaspMq

ˇ

ˇ

ˇ
RozmiarpMq ď n, CzaspMq ă 8

)

P N

BBp3q “ ?

1. Maszyny rozmiaru ď 3:

M0

M1

M2
...

MN

2. Czasy działania:

CzaspM0q “ 8

CzaspM1q “ 16
CzaspM2q “ 8
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Busy Beaver (pracowity bóbr)

BBpnq :“ max
!

CzaspMq

ˇ

ˇ

ˇ
RozmiarpMq ď n, CzaspMq ă 8

)

P N

BBp3q “ ?

1. Maszyny rozmiaru ď 3:

M0

M1

M2
...

MN

2. Czasy działania:

CzaspM0q “ 8

CzaspM1q “ 16
CzaspM2q “ 8

...
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Busy Beaver (pracowity bóbr)

BBpnq :“ max
!

CzaspMq

ˇ

ˇ

ˇ
RozmiarpMq ď n, CzaspMq ă 8

)

P N

BBp3q “ ?

1. Maszyny rozmiaru ď 3:

M0

M1

M2
...

MN

2. Czasy działania:

CzaspM0q “ 8

CzaspM1q “ 16
CzaspM2q “ 8

...

CzaspMNq “ 21
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Busy Beaver (pracowity bóbr)

BBpnq :“ max
!

CzaspMq

ˇ

ˇ

ˇ
RozmiarpMq ď n, CzaspMq ă 8

)

P N

BBp3q “ ?

1. Maszyny rozmiaru ď 3:

M0

M1

M2
...

MN

2. Czasy działania:

CzaspM0q “ 8

CzaspM1q “ 16
CzaspM2q “ 8

...

CzaspMNq “ 21

3. Kończą:
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Busy Beaver (pracowity bóbr)

BBpnq :“ max
!

CzaspMq

ˇ

ˇ

ˇ
RozmiarpMq ď n, CzaspMq ă 8

)

P N

BBp3q “ ?

1. Maszyny rozmiaru ď 3:

M0

M1

M2
...

MN

2. Czasy działania:

CzaspM0q “ 8

CzaspM1q “ 16
CzaspM2q “ 8

...

CzaspMNq “ 21

3. Kończą:
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Busy Beaver (pracowity bóbr)

BBpnq :“ max
!

CzaspMq

ˇ

ˇ

ˇ
RozmiarpMq ď n, CzaspMq ă 8

)

P N

BBp3q “ ?

1. Maszyny rozmiaru ď 3:

M0

M1

M2
...

MN

2. Czasy działania:

CzaspM0q “ 8

CzaspM1q “ 16
CzaspM2q “ 8

...

CzaspMNq “ 21

3. Kończą:
4. Maksimum:
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Busy Beaver (pracowity bóbr)

BBpnq :“ max
!

CzaspMq

ˇ

ˇ

ˇ
RozmiarpMq ď n, CzaspMq ă 8

)

P N

BBp3q “ ?

1. Maszyny rozmiaru ď 3:

M0

M1

M2
...

MN

2. Czasy działania:

CzaspM0q “ 8

CzaspM1q “ 16
CzaspM2q “ 8

...

CzaspMNq “ 21

3. Kończą:
4. Maksimum:

max “ 21
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Busy Beaver (pracowity bóbr)

BBpnq :“ max
!

CzaspMq

ˇ

ˇ

ˇ
RozmiarpMq ď n, CzaspMq ă 8

)

P N

1. Maszyny rozmiaru ď 3:

M0

M1

M2
...

MN

2. Czasy działania:

CzaspM0q “ 8

CzaspM1q “ 16
CzaspM2q “ 8

...

CzaspMNq “ 21

3. Kończą:
4. Maksimum:

max “ 21

BBp3q “ 21



68

Michał Skrzypczak Największa znana liczba? 6 / 10

Busy Beaver (pracowity bóbr)

BBpnq :“ max
!

CzaspMq

ˇ

ˇ

ˇ
RozmiarpMq ď n, CzaspMq ă 8

)

P N

1. Maszyny rozmiaru ď 3:

M0

M1

M2
...

MN

2. Czasy działania:

CzaspM0q “ 8

CzaspM1q “ 16
CzaspM2q “ 8

...

CzaspMNq “ 21

3. Kończą:
4. Maksimum:

max “ 21

BBp3q “ 21 BBp1q “ 0
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Busy Beaver (pracowity bóbr)

BBpnq :“ max
!

CzaspMq

ˇ

ˇ

ˇ
RozmiarpMq ď n, CzaspMq ă 8

)

P N

1. Maszyny rozmiaru ď 3:

M0

M1

M2
...

MN

2. Czasy działania:

CzaspM0q “ 8

CzaspM1q “ 16
CzaspM2q “ 8

...

CzaspMNq “ 21

3. Kończą:
4. Maksimum:

max “ 21

BBp3q “ 21 BBp1q “ 0
BBp2q “ 6
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Busy Beaver (pracowity bóbr)

BBpnq :“ max
!

CzaspMq

ˇ

ˇ

ˇ
RozmiarpMq ď n, CzaspMq ă 8

)

P N

1. Maszyny rozmiaru ď 3:

M0

M1

M2
...

MN

2. Czasy działania:

CzaspM0q “ 8

CzaspM1q “ 16
CzaspM2q “ 8

...

CzaspMNq “ 21

3. Kończą:
4. Maksimum:

max “ 21

BBp3q “ 21 BBp1q “ 0
BBp2q “ 6
BBp3q “ 21
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Busy Beaver (pracowity bóbr)

BBpnq :“ max
!

CzaspMq

ˇ

ˇ

ˇ
RozmiarpMq ď n, CzaspMq ă 8

)

P N

1. Maszyny rozmiaru ď 3:

M0

M1

M2
...

MN

2. Czasy działania:

CzaspM0q “ 8

CzaspM1q “ 16
CzaspM2q “ 8

...

CzaspMNq “ 21

3. Kończą:
4. Maksimum:

max “ 21

BBp3q “ 21 BBp1q “ 0
BBp2q “ 6
BBp3q “ 21
BBp4q “ 107
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Busy Beaver (pracowity bóbr)

BBpnq :“ max
!

CzaspMq

ˇ

ˇ

ˇ
RozmiarpMq ď n, CzaspMq ă 8

)

P N

1. Maszyny rozmiaru ď 3:

M0

M1

M2
...

MN

2. Czasy działania:

CzaspM0q “ 8

CzaspM1q “ 16
CzaspM2q “ 8

...

CzaspMNq “ 21

3. Kończą:
4. Maksimum:

max “ 21

BBp3q “ 21 BBp1q “ 0
BBp2q “ 6
BBp3q “ 21
BBp4q “ 107
BBp5q “ ?
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Busy Beaver (pracowity bóbr)

BBpnq :“ max
!

CzaspMq

ˇ

ˇ

ˇ
RozmiarpMq ď n, CzaspMq ă 8

)

P N

1. Maszyny rozmiaru ď 3:

M0

M1

M2
...

MN

2. Czasy działania:

CzaspM0q “ 8

CzaspM1q “ 16
CzaspM2q “ 8

...

CzaspMNq “ 21

3. Kończą:
4. Maksimum:

max “ 21

BBp3q “ 21 BBp1q “ 0
BBp2q “ 6
BBp3q “ 21
BBp4q “ 107
BBp5q “ ?
(ě 4711761870)
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BBpnq rośnie szybko
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BBpnq rośnie szybko
Twierdzenie

Jeśli f : NÑ N jest obliczalna to dla dostatecznie dużych n mamy
BBpnq " fpnq.
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BBpnq rośnie szybko
Twierdzenie

Jeśli f : NÑ N jest obliczalna to dla dostatecznie dużych n mamy
BBpnq " fpnq.

Dowód
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BBpnq rośnie szybko
Twierdzenie

Jeśli f : NÑ N jest obliczalna to dla dostatecznie dużych n mamy
BBpnq " fpnq.

Dowód
1. Niech M będzie maszyną Turinga obliczającą f :
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BBpnq rośnie szybko
Twierdzenie

Jeśli f : NÑ N jest obliczalna to dla dostatecznie dużych n mamy
BBpnq " fpnq.

Dowód
1. Niech M będzie maszyną Turinga obliczającą f :

dla każdego n mamy Mrns “ fpnq
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BBpnq rośnie szybko
Twierdzenie

Jeśli f : NÑ N jest obliczalna to dla dostatecznie dużych n mamy
BBpnq " fpnq.

Dowód
1. Niech M będzie maszyną Turinga obliczającą f :

dla każdego n mamy Mrns “ fpnq

2. Niech M1
n będzie maszyną Turinga która:
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BBpnq rośnie szybko
Twierdzenie

Jeśli f : NÑ N jest obliczalna to dla dostatecznie dużych n mamy
BBpnq " fpnq.

Dowód
1. Niech M będzie maszyną Turinga obliczającą f :

dla każdego n mamy Mrns “ fpnq

2. Niech M1
n będzie maszyną Turinga która:

§ wypisuje na pustej taśmie liczbę n
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BBpnq rośnie szybko
Twierdzenie

Jeśli f : NÑ N jest obliczalna to dla dostatecznie dużych n mamy
BBpnq " fpnq.

Dowód
1. Niech M będzie maszyną Turinga obliczającą f :

dla każdego n mamy Mrns “ fpnq

2. Niech M1
n będzie maszyną Turinga która:

§ wypisuje na pustej taśmie liczbę n

§ uruchamia M by obliczyć k :“ fpnq
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BBpnq rośnie szybko
Twierdzenie

Jeśli f : NÑ N jest obliczalna to dla dostatecznie dużych n mamy
BBpnq " fpnq.

Dowód
1. Niech M będzie maszyną Turinga obliczającą f :

dla każdego n mamy Mrns “ fpnq

2. Niech M1
n będzie maszyną Turinga która:

§ wypisuje na pustej taśmie liczbę n

§ uruchamia M by obliczyć k :“ fpnq

§ czeka przynajmniej k kroków (modyfikując taśmę)
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BBpnq rośnie szybko
Twierdzenie

Jeśli f : NÑ N jest obliczalna to dla dostatecznie dużych n mamy
BBpnq " fpnq.

Dowód
1. Niech M będzie maszyną Turinga obliczającą f :

dla każdego n mamy Mrns “ fpnq

2. Niech M1
n będzie maszyną Turinga która:

§ wypisuje na pustej taśmie liczbę n

§ uruchamia M by obliczyć k :“ fpnq

§ czeka przynajmniej k kroków (modyfikując taśmę)
§ kończy pracę
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BBpnq rośnie szybko
Twierdzenie

Jeśli f : NÑ N jest obliczalna to dla dostatecznie dużych n mamy
BBpnq " fpnq.

Dowód
1. Niech M będzie maszyną Turinga obliczającą f :

dla każdego n mamy Mrns “ fpnq

2. Niech M1
n będzie maszyną Turinga która:

§ wypisuje na pustej taśmie liczbę n

§ uruchamia M by obliczyć k :“ fpnq

§ czeka przynajmniej k kroków (modyfikując taśmę)
§ kończy pracę

3. Rozmiar
`

M1
n

˘

ď 2 log n` C ` Rozmiar
`

M
˘
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BBpnq rośnie szybko
Twierdzenie

Jeśli f : NÑ N jest obliczalna to dla dostatecznie dużych n mamy
BBpnq " fpnq.

Dowód
1. Niech M będzie maszyną Turinga obliczającą f :

dla każdego n mamy Mrns “ fpnq

2. Niech M1
n będzie maszyną Turinga która:

§ wypisuje na pustej taśmie liczbę n

§ uruchamia M by obliczyć k :“ fpnq

§ czeka przynajmniej k kroków (modyfikując taśmę)
§ kończy pracę

3. Rozmiar
`

M1
n

˘

ď 2 log n` C ` Rozmiar
`

M
˘

ď n (d.d.d. n)
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BBpnq rośnie szybko
Twierdzenie

Jeśli f : NÑ N jest obliczalna to dla dostatecznie dużych n mamy
BBpnq " fpnq.

Dowód
1. Niech M będzie maszyną Turinga obliczającą f :

dla każdego n mamy Mrns “ fpnq

2. Niech M1
n będzie maszyną Turinga która:

§ wypisuje na pustej taśmie liczbę n

§ uruchamia M by obliczyć k :“ fpnq

§ czeka przynajmniej k kroków (modyfikując taśmę)
§ kończy pracę

3. Rozmiar
`

M1
n

˘

ď 2 log n` C ` Rozmiar
`

M
˘

ď n (d.d.d. n)

4. BBpnq ě CzaspM1
nq ą fpnq (d.d.d. n)
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BBpnq rozwiązuje problem stopu
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BBpnq rozwiązuje problem stopu
BBpnq :“ max

!

CzaspMq

ˇ

ˇ

ˇ
Rozmiar

`

M
˘

ď n, CzaspMq ă 8

)

P N
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BBpnq rozwiązuje problem stopu
BBpnq :“ max

!

CzaspMq

ˇ

ˇ

ˇ
Rozmiar

`

M
˘

ď n, CzaspMq ă 8

)

P N

Twierdzenie (Radó [1962])
Załóżmy, że dla pewnego n0 znamy wartość BBpn0q.
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BBpnq rozwiązuje problem stopu
BBpnq :“ max

!

CzaspMq

ˇ

ˇ

ˇ
Rozmiar

`

M
˘

ď n, CzaspMq ă 8

)

P N

Twierdzenie (Radó [1962])
Załóżmy, że dla pewnego n0 znamy wartość BBpn0q.
Wtedy dla każdej maszyny M takiej że Rozmiar

`

M
˘

ď n0

umiemy stwierdzić czy CzaspMq ă 8.
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BBpnq rozwiązuje problem stopu
BBpnq :“ max

!

CzaspMq

ˇ

ˇ

ˇ
Rozmiar

`

M
˘

ď n, CzaspMq ă 8

)

P N

Twierdzenie (Radó [1962])
Załóżmy, że dla pewnego n0 znamy wartość BBpn0q.
Wtedy dla każdej maszyny M takiej że Rozmiar

`

M
˘

ď n0

umiemy stwierdzić czy CzaspMq ă 8.

Dowód
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BBpnq rozwiązuje problem stopu
BBpnq :“ max

!

CzaspMq

ˇ

ˇ

ˇ
Rozmiar

`

M
˘

ď n, CzaspMq ă 8

)

P N

Twierdzenie (Radó [1962])
Załóżmy, że dla pewnego n0 znamy wartość BBpn0q.
Wtedy dla każdej maszyny M takiej że Rozmiar

`

M
˘

ď n0

umiemy stwierdzić czy CzaspMq ă 8.

Dowód
Załóżmy, że umiemy policzyć T :“ BBpn0q.
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BBpnq rozwiązuje problem stopu
BBpnq :“ max

!

CzaspMq

ˇ

ˇ

ˇ
Rozmiar

`

M
˘

ď n, CzaspMq ă 8

)

P N

Twierdzenie (Radó [1962])
Załóżmy, że dla pewnego n0 znamy wartość BBpn0q.
Wtedy dla każdej maszyny M takiej że Rozmiar

`

M
˘

ď n0

umiemy stwierdzić czy CzaspMq ă 8.

Dowód
Załóżmy, że umiemy policzyć T :“ BBpn0q.
Weźmy M taką że Rozmiar

`

Mq ď n0.
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BBpnq rozwiązuje problem stopu
BBpnq :“ max

!

CzaspMq

ˇ

ˇ

ˇ
Rozmiar

`

M
˘

ď n, CzaspMq ă 8

)

P N

Twierdzenie (Radó [1962])
Załóżmy, że dla pewnego n0 znamy wartość BBpn0q.
Wtedy dla każdej maszyny M takiej że Rozmiar

`

M
˘

ď n0

umiemy stwierdzić czy CzaspMq ă 8.

Dowód
Załóżmy, że umiemy policzyć T :“ BBpn0q.
Weźmy M taką że Rozmiar

`

Mq ď n0.
Uruchamiamy M na dokładnie T`1 kroków:
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BBpnq rozwiązuje problem stopu
BBpnq :“ max

!

CzaspMq

ˇ

ˇ

ˇ
Rozmiar

`

M
˘

ď n, CzaspMq ă 8

)

P N

Twierdzenie (Radó [1962])
Załóżmy, że dla pewnego n0 znamy wartość BBpn0q.
Wtedy dla każdej maszyny M takiej że Rozmiar

`

M
˘

ď n0

umiemy stwierdzić czy CzaspMq ă 8.

Dowód
Załóżmy, że umiemy policzyć T :“ BBpn0q.
Weźmy M taką że Rozmiar

`

Mq ď n0.
Uruchamiamy M na dokładnie T`1 kroków:
a. M skończyła pracę ùñ CzaspMq ă 8
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BBpnq rozwiązuje problem stopu
BBpnq :“ max

!

CzaspMq

ˇ

ˇ

ˇ
Rozmiar

`

M
˘

ď n, CzaspMq ă 8

)

P N

Twierdzenie (Radó [1962])
Załóżmy, że dla pewnego n0 znamy wartość BBpn0q.
Wtedy dla każdej maszyny M takiej że Rozmiar

`

M
˘

ď n0

umiemy stwierdzić czy CzaspMq ă 8.

Dowód
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Weźmy M taką że Rozmiar

`

Mq ď n0.
Uruchamiamy M na dokładnie T`1 kroków:
a. M skończyła pracę ùñ CzaspMq ă 8

b. M nie skończyła pracy ùñ CzaspMq ą BBpnq ùñ CzaspMq “ 8
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(o niedefiniowalności prawdy)Twierdzenie (Tarski [1933])
Niech L to logika (spełniająca pewne założenia).
Własność „formuła logiki L o numerze i jest prawdziwa”

jest niedefiniowalna w L.
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Istnieją naprawdę duże liczby naturalne!

Można je definiować jako wynik konkretnych obliczeń
np. a Òn b, n , G64, . . .

Można też brać maksimum pewnych klas obliczeń, np: BBpnq
. . . ale wtedy dana liczba przestaje być obliczalna

Poznanie wartości takiej liczby pozwala (w teorii) rozwiązać
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. . . potrzeba tylko sporo cierpliwości. . .

No i warto uważać, by uniknąć paradoksu kłamcy!


