SEMANTYKA I WERYFIKACJA - CW. 15

Dowodzenie poprawno$ci catkowitej.

1. Trojki Hoare’a w dowodzeniu poprawnosci czesciowej piszemy {¢}S{v},
co oznacza: jesli przed S zachodzi ¢ i S sie zatrzymuge, to potem zachodzi
.

Dla poprawnosci catkowitej piszemy [¢] S]], co oznacza jesli przed S za-
chodzi ¢, to S sie zatrzymuge i zachodzi 1.

Wszystkie reguty Hoare’a dla takich tréjek sa jak poprzednio, poza reguta
dla while :

pl+1)=0b [¢(+1]S ()]  ¢(0) = b
[31 € N.¢(1)] while b do S [¢(0)]

gdzie [ jest zmienng, ktora nie wystepuje w b ani w S. Intuicja: [ to licz-
nik, ktéry odmierza liczbe iteracji, ktéra pozostala do korica programu.
Formula ¢ to niezmiennik petli uzupetniony o wyliczenie wartosci licznika
l. Oprécz zupelnie trywialnych programéw, zapisanie tego wyliczenia for-
muta logiczng jest praktycznie bardzo trudne.

Inna wersja tej reguty, tatwiejsza do stosowania:

I>0A¢()=b I>0A0()] S [p(k)] k<l ¢(0) = —b
[31 € N.¢(I)] while b do S [$(0)]

2. Zadanie: Pokaza¢ calkowita poprawno$é potegowania binarnego (pro-
gram sprzed dwoch tygodni):

ly > 0]
z:=1; p :=x; q :=7Y;
while q <> 0 do

if odd(q) then

Z 1= Z % p;
q = q div 2;
p:=p*p
[z = 27y

Rozwigzanie: Poprzednio niezmiennik petli to bylo z - p? = x¥. Teraz
uzupetniony “niezmiennik z licznikiem” to:

o) = (z-p!=2") A (¢g=1)
Dowéd idzie tak jak poprzednio, a dla tresci petli pokazujemy:

(z-pl=a)Ag=IANI>0] S [(z-p!=2Y)Ag=14div 2]



3. Inna, jeszcze wygodniejsza metoda: zeby pokazaé
[¢] while b do S [¢p A —b],
pokaz
[¢ A D] S [¢]

(czyli zastosuj dokladnie te sama regute co dla czesciowej poprawnosci),
ale dodatkowo:

e znajdz dobrze ufundowany porzadek czesciowy W i funkcje ze stanéw
pamieci w W,

o takie ze kazde wykonanie ciala petli powoduje zmniejszenie wartosci
tej funkcji.

Przyktady porzadkéw dobrze ufundowanych:

o N,
o N x N uporzadkowane po wspolrzednych,
e N x N uporzadkowane leksykograficznie.

N* uporzadkowane leksykograficznie nie jest dobrze ufundowane.

Program, w ktérym mozna zastosowaé porzadek leksykograficzny:

while x>0 do

if y>0 then
y :=y-1
else
X = x-1;
y = f(x)

Ten program si¢ zatrzymuje niezaleznie od tego, jak dziala (zatrzymujaca
sie) funkcja f.

4. Zadanie: Zrobi¢ ten sam program co poprzednio, ta nowa metoda.

Rozwigzanie: Niezmiennik ¢ jest jak dwa tygodnie temu, malejace wyra-
zenie opisujemy nastepujaca notacja:

ly > 0]
z :=1; p :=x; q :=7Y;
while [¢] q <> 0 do [decr ¢ in N wrt <]
if odd(q) then
Z 1= Z % p;
q := q div 2;
p:=p*p
[z = 27y



Innymi stowy, normalnie pokazujemy poprawnosé czesciowa, a dla po-
prawnosci catkowitej organiczamy sie do wskazania malejacego wyrazenia
i porzadku, w ktérym ono maleje.

. Zadanie: Pokaz wlasnosé stopu programu:

{n >0}

s :=1; 1 :=1;

while i < n do
k:=1;m :=0; p :=1;
while p < i do

k :=k +1;
if m < p then
m:=m+ 1;
p:=1
else
p:=p+1;
=s+6*xk+p-1;
i=1i+1;
{s =n"3}

Wtasnosé stopu petli zewnetrznej tatwo jest pokazaé, gdyz w kazdym
obiegu rosnie warto$é zmiennej i, czyli maleje wartos¢ wyrazenia n — 1.

Dodatkowo n — ¢ > 0 trzeba zagwarantowa¢ pokazujac niezmiennik.
Trudniej jest pokaza¢ wtasnosé stopu petli wewnetrznej.

Cho¢ dozor tej petli to p < i, to zasadnicze znaczenie dla tej petli ma nie
tyle wzrost warto$ci zmiennej p (zmienna ¢ nie zmienia sie w tej petli) co
wzrost wartosci zmiennej m. Ale wyrazenie ¢ — m nie maleje po kazdym
obiegu petli! Moze ono pozostaé niezmienione, ale wtedy ro$nie na pewno
wartosé zmiennej p, czyli maleje i —p. Widaé zatem, ze warto tutaj wziaé
pod uwage porzadek leksykograficzny par liczb: para wartosci wyrazen
(i — p,i — m) maleje w porzadku leksykograficznym po kazdym obiegu
petli. Obydwa maja przy tym zawsze wartos¢ wieksza lub rowna 0, co
trzeba pokaza¢ niezmiennikiem.

A jak pokazaé¢ poprawno$¢ czesciows?

Wskazowki: (n+1)2=n3+3n2+3n+1,al+2+ - +m= W
Niezmiennik petli zewnetrznej: s = PBAL<i<n.

Niezmiennik petli wewnetrznej:

s=PANi<nAk=(1+2+ - +)+pAl<p<Il+1<i

. To teraz taki program. Precondition: pierwsza polowa tablicy jest po-
sortowana i druga tez. Postcondition: wszystko w pierwszej potowie jest
wieksze od wszystkiego w drugiej.



i:=1; j :=2 % n;
while A[i] < A[j] do
"zamien A[i] z A[jI";
i=1i+1;
=] - 1;

Rozwigzanie: malejaca miara to j — ¢, niezmiennik tatwo wymysli¢.



