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Jak sprawdzić czy 3 ď 5?

na „palcach”!

A ď B gdy istnieje włożenie f : A ãÝÑ B

@a‰a1 P A. fpaq ‰ fpa1q

Na przykład:
§ H ď A bo fH : H ãÝÑ A

§ t0, . . . , nu ď t0, 1, . . .u“N bo fn : i ÞÑ i

§ t0, 1, . . .u ď t42, 43, . . .u bo f42 : i ÞÑ i`42
¨ ¨ ¨
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Równoliczność

A – B

gdy
A ď B i B ď A

Twierdzenie (Cantor-Schröder-Bernstein)
Jeśli A – B to istnieje bijekcja f : A ãÝÑ B, f´1 : B ãÝÑ A.

Np. ta, b, c, du – t1, 2, 3, 4u

Dowód Klej, nożyczki i sporo cierpliwości. . .

A BTwierdzenie [aksjomat wyboru]
Zawsze A ď B lub B ď A.

Dowód
Suwak. . .
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Przeliczalność

A jest przeliczalny
gdy

A ď N
Przykład

N ď Q ď Zˆ Z ď N
n ÞÑ n a

b ÞÑ xa, by spirala

0 1
2

3
4

5
6

7
8

9
10

11
12

13
14

15
16

17
18

19
20

21
22

23
24

25
26

27
28

29
30

31
32

33
34

35
36

37
38

39
40

41
42

43
44

45
46

47
48

49
50

51
52

53
54

55
56

57
58

59
60

61
62

63
64

65
66

67
68

69
70

71
72

73
74

75
76

77
78

79
80

81
82

83
84

Fakt
Przeliczalna suma zbiorów przeliczalnych jest przeliczalna:

`

@n P N. An ď N
˘

ùñ
ď

nPN
An ď N

Fakt
Jeśli H ‰ A oraz A ď N to

f : A ãÝÑ N

A “ ta0, a1, . . .u.

f 1 : N „na”
ÝÝÝÑ A
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Nieprzeliczalność

2N “
 

H, t0u, t1u, . . . , t0, 1u, t0, 2u, . . . ,N
(

— zbiór potęgowy

Twierdzenie(Cantor [1891]) [metoda przekątniowa]
2N ę N r czyli N ă 2N s

Dowód Załóżmy przeciwnie, że 2N “
 

A0, A1, . . .u.

A def
“

 

n P N | n R An

(

Rozważmy

Wtedy dla każdego n P N mamy A ‰ An.

Więc A R 2N.

Sprzeczność!
�

„golibroda który goli tych mężczyzn którzy nie golą się sami”
N “

 

0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , 10 , 11 , 12 , 13 , 14 , 15 , 16 , 17 ,
A0 = p

A1 = p

A2 = p

A3 = p

A4 = p

A5 = p

0 1 0 0 1 0 1 1 0 1 0 0 0 1 1 1 1 0
0 1 0 0 0 1 0 1 1 1 0 0 1 1 1 0 0 0
1 1 0 1 1 0 1 1 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1
0 0 1 1 0 1 1 1 0 1 0 0 1 1 0 1 1 1
1 1 1 0 1 0 1 0 0 1 1 1 0 0 0 1 0 1
1 1 1 0 1 1 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1

A def
“ p

000

111

111

000

000

111

111

000

111

000

111

000 111 000 111 111 111 111 000 111 111 111 111 111
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Hipoteza continuum (CH)

Jeśli N ď A ď 2N to N – A lub A – 2N.
|N| “ ℵ0 |2N| “ c

AKA pierwszy problem Hilberta (!)
„Musimy wiedzieć. Ale czy będziemy wiedzieć?” (S., LX SMP, [2019])Aksjomaty: ZFC

Modele: xM, Py . . . tranzytywne. . .

Zadanie: ZFC |ù CH wtw. ilekroć xM, Py |ù ZFC to też xM, Py |ù CH
wtw. ZFC $ CH r„ZFC dowodzi CH”s

Psikus [dolne tw. Löwenheima–Skolema + masaż]
Można skonstruować xM0, Py który jest przeliczalny!
Wciąż xM0, Py |ù 2N ę N

bo M0 nie zna odpowiedniego włożenia!
Twierdzenie (Gödel [1940])

Konstruktywne uniwersum xL, Py spełnia ZFC oraz CH.

Twierdzenie (Cohen [1963]) [forcing(!)]
Można stworzyć model xM, Py spełniający ZFC oraz  CH.
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Drzewa

Porządek prefiksowy
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ĺĺĺ

Drzewo
T Ď 2ăN takie, że jeśli u ĺ v P T to u P T

v

Gałęzie (nieskończone)

rT s def“
 

α P 2N | @n P N. αæn P T
(

Ď 2N

Michał Skrzypczak O tym jak Cantor hipotezy continuum dowodził 7 / 13



Drzewa

Porządek prefiksowy
u ĺ v na przykład p10q ĺ p1011q

u

v

ĺĺĺ

Drzewo
T Ď 2ăN takie, że jeśli u ĺ v P T to u P T

v

Gałęzie (nieskończone)

rT s def“
 

α P 2N | @n P N. αæn P T
(

Ď 2N

Michał Skrzypczak O tym jak Cantor hipotezy continuum dowodził 7 / 13



Drzewa
Porządek prefiksowy

u ĺ v na przykład p10q ĺ p1011q

u

v

ĺĺĺ

Drzewo
T Ď 2ăN takie, że jeśli u ĺ v P T to u P T

v

Gałęzie (nieskończone)

rT s def“
 

α P 2N | @n P N. αæn P T
(

Ď 2N

Michał Skrzypczak O tym jak Cantor hipotezy continuum dowodził 7 / 13



Drzewa
Porządek prefiksowy

u ĺ v na przykład p10q ĺ p1011q

u

v

ĺĺĺ

Drzewo
T Ď 2ăN takie, że jeśli u ĺ v P T to u P T

v

Gałęzie (nieskończone)

rT s def“
 

α P 2N | @n P N. αæn P T
(

Ď 2N

Michał Skrzypczak O tym jak Cantor hipotezy continuum dowodził 7 / 13



Drzewa
Porządek prefiksowy

u ĺ v na przykład p10q ĺ p1011q

u

v

ĺĺĺ

Drzewo
T Ď 2ăN takie, że jeśli u ĺ v P T to u P T

v

Gałęzie (nieskończone)

rT s def“
 

α P 2N | @n P N. αæn P T
(

Ď 2N

Michał Skrzypczak O tym jak Cantor hipotezy continuum dowodził 7 / 13



Drzewa
Porządek prefiksowy

u ĺ v na przykład p10q ĺ p1011q

u

v

ĺĺĺ

Drzewo
T Ď 2ăN takie, że jeśli u ĺ v P T to u P T

v

Gałęzie (nieskończone)

rT s def“
 

α P 2N | @n P N. αæn P T
(

Ď 2N

Michał Skrzypczak O tym jak Cantor hipotezy continuum dowodził 7 / 13



Drzewa
Porządek prefiksowy

u ĺ v na przykład p10q ĺ p1011q

u

v

ĺĺĺ

Drzewo
T Ď 2ăN takie, że jeśli u ĺ v P T to u P T

v

Gałęzie (nieskończone)

rT s def“
 

α P 2N | @n P N. αæn P T
(

Ď 2N

Michał Skrzypczak O tym jak Cantor hipotezy continuum dowodził 7 / 13



Drzewa
Porządek prefiksowy

u ĺ v na przykład p10q ĺ p1011q

u

v

ĺĺĺ

Drzewo
T Ď 2ăN takie, że jeśli u ĺ v P T to u P T

v

Gałęzie (nieskończone)

rT s def“
 

α P 2N | @n P N. αæn P T
(

Ď 2N

Michał Skrzypczak O tym jak Cantor hipotezy continuum dowodził 7 / 13



Drzewa
Porządek prefiksowy

u ĺ v na przykład p10q ĺ p1011q

u

v

ĺĺĺ

Drzewo
T Ď 2ăN takie, że jeśli u ĺ v P T to u P T

v

Gałęzie (nieskończone)

rT s def“
 

α P 2N | @n P N. αæn P T
(

Ď 2N

Michał Skrzypczak O tym jak Cantor hipotezy continuum dowodził 7 / 13



Drzewa
Porządek prefiksowy

u ĺ v na przykład p10q ĺ p1011q

u

v

ĺĺĺ

Drzewo
T Ď 2ăN takie, że jeśli u ĺ v P T to u P T

v

Gałęzie (nieskończone)

rT s def“
 

α P 2N | @n P N. αæn P T
(

Ď 2N

Michał Skrzypczak O tym jak Cantor hipotezy continuum dowodził 7 / 13



Drzewa
Porządek prefiksowy

u ĺ v na przykład p10q ĺ p1011q

u

v

ĺĺĺ

Drzewo
T Ď 2ăN takie, że jeśli u ĺ v P T to u P T

v

Gałęzie (nieskończone)

rT s def“
 

α P 2N | @n P N. αæn P T
(

Ď 2N

Michał Skrzypczak O tym jak Cantor hipotezy continuum dowodził 7 / 13



Drzewa
Porządek prefiksowy

u ĺ v na przykład p10q ĺ p1011q

u

v

ĺĺĺ

Drzewo
T Ď 2ăN takie, że jeśli u ĺ v P T to u P T

v

Gałęzie (nieskończone)

rT s def“
 

α P 2N | @n P N. αæn P T
(

Ď 2N

Michał Skrzypczak O tym jak Cantor hipotezy continuum dowodził 7 / 13



Które zbiory A Ď 2N są postaci rT s?

Tylko domknięte: jeśli A “ rT s to
ùñα0, α1, . . . P A, αn ÝÝÝÑnÑ8

α α P A

α0 α1 α2 α3 α4α5α6α7α

Wszystkie domknięte: jeśli
´

α0, α1, . . . P A, αn ÝÝÝÑnÑ8
α ùñ α P A

¯

to A “ rT s dla pewnego T

Dowód
Weźmy T def

“ t αæn | α P A, n P Nu
Wtedy A Ď rT s
Oraz rT s Ď clpAq — „domknięcie A”

Więc rT s “ clpAq “ A (gdy A jest domknięty). �
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Zbiory gęste. . .

Rozważmy Afin “
 

α P 2N | αn“1 tylko dla skończenie wielu n
(

Ď 2N

ùùù Afin to rodzina skończonych podzbiorów N
Weźmy Tfin “ t αæn | α P Afin, n P Nu
Wtedy Tfin “ 2ăN (!)

α P Afin

Więc rTfins “ 2N ‰ Afin
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Hipoteza Continuum dla zbiorów domkniętych

Twierdzenie (Cantor-Bendixson [1883])
Jeśli A Ď 2N jest domknięty, to: A ď N lub A – 2N.

Dowód
§ A “ rT s dla pewnego T Ď 2ăN

§ Dla v P 2ăN niech Tæv
def
“ tu | v ¨ u P T u Ď 2ăN to poddrzewo

vv

Tæv

§ Niech T 1 def“
 

v P T
ˇ

ˇ

“

Tæv
‰

jest nieprzeliczalny
(

§ T 1 Ď T oraz T 1 jest drzewem

§ Przypadki:
1. Jeśli T 1 “ H to p q R T 1.

Ale T “ Tæp q więc rT s jest przeliczalny.

2. Załóżmy, że T 1 ‰ H i p q P T 1.
Czyli rT s jest nieprzeliczalny ùùù trzeba wykazać, że rT s – 2N.
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Lemat

Jeśli u P T 1 to istnieje rozgałęzienie v ľ u, takie że: v¨0 P T 1 i v¨1 P T 1.

u

v

Dowód
Załóżmy przeciwnie: u P T 1 nie ma rozgałęzienia.

u

α

Wtedy rTæus jest nieprzeliczalny.
Ale dla dowolnego v ą u poza α zbiór rTævs jest przeliczalny.

v

Sprzeczność bo
u ¨ rTæus “ tαu Y

ď

vąu,vćα

v ¨ rTævs �
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u

α

Wtedy rTæus jest nieprzeliczalny.
Ale dla dowolnego v ą u poza α zbiór rTævs jest przeliczalny.

v

Sprzeczność bo
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Lemat
Jeśli u P T 1 to istnieje rozgałęzienie v ľ u, takie że: v¨0 P T 1 i v¨1 P T 1.

Indukcja
p q P T 1

więc istnieje rozgałęzienie vp q ą p q

vp q

więc istnieją rozgałęzienia v0 ą vp q¨0

v0

, v1 ą vp q¨1

v1

więc . . .
ùùù zanurzenie 2ăN w T 1

ùùù rT 1s – 2N

ùùù rT s – 2N
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Twierdzenie (Cantor-Bendixson [1883])
Jeśli A Ď 2N jest domknięty, to: A ď N lub A – 2N.

ùùù początki Deskryptywnej Teorii Mnogości
ùùù (Souslin): to samo dla zbiorów analitycznych (więc też borelowskich)

ùùù charakteryzacja growa

gracz I gracz II

ùùù pytania o determinację (Martin)

Wnioski:
1. ogólne podzbiory 2N mogą być skomplikowane

a ich własności mogą zależeć od modelu w którym żyjemy

2. definiowalne (konstruktywne) podzbiory 2N są prostsze
a ich własności potrafimy badać kombinatorycznie
no i w tle często stoją gry nieskończone
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