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Gry

Bowtrix

§ Dwoje graczy: E (Ewa, ˛) i A (Adam, ˝)
§ Przebieg oparty na rundach
§ Suma zerowa (brak patów)
§ Pełna informacja
§ Brak losowości

Na przykład:
§ Szachy (bez patów)
§ Nim’y
§ Hex
§ . . .

`̀̀ `̀̀

`̀̀ ´́́ `̀̀ `̀̀ ´́́

Adam A

Ewa E

koniec

przegrana
Ewy

wygrana
Ewy
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Strategie i determinacja

`̀̀ `̀̀

`̀̀ ´́́ `̀̀ `̀̀ ´́́

σσσE

Strategia σσσ gracza P : funkcja z pozycji P w podejmowane tam decyzje
Strategia wygrywająca σσσ: wszystkie rozgrywki σσσ są wygrywające
Gracz wygrywa grę: posiada w niej strategię wygrywającą

σσσAσσσE,σσσA
Fakt

Przy ustalonych strategiach σσσE i σσσA, albo:
- σσσE wygrywa z σσσA, albo
- σσσA wygrywa z σσσE.

Fakt
Strategia σσσ jest wygrywająca

wtw.
σσσ wygrywa z każdą σσσ1

Gra zdeterminowana: któryś gracz ją wygrywa
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Wszystkie gry są zdeterminowane
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Formuła jako gra

ϕ ” @x P N. Dy P N. ψpx , yq
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E wygrywa: @x P N. Dy P N. ψpx , yq ” ϕ

A wygrywa: Dx P N. @y P N.  ψpx , yq ”  ϕ

Btw. Strategia ” Skolemizacja
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Bardziej formalnie
- gracze podejmują decyzje: di P D (tutaj D “ t0, . . . , 9u)
- powstaje nieskończona rozgrywka: α “ d0d1 ¨ ¨ ¨ P Dω (tutaj α – e´1)
- sprawdzamy warunek wygrywania: α

?
PW Ď Dω (tutaj W – Q)

Nieskończona kwantyfikacja

@d0 P D. Dd1 P D. @d2 P D. Dd3 P D. @d4 P D. . . .
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Najprostszy wariant: W “ H

A wygrywa wszystkie nieskończone rozgrywki
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2. Zamień pozostałe ??? na ´́́.
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´́́

´́́

´́́

Twierdzenie (Gale, Stewart [1953])
Jeśli W jest otwarty (ΣΣΣ0

1) to
gra jest zdeterminowana.

. . . (Wolfe [1955]). . . (Davis [1964]). . .

Twierdzenie (Martin [1975])
Jeśli W jest borelowski to
gra jest zdeterminowana.
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´́́

`̀̀

`̀̀

2. Zamień pozostałe ??? na ´́́.

´́́

´́́

´́́

´́́

´́́

´́́

Twierdzenie (Gale, Stewart [1953])
Jeśli W jest otwarty (ΣΣΣ0

1) to
gra jest zdeterminowana.

. . . (Wolfe [1955]). . . (Davis [1964]). . .

Twierdzenie (Martin [1975])
Jeśli W jest borelowski to
gra jest zdeterminowana.
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˘
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˘
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Operacja XOR (‘)

‘ 0 1
0 0 1
1 1 0

suma w Z2

XORpb1, b2, . . . , bnq “ b1 ‘ b2 ‘ . . .‘ bn

XORp0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 1q “ 1XORp0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 1q “ 1
XORp0, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 1q “ 0

Nieskończony XOR
XORp0, 0, 1, 0, 0, 1, ¨ ¨ ¨ q “ ???Definicja

Operacja XOR : t0, 1uω Ñ t0, 1u to nieskończony XOR jeśli
XORp011001110101111011110101 ¨ ¨ ¨ q“ 1

wtw.
XORp011001110101011011110101 ¨ ¨ ¨ q‰ 1

Fakty
Istnieje nieskończony XOR. (aksjomat wyboru)

“

jest ich 2c ‰

Istnieje nawet taki, że XORp0, 0, . . .q “ 1

Każdy nieskończony XOR jest nieborelowski, niemierzalny, bez BP, . . .
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ñ
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Gra niezdeterminowana
(Kopczyński, Niwiński [2014]) (też (Khomskii [2010]), (Gale, Stewart [1953]), . . . )
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Podsumowanie

§ Gry są istotnym narzędziem na styku topologii, teorii mnogości i logiki

§ Nawet przy pełnej informacji i braku losowości mogą być niezdeterminowane

§ Determinacja daje magiczny sposób zamiany kwantyfikatorów. . .

§ . . . ale twierdzenia o determinacji są trudne

§ Pytania o determinację (np. skończenie-pamięciową) to żywy temat badań

§ Nie wszystkie gry są omawianej postaci. . . Bowtrix

https://mskrzypczak.mimuw.edu.pl/Bowtrix/
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