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Streszczenie
Ponizsza praca omawia tematyke zgrubnej réwnowaznosci. Gtéwnym obiektem zaintereso-
wan sa przestrzenie metryczne, jednakze wiekszos¢ prezentowanych wynikéw przenosi si¢ na
ogblne przestrzenie zgrubne. Podane sa réznorodne sposoby wykazywania zgrubnej réwno-
waznosci, lub jej braku, zaprezentowane sa korzysci ptynace z operowania pojeciem zgrubnej
rownowaznosci. Ponadto, zdefiniowana zostaje kategoria metrycznych przestrzeni zgrubnych

CorSpace, zbadane sa jej podstawowe wlasnosci, wiele faktéw znajduje prosta kategoryjna
interpretacje.
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Wprowadzenie

Zgrubna geometria pozwala badaé¢ globalna strukture przestrzeni. Dobrg intuicjg jest stwier-
dzenie, ze dziedzina ta pozwala patrzeé na przestrzenie metryczne ,z dalekiej perspektywy”.
Wiele z zastosowan zgrubnej geometrii dotyczy przestrzeni metrycznych. Jak w kazdej dzie-
dzinie, jednym z podstawowych pojeé¢ zgrubnej geometrii jest pojecie réwnowaznosci, ktére
opisuje jakie obiekty uwazamy za jednakowe. W ponizszej pracy zaprezentowane sg podsta-
wowe pojecia i konstrukcje zgrubnej geometrii, dokonana jest analiza wlasnosci zgrubnej réw-
nowaznoéci oraz zdefiniowana jest kategoria metrycznych przestrzeni zgrubnych CorSpace.

Istotnym wzbogaceniem pracy sa wlasne przyktady, kontrprzyktady, twierdzenia i fakty
pomocnicze. Sa to miedzy innymi:

dowdd réwnowaznosci pomiedzy strukturami zgrubnymi na danej przestrzeni, a odpo-
wiednimi klasami relacji rownowaznosci na funkcjach w te przestrzen,

wprowadzenie pojecia lokalnego podstawienia - konkretnego rodzaju zgrubnej réwno-
waznosci,

dowdd faktu o faktoryzacji zgrubnych rownowaznosci przez lokalne podstawienia i efek-
tywnie zgrubna bijekcje,

wprowadzenie pojeé liczby spdjnych sktadowych w nieskonczonosci i liczby spdjnych
sktadowych - niezmiennikéw zgrubnej réwnowaznosci,

prezentacja przyktadow nieskonczonych rodzin zbioréw parami zgrubnie nie réwnowaz-
nych w przestrzeniach R i R" dla n > 1,

wprowadzenie pojecia kategorii zgrubnych przestrzeni metrycznych CorSpace,

analiza podstawowych poje¢ teorii kategorii w kategorii CorSpace.

Dzieki szerokiemu wachlarzowi prezentowanych tresci, praca moze stanowi¢ wprowadzenie
do badania zgrubnych wlasnoéci przestrzeni metrycznych.






Rozdzial 1

Podstawowe pojecia zgrubnej
geometrii

W ramach zgrubnej geometrii badane sa gléwnie przestrzenie metryczne. Jednak wyksztal-
cony zostal réwniez aparat pojeciowy pozwalajacy okresli¢ abstrakcyjng strukture zgrubna
na dowolnym zbiorze. Tresci zostang zaprezentowane w tej kolejnosci: najpierw ogolne pojecia
dotyczace przestrzeni metrycznych, nastepnie zgrubne spojrzenie na te wtasnie przestrzenie,
wreszcie abstrakcyjna definicja zgrubnej przestrzeni i sposoby konstrukcji tych obiektéw.

1.1. Wstep

Przyjmijmy, ze X jest dowolng ustalong przestrzenia metryczna. O ile nie jest zaznaczone
inaczej, zaklada sie, ze metryka d na X moze przyjmowac réwniez wartos¢ +oo. Zdefiniowane
zostana proste pojecia wykorzystywane w reszcie pracy.

Definicja 1.1. Srednicg zbioru A C X nazywamy sup, yea d(,y) i oznaczamy diam(A).

Definicja 1.2. Zbior B C X nazwiemy ograniczonym, gdy diam(B) < oo.

Definicja 1.3. Poprzez d-sciezke o poczgtku a € X i koiicu b € X, dla ustalonego d > 0,
oznaczam cigg punktow g, T1,...,T,, taki zZe

® To=a,
o 1, ="0,
° V0g¢<nd(l’i,l’i+1) < d.

Definicja 1.4. Podzbior A C X nazywam d-$ciezkowo spojnym, dla ustalonego d > 0, gdy
kazde dwa punkty a,b € A dajg sie polgczyé d-Scieikqg w A.

Oprécz odlegtosci punktow, rozpatrywane beda réwniez odlegtosci pomiedzy zbiorami.
Przez d(A, B) oznaczane jest inf,c 4 pep d(a,b).

Definicja 1.5. Przestrzern metryczng X nazwiemy zgrubnie spdjng, jesli metryka na X przyj-
muge tylko wartosci skonczone.



1.2. Zgrubna geometria przestrzeni metrycznych

Ponizej zostana zaprezentowane podstawowe definicje i konstrukcje zgrubnej geometrii prze-
strzeni metrycznych.

Definicja 1.6. Dla X,Y przestrzeni metrycznych, oraz funkcji f: X — Y niekoniecznie
ciggtej, mowimy ze f jest

e wlasciwa (ang. proper), gdy przeciwobrazy wzdluz f zbioréw ograniczonych, sq ograni-
czone,

e bornologiczna (ang. bornologous) jesli
Vr>03s>0 d(z,y) < R = d(f(z), f(y)) <5,

e zgrubna (ang. coarse), jesli spelnia obie powyzsze wlasnosci.

Warunek na bornologiczno$é danej funkcji, mozna nieco uproscié¢ korzystajac z pewnika
wyboru. Prezentuje to ponizszy fakt.

Fakt 1.7. Warunek, by funkcja f: X — Y byla bornologiczna, jest réwnowainy nastepujq-
cemu stwierdzeniu

EIb: R+—>R+VR>O d(x’y) <R= d(f(ﬂf), f(y)) < b(R)

Funkcja b nazywana jest funkcjg bornologicznosci f.

Dowdd. Gdy funkcja jest bornologiczna, to zaleznos¢ Vgrsg3S > 0..., mozna zamieni¢ na
Jp: R+ —R+VR>035=p(R)--- Korzystajac z pewnika wyboru. Z kolei, gdy f: X — Y spelnia
podany warunek to jest bornologiczna, bo dla kazdego R > 0 istnieje S = b(R), takie ze dla
x,y takich ze d(z,y) < R, mamy d(f(x), f(y)) <b(R) = S. [

Ponizej podane jest kilka przyktadéw ilustrujacych wprowadzone definicje.
e inwersja na przestrzeni R? \ 0 nie jest ani wlaéciwa, ani bornologiczna,
e n— 0: N — N nie jest wlasciwa, ale jest bornologiczna,

e n— n?: N — N jest wlagciwa, ale nie bornologiczna,

x — |z]: R — Z jest zgrubna, gdzie |x] oznacza najwieksza liczbe calkowita nie
wiekszg niz x.

Aby precyzyjniej operowaé wprowadzanymi pojeciami, konieczne jest okreélenie jakie
funkcje i przestrzenie uznawane sa za jednakowe ze zgrubnego punktu widzenia.

Definicja 1.8. Dwa przeksztalcenia f, g okre$lone na dowolnym zbiorze S w przestrzen me-
tryczng Y sq bliskie (ang. close) gdy zbior {d(f(x),g(x)) : x € S} jest ograniczony.

Definicja 1.9. Duwie przestrzenie metryczne X,Y sq zgrubnie réwnowazne (ang. coarsely
equivalent) gdy istniejq funkcje zgrubne f: X — 'Y i g: Y — X, takie Ze ich zloZenia sq
bliskie identycznosciom.

Oczywiscie zgrubna réwnowaznosé jest relacja rownowaznosci na klasie przestrzeni me-
trycznych. Liczne przyklady (i kontr-przyklady) zgrubnych réwnowaznosci zostana podane
w rozdziale 2.3.



Definicja 1.10. Funkcje zgrubng f: X — Y nazwiemy zgrubng réwnowaznosciq, jesli istnieje
funkcja zgrubna g: Y — X taka, ze zloZenia fog, gof sq bliskie odpowiednim identyczno$ciom.

Wyrdzniony jest szczegdlny rodzaj funkcji, ktore spelniaja mocniejszy warunek anizeli
wlasciwoéé. Prezentuje to ponizsza definicja.

Definicja 1.11. Funkcje f: X — Y nazwiemy efektywnie wia$ciwqg, jesli

Vr>03s>0 d(f(z), f(y)) < R= d(z,y) <S.

Podobnie jak warunek bornologicznosci, tak samo warunek efektywnej wlasciwoséci mozna
uprosci¢. Zaprezentowane jest to w ponizszym fakcie.

Fakt 1.12. Funkcja f jest efektywnie wlasciwa, wtedy i tylko wtedy gdy

3p: R+—>R+VR>0 Cl(f(l'), f(y)) <R= d(.%',y) < p(R)
Funkcja p nazywana jest funkcjq efektywnej wiadciwosci f.
Dowdd. Dowdd jest analogiczny jak w fakcie 1.7. |

Oczywiscie kazda funkcja efektywnie wladciwa, jest wiasciwa. Ponizszy przyklad dowodzi,
ze implikacja w druga strone nie zachodzi.

Przyktad 1.13. Funkcja /z: Rt — RY jest wlasciwa, ale nie jest efektywnie wlasciwa.

Pojecie funkcji zgrubnej mozna wzmocnié. Funkcja efektywnie zgrubna, to funkcja borno-
logiczna i efektywnie wtasciwa. Warto zwrocié uwage, ze efektywnie zgrubna bijekcja posiada
efektywnie zgrubna funkcje odwrotna. Ponadto obcigcie funkeji (efektywnie) zgrubnej do
podzbioru dziedziny daje funkcje (efektywnie) zgrubna.

Definicja 1.14. Podzbior A przestrzeni metrycznej X nazwiemy d-gestym w X, dla danego
d > 0, wtedy i tylko wtedy gdy dla kazdego x € X, d(x, A) < d. Podzbior A C X jest zgrubnie
gesty w X, jesli istnieje d > 0, takie Ze A jest d-geste w X.

1.3. Abstrakcyjne przestrzenie zgrubne

Zgrubna geometria, podobnie jak topologia, posiada aparat pojeciowy pozwalajacy wpro-
wadzi¢ strukture zgrubna na dowolnej (nie koniecznie metrycznej) przestrzeni. W tym celu
wprowadza sie pojecie rodziny zbioréw kontrolowanych.

Definicja 1.15. Rodzine £ podzbioréw zbioru X X X nazywamy rodzing zbioréw kontrolowa-
nych na X, gdy dla kazdych E, F € £, spelnione sq¢ nastepujgce warunki:

1. Ax ={(z,x):x € X} €€,

2. Vpcp E' €€,

3. Bt ={(y,2): (z,y) € E} €€,

4. EoF ={(x,2): 3yex (z,y) e EAN(y,2) e F} €€,
5. FUF €€&.

Definicja 1.16. Przestrzeniqg zgrubng nazywam pare (X, E), gdzie X to dowolny zbior, a €
to rodzina zbiorow kontrolowanych na X.



Najprostsza z przestrzeni zgrubnych jest przestrzen pusta (0, ?)). Inny trywialny przypadek
to przestrzen jednopunktowa ({e},{{(e,e)},0}). Réznorodne sposoby, jak zadaé strukture
zgrubna na danym zbiorze, zostaly podane w rozdziale 1.4.

W oparciu o rodzing zbioréw kontrolowanych mozna zdefiniowaé w sposéb analogiczny do
przypadku metrycznego wiekszoé¢ pojeé z rozdziatu 1.2.

Definicja 1.17. Dla dowolnego zbioru S, oraz przestrzeni zgrubnej (X, E), powiemy Ze funk-
cje f,g: S — X sq bliskie, gdy (f x g)(S) € €.

Definicja 1.18. Przestrzen zgrubng (X, E) nazwiemy ograniczong, jesli X x X € £.

W niektérych definicjach zgrubnej geometrii przydaja sie nastepujace operacje na zbiorach
kontrolowanych.

Definicja 1.19. Dia danego zbioru E C X x X, oraz A C X, definiuje sie
E[A] ={be X : 34ca(b,a) € £},

E7'A] = {be€ X :3,eala,b) € E}.

Definicja 1.20. Przestrzen zgrubng (X, E) nazwiemy zgrubnie spdjng, gdy dla kazdych x,y €
X, zachodzi {(z,y)} € €.

Definicja 1.21. Podzbior B przestrzeni zgrubnej (X, &) nazwiemy zgrubnie ograniczonym,
gdy Bx B e€€.

1.4. Konstrukcje abstrakcyjnych przestrzeni zgrubnych

W ponizszym rozdziale zaprezentowane sa réznorodne sposoby, jak zadaé strukture zgrubna
na danej przestrzeni w oparciu o jej pewne wlasnosci (metryke, topologie, ...).

1.4.1. Metryczne przestrzenie zgrubne

Dla dowolnej przestrzeni metrycznej, mozna zdefiniowaé¢ na niej strukture zgrubna, tak by
definicje z rozdziatu 1.3 pokrywaly sie z tymi z rozdziatu 1.2.

Definicja 1.22. Dla danej przestrzeni metrycznej (X,d), rodzing zbioréw kontrolowanych
mdukowang z metryki d nazwiemy

5d:{E§X><X: sup d(x,y)<oo}.
(z,y)EE

Jak tatwo sprawdzi¢, rodzina &; faktycznie jest rodzing zbioréw kontrolowanych na X.
Przy dowodzie tego faktu korzysta sie z symetrycznosci metryki, nieréwnosci tréjkata, oraz
monotonicznosci operacji sup ze wzgledu na zbiér po ktérym jest ono brane.

Mozna réwniez wykazaé, ze definicje bliskosci par funkcji, oraz ograniczonosci przestrzeni
naturalnie przenosza sie z przestrzeni metrycznej na utworzong przestrzen zgrubna.

Warto zauwazy¢, ze dla dowolnego zbioru kontrolowanego F € &£, oraz zbioru ograniczo-
nego B C X, zbiory E[B], E~1[B] sa ograniczone.
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1.4.2. Topologiczne przestrzenie zgrubne

Podobnie jak w powyzszym rozdziale, réwniez dla dowolnej przestrzeni topologicznej (X, O)
istnieje struktura zgrubna na X, indukowana przez topologie O.
Przy wprowadzeniu powyzszej struktury przydaje sie nastepujaca definicja.

Definicja 1.23. Podzbidr A przestrzeni topologicznej X nazwiemy prezwartym, gdy domknie-
cie A w X jest zwarte.

Definicja 1.24. Dla danej przestrzeni topologicznej (X, O),przez rodzine zbioréw kontrolowa-
nych indukowang z topologii O, nazwiemy rodzine Eo wszystkich takich zbiorow E C X x X,
e dla kazdego zbioru prezwartego B C X, E[B], E~'[B] sq prezwarte.

Jak latwo sprawdzi¢, rodzina £p faktycznie jest rodzing zbioréw kontrolowanych, przy
dowodzie korzysta sie z faktu, ze suma dwbch zbioréw prezwartych tez jest prezwarta.

Niestety, jesli topologia na X podchodzi od metryki d, to rodziny £y, E» moga by¢ rézne.
Konkretnie £&; C &£p, jednak réwnosé nie musi zachodzi¢. Na przykiad jesli X = R, O,d
to odpowiednio naturalna topologia i naturalna metryka na R, to zbiér E = {(x,y) € R? :
x # 0, % < % < 2} nalezy do rodziny £p, natomiast nie nalezy do &. Zrédlo powyzszego
problemu to wymaganie wspé6lnego ograniczenia na d(z,y) dla wszystkich (z,y) € E € &;.
W przypadku przestrzeni topologicznej nie ma metody by wyrazi¢ fakt, ze pewne zbiory sa
wspélnie (jednostajnie) ,male”.

1.4.3. Relacje bliskosci funkcji

Gdy dana jest przestrzen zgrubna (X, £), to dla kazdego zbioru S zadana jest relacja bliskosci
~g na rodzinie funkcji S — X.

Korzystajac z warunkéw jakie musi spetnia¢ rodzina £, tatwo sprawdzié, ze klasa relacji
~ zdefiniowana jak powyzej ma nastepujace wlasnosci:

1. Dla kazdego zbioru S, ~g jest relacjg réwnowaznoéci na zbiorze funkcji S — X,

2. Dla dowolnego zbioru S i dowolnego S’ C S, oraz f,g: S — X, jedli f ~g g, to
flsr ~s gls

3. Dla dowolnych zbioréow S, S, oraz funkcji fi,g91: 51 — X, fo,92: So — X, spelnia-

jacych f1 ~g, g1, f2 ~s, g2, mamy f1 U fa ~s,us, 91 U g2, gdzie Ll to operacja sumy
rozlacznej.

Okazuje sie, ze postepowanie to mozna odwrécié. Wyrazem tego jest ponizszy fakt.

Fakt 1.25. Dowolna klasa relacji ~ spelniajgca powyzsze trzy warunki zadaje rodzine zbioréw
kontrolowanych na X i pomiedzy klasami takich relacji, a rodzinami zbiorow kontrolowanych
na X jest wzajemna jednoznacznosé.

Dowad.
e Wezmy dowolna klase relacji ~ spelniajacych powyzsze warunki. Niech
5:{EQX><X:771|E~E772|E}.

Pierwsze trzy warunki na to by tak zdefiniowane £ bylo rodzing zbioréw kontrolowanych
na X, wynikaja natychmiast z faktu, ze ~g jest relacja rownowaznosci. Pozostate dwa
warunki wynikaja z ostatnich dwéch warunkéw jakie musi spetniaé klasa relacji ~.
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e Fakt, ze powyzsza konstrukcja wyznacza wzajemng jednoznaczno$é¢ pomiedzy rodzi-
nami zbioréw kontrolowanych na X, a klasami relacji ~, jest oczywista konsekwencja
nastepujacej obserwacji: (71|g X mo|g)(F) = idg(F) = E, gdzie E to dowolny podzbidér
X x X.
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Rozdziatl 2

Zgrubna roGwnowaznosc¢

Jak sama nazwa wskazuje, przestrzenie zgrubnie rownowazne powinny mie¢ jednakowe zgrubne
wtlasnosci. Dlatego tez badanie wlasnosci danej przestrzeni mozna uprosci¢, badajac odpo-
wiednie wlasnosci przestrzeni jej réwnowaznej. W zwigzku z tym wazna jest mozliwo$¢ wyka-
zywania zgrubnej rownowaznosci odpowiednich przestrzeni. Zadanie to powinno by¢ mozliwie
proste. Z drugiej strony istotne jest, by wprowadzajac nowe definicje i pojecia zgrubnej geo-
metrii, w sposob jak najbardziej standardowy i prosty wykazywaé, ze sa one niezmiennicze
ze wzgledu na zgrubng réwnowaznosc.

2.1. Twierdzenia o zgrubnej réwnowaznosci

Ponizej zostana zaprezentowane réznorodne twierdzenia i fakty, mowiace jak wykazaé zgrubna
rownowaznos¢ danych przestrzeni metrycznych.

Twierdzenie 2.1. Kazda funkcja efektywnie zgrubna f: X — 'Y, taka Ze f(X) jest zgrubnie
geste w'Y jest zgrubng réwnowaznosciq. Ponadto, jesli f': X — Y jest zgrubng réwnowaz-
nosciq, to f' jest efektywnie zgrubna, oraz f'(X) jest zgrubnie geste w'Y .

Dowaod.

o (=) f jest efektywnie wlasciwa, a f(X) jest zgrubnie geste w Y.
Skoro f jest efektywnie zgrubna, to jest zgrubna.

Niech f(X) bedzie d-geste w Y. Definiuje g: Y — X w nastepujacy sposéb: niech
g(y) € f71(2), gdzie z € f(X), oraz d(y, z) < d.

Najpierw wykazana zostanie wtasciwosé¢ g. Wezmy dowolny zbiér ograniczony B C X,
niech diam(B) < D. Trzeba wykazaé, ze g~!(B) jest ograniczone. Niech b bedzie funkcja
bornologicznodci f, niech z € B. Wtedy dla kazdego 2’ € B, d(z,2") < D, ponadto
g~ '(x) € B(f(x),d). Niech y € g7'(2),y' € g '(2'). Wtedy d(y,y') < d(y, f(z)) +
d(f(z), f(2") +d(f(z'),y") < 2d+ b(D). Wigc diam(g~(B)) < 2d + b(D).

Teraz wykazana bedzie bornologiczno$é¢ g. Wezmy dowolne R > 0, oraz y,y’ € Y,
takie ze d(y,y’) < R. Wystarczy znalez¢é stala zalezna tylko od R, ktéra szacuje z gory
d(g(y),g(y)). Z definicji g istnieja z, 2" € f(X), takie ze d(y,2) < did(y',z') < d, oraz
g(y) € f~Y2),9(%') € f~1(2'). Niech p bedzie funkcja efektywnej wlasciwosci f. Wtedy
skoro d(z,2') < 2d + R, wiec d(g9(y),9(v)) < p(2d + R).

Wykaze, ze g o f jest bliskie idx. Niech p bedzie funkcja efektywnej wlasciwosci f.
Oczywiscie d(f(g(f(z))), f(z)) < d, wobec tego otrzymujemy d(g(f(z)),z) < p(d).

13



Teraz pora wykazaé, ze f o g jest bliskie idy. Jednak d(f(g(y)),y) < d z definicji g.

e (<) f’ jest zgrubna réwnowaznoscia.
Niech ¢': Y — X bedzie funkcja odpowiadajaca f’ w definicji zgrubnej réwnowaznosci
f.
Bliskos$¢ funkcji f'og’,idy : Y — Y implikuje miedzy innymi, ze (f'og’)(Y") jest zgrubnie
gesty w Y.
Pozostaje wykazaé efektywna wlasciwosé f/. Niech ¢’ o f' bedzie d-bliskie idx.
Wezmy dowolne R > 0 i x,y € f/(X). Niech d(z,y) < R, oraz z = f'(a),y = f'(b).
Wobec tego d(¢'(x),a) < d, oraz d(¢'(y),b) < d. Ponadto, niech b bedzie funkcja borno-
logicznosei ¢'. Wtedy d(¢'(z), ¢'(y)) < b(R). Z nier6wnosci trojkata d(a,b) < 2d+b(R).
Wobec tego p(R) = 2d + b(R) jest funkcja efektywnej wlasciwosci f”.

Powyzszy dowdd jest podstawa wielu przyktadéw i rozumowan prezentowanych w dalszej
czedci pracy. Jednoczesnie, korzystajac z jego tezy mozna wykazaé, ze zatozenie o efektywnej
wlasciwoéci f jest konieczne, by f byta zgrubng réwnowaznoécia.

Fakt 2.2. Nie jest prawdq, ze kazda funkcja zgrubna f: X — Y, taka zZe f(X) jest zgrubnie
geste w'Y jest zgrubng rownowaznoscig.

Dowdd. Zatézmy przeciwnie. Wtedy kazda funkcja f: X — Y ktérej obraz jest zgrubnie gesty
w Y byla by efektywnie zgrubna — korzystamy z implikacji w druga strone w twierdzeniu 2.1.
Jednak przyktad 1.13 prezentuje funkcje, ktéra jest wladciwa, jest bornologiczna, jej obraz
jest zgrubnie gesty w przeciwdziedzinie, ale nie jest efektywnie wlasciwa. Sprzeczno$c. |

Fakt 2.3. Ustalmy przestrzen metryczng X. Rozwazmy dowolne R > 0, dowolny zbior A C
X, oraz rodzine zbioréw { By C X },ex — po jednym zbiorze dla kazdego punktu w x. Zalézmy,
Ze po pierwsze dla kazdego x € A zbior B, jest niepusty, po wtdre, Ze B, C K(x, R). Wtedy
zbiory A, oraz U,c s Bz sq@ zgrubnie réwnowazne.

Dowdéd. Niech f: A — |J,ca Be spelnia nastepujacy warunek Voeaf(a) € B, Wtedy f(A)
zgrubnie geste w (J,c 4 B,. Ponadto f bliskie idg: A — X, czego prosta konsekwencja jest,
ze f jest funkcja efektywnie zgrubna. Wobec tego f jest zgrubna réwnowaznoscia. |

Operacja opisana w powyzszym fakcie nazywana bedzie lokalnym podstawianiem. Powyz-
szy fakt pozwala miedzy innymi na proste dowody zgrubnych réwnowaznosci przestrzeni R™
iz dlan=1,2,....

Przydatng operacja przy dowodzeniu zgrubnej réwnowaznosci pewnych zbioréw, jest moz-
liwoé¢ usuniecia, lub zmiany pewnego ograniczonego podzbioru danej przestrzeni. Méwi o tym
ponizszy fakt.

Fakt 2.4. Dla dowolnej przestrzeni metrycznej zgrubnie spojnej X i jej nieograniczonego
podzbioru A, rozpatrzmy dowolny zbior ograniczony B C X . Zbior A jest zgrubnie réwnowazny
zbiorom A\ B,AU B.

Dowdd. Skoro A nieograniczony, to istnieje punkt a € A\ B. Niech B, = {a}, oraz By = {a}
dla b € B, oraz B. = {c} dla ¢ € A\ B. Oczywiscie rodzina zbioré6w {Bg}4ca, spelnia
zalozenia faktu 2.3 dla R = supycp d(a,b). Ponadto Uycy Ba = A\ B. Wiec A jest zgrubnie
réwnowazne A\ B. Podobnie, rozwazmy rodzing B), = {a} U B, B, = {c} dla ¢ € A. Rodzina
ta tez spelnia warunki faktu 2.3 dla R = sup,cp d(a,b), ponadto Jyey B = AU B. Wigc A
jest zgrubnie réwnowazne AU B. |
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2.1.1. Faktoryzacja zgrubnych réwnowaznosci

W tym rozdziale przedstawione sa metody, jak ogblna zgrubna rownowaznosé zaprezentowad
jako ztozenie pewnych szczegdlnych rodzajéw funkcji.

Rozwazmy zgrubna réwnowaznosé¢ f: X — Y. Oczywiscie f jest funkcja ,na” f(X). Niech
X' bedzie selektorem rodziny (f~'(y))yef(x), selektor taki istnieje z pewnika wyboru. Wtedy
f(X") = f(X), oraz f' = f|x/ jest réznowartosciowe. Wiec f': X' — f(X) jest bijekcja.
Ponadto f’ powstalo przez obciecie funkcji efektywnie zgrubnej f, wiec tez jest efektywnie
zgrubne. Wobec tego funkcja odwrotna do f’ tez jest efektywnie zgrubna. Oczywiscie f(X)
jest zgrubnie geste w Y. Niech p bedzie funkcja efektywnej wlasciwosci dla f. Zauwazmy
ze dla kazdych z,y € X, takich ze f(z) = f(y), mamy d(z,y) < p(1). Wobec tego X' jest
p(1)-gesty w X. Rozwazania te podsumowuje ponizszy fakt.

Fakt 2.5. Jedli f: X — Y jest zgrubng réwnowaznosciq, to istniejg odpowiednio zgrubnie
geste podzbiory X' C X, Y' C Y, takie ze f|x/ jest efektywnie zgrubng bijekcjq pomiedzy X',
aY'.

Jak tatwo sprawdzié, przejscie od zbioru do jego zgrubnie gestego podzbioru i z powrotem,
moze zostaé zaprezentowane poprzez operacje lokalnego podstawiania (patrz 2.3). Spostrze-
zenie to wraz z powyzszym faktem dowodza, ze kazda zgrubna réwnowaznosé jest ztozeniem
p2 0 eopy, gdzie p1, ps to funkcje realizujace operacje lokalnego podstawiania, natomiast e to
efektywnie zgrubna bijekcja.

2.2. Niezmienniki zgrubnej rownowaznosci

Oprécz wykazywania, ze zgrubna réwnowaznosé zachodzi, czesto istotne jest wykazanie jej
braku. Najczesciej, by wykazaé¢ brak pewnej réwnowaznosci, znajdywana jest okreslona wita-
snos¢ przestrzeni, zachowywana przy wybranym rodzaju réwnowaznosci, ktéra jest odmienna
dla danych dwdéch przestrzeni. Stad istotne jest, by poznaé mozliwie szeroki wachlarz wila-
snosci 1 parametréw przestrzeni, ktore sa zachowywane przy zgrubnych réwnowaznosciach.
Ponizszy rozdzial prezentuje liste najciekawszych z nich.

2.2.1. Ograniczonosé

Ograniczonos¢ przestrzeni jest trywialnym, jednak niekiedy istotnym niezmiennikiem zgrub-
nej réwnowaznosci.

2.2.2. Liczba spéjnych sktadowych w oo

Definicja 2.6. Dla danej przestrzeni metrycznej X, mowimy Ze X ma co najwyzej n spojnych
sktadowych w nieskonczonosci, gdy istnieje d takie, zZe dla dowolnego zbioru ograniczonego
B C X, istnieje zbior ograniczony C' C X, taki ze B C C oraz, ze istniejg punkty x1,...,Ty €
X\ C, takie zZe dla kazdego x € X \ C istnieje 1 < i < n, oraz d-$ciezka lgczaca x; z x w
X\C.

Twierdzenie 2.7. Dla danych przestrzeni metrycznych X,Y , oraz ich zgrubnej rownowaz-
nosci f: X —'Y, jesli przestrzenn X speinia powyzszq definicje dla pewnego n, to przestrzern
Y tez, dla tego samego n.

Dowdd. Niech b bedzie funkcja bornologicznosci f. Ponadto niech f(X) bedzie D-zgrubnie
geste w Y. Zalézmy, ze w definicji 2.6 dla przestrzeni X rozpatrywaliémi dx Sciezki. Niech
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dy = max(b(dy), D). Rozwazmy dowolny zbiér ograniczony By C Y. Niech Bx = f~1(By).
Oczywiscie Bx jest ograniczony. Niech C'x O By bedzie zbiorem ograniczonym w X pocho-
dzacym z definicji 2.6. Rozwazmy Cy = f(Cx) U (K (dy, f(Cx) U By) \ f(X)). Oczywiscie
Cy jest zbiorem ograniczonym i zawiera By . Niech z1,...,z, € X \ Cx bedzie odpowiednim
ciagiem z definicji 2.6. Niech y; = f(x;) dla 1 <i < n.

WeZzmy dowolne y € Y\ Cy. Oczywiscie f(X) jest dy zgrubnie geste w Y. Jesli y € f(X)
to niech x takie, ze f(z) = y. W przeciwnym przypadku d(y, f(Cx)) > dy. Wtedy niech x
takie, ze d(f(z),y) < dy, wiec f(x) ¢ f(Cx). W obu przypadkach x ¢ Cx. Wiemy wiec, ze
dla pewnego 1 < i < n istnieje d $ciezka taczaca x; z x, roztaczna z C'x. Jej obraz wzdléz f
to b(d) $ciezka laczaca y; z f(x), rozlaczna z f(Cx) i zawarta w f(X). Wobec tego éciezka ta
jest roztaczna z Cy. Ponadto mozna ja przedtuzy¢ o odcinek (f(x),y), uzyskujac dy Sciezke
taczaca y; z y. |

Definicja 2.8. Liczbg spojnych skladowych w nieskonczono$ci danej przestrzeni zgrubnej
X, nazywamy najmniejszqg z liczb naturalnych n, takich ze X ma co najwyiej n spojnych
sktadowych w nieskoriczonodci. Gdy Zadna taka liczba n nie istnieje, to méwimy Ze X ma oo
spojnych sktadowych w nieskonczonosci.

Przyklad 2.9. Niech L, = {(z,y) € R? : ¥ = tg(5(1—27%)}. Zbior X = U;>yLn ma

x
liczbe spajnych sktadowych w nieskonczonosci rowng oco.

Dowdd. Wezmy dowolne n > 0, dowolne d > 0, oraz zbiér B = K (0, Wj‘lﬂ,l)) Zauwazmy,
zedla 0 <i<j<mn,dL;\B,L;j\ B) > 2d > d. Ponadto zbiory L;, L; sa nieograniczone,
wiec dla dowolnego zbioru ograniczonego C' C R?, zawierajacego B, d(L; \ C, L; \ C)geq2d.
Wobec tego X \ C' ma przynajmniej n + 1 spéjnych sktadowych.

Wobec dowolnosci n, wykazaliSmy ze X ma nieskonczenie wiele spéjnych sktadowych w
nieskonczonosci. |

2.2.3. Moc rodziny zgrubnie spéjnych skltadowych

Zbiér A C X nazywam zgrubnie spéjnym, gdy metryka na X, obcieta to A x A przyjmuje
tylko wartosci skoficzone.

Zgrubnie spojna sktadowa danej przestrzeni nazywamy maksymalny ze wzgledu na inklu-
zje jej zgrubnie spojny podzbiér. Oczywiscie pojecie to jest dobrze okreslone (suma wstepu-
jacego tancucha zbioréw zgrubnie spéjnych jest zgrubnie sp6jna).

WezZzmy dowolne przestrzenie metryczne X, Y. Niech ~x,~y beda relacjami odpowiednio
na X,Y, zdefiniowanymi nastepujaco: x ~ y wtedy i tylko wtedy gdy z,y leza w tej samej
zgrubnie spdjnej sktadowej odpowiedniej przestrzeni. Oczywiscie obie te relacje sa relacjami
réwnowaznosci. Niech [z]x, [y]y bedzie klasami abstrakcji odpowiednio = wzgledem ~x iy
wzgledem ~y-.

Niech f: X — Y bedzie zgrubna. Poniewaz f jest bornologiczna, to jedli x ~x y, to tez
(r) ~y f(y). Wiec istnieje f: X/~x — Y/=~y, takie ze dla kazdego = € X, [f(2)]y =
([2]x)- 3

Analogicznie, jesli f: X — Y jest efektywnie zgrubna, to f jest réznowartosciowa. Wresz-
cie, jedli f(X) jest zgrubnie geste w Y, to f jest ,na”. Laczac te spostrzezenia, otrzymujemy
fakt, ze jedli f jest zgrubng réwnowaznoscia, to f jest bijekcja, wiec moc rodziny zgrubnie
spéjnych sktadowych jest niezmiennikiem zgrubnych réwnowaznodci.

!
f

Przy okazji warto zauwazy¢, ze jeSli funkcje zgrubne f,g: A — B sg bliskie, to funkcje
f, g sa rowne.

16



2.3. Przyklady zgrubnych réwnowaznosci

Ponizszy rozdzial prezentuje mozliwie szeroki zaséb réznorodnych przykitadéw zgrubnych
réwnowaznosci. Zapoznanie sie z tymi przyktadami pozwala wyrobi¢ dobrg intuicje. Jedno-
czesnie, przyktady te dajg silny aparat pojeciowy pozwalajacy w wielu przypadkach w sposéb
analogiczny wykazaé zgrubna réwnowazno$c¢ (lub jej brak).

2.3.1. Klasy konkretnych zgrubnych réwnowaznosci

Treéé¢ rozdzialu 2.1.1dowodzi, ze waznymi rodzajami zgrubnych réwnowaznosci sa lokalne
podstawienia (patrz 2.3), oraz bijektywne zgrubne réwnowaznosci. Oczywiscie przeksztalcenia
obu wymienionych rodzajéw sa zgrubnymi réwnowaznosciami. Ponadto, jak wykazano w
rozdziale 2.1.1 kazda zgrubna réwnowaznos¢ powstaje poprzez ich odpowiednie ztozenie.

Kolejny przyktad zgrubnych réwnowaznosci, to operacje opisane w fakcie 2.4. Czesto, do-
wody zgrubnych réwnowaznosci sa znacznie uproszczone, po usunieciu (lub zmianie) pewnych
ograniczonych podzbioréw odpowiednich przestrzeni.

Co warto zaznaczy¢ izometrie, podobienstwa oraz przeksztalcenia bilipschitzowskie sa
zgrubnymi réwnowaznosciami pomiedzy swoja dziedzina, a obrazem.

Definicja 2.10. Dla danych przestrzeni metrycznych X, Y, przeksztatcenie f: X — Y nazy-
wam podobienstwem, gdy istnieje stala ¢ > 0, taka Ze dla dowolnych z,y € X, d(f(x), f(y)) =
c-d(x,y).

2.3.2. Zgrubna ré6wnowazno$¢ w przestrzeniach R”

Szczegblne przypadki zgrubnych réwnowaznosci, to réwnowazno$é pewnych podzbioréw prze-
strzeni euklidesowych. Rozmaite przyktady obrazujace te tematyke zostaly zaprezentowane
ponizej.

Latwo sprawdzié, ze przestrzen R ma dwie spdjne sktadowe w nieskonczonosci, natomiast
dla n > 1 przestrzenie R™ majag po jednej spéjnej sktadowej w nieskonczonosci. Wnioskiem
jest brak zgrubnej réwnowaznosci przestrzeni R i R¥, dla k > 1.

Ponizszy przyktad prezentuje nieskonczenie wiele, parami zgrubnie nieréwnowaznych pod-
zbioréw R.

Przyktad 2.11. Wprowadimy funkcje E(xz,n) przez indukcje: E(x,0) = e*, E(x,n+ 1) =
eP@m) - Oczywiscie E jest monotoniczna ze wzgledu na obie wspélrzedne i E(x,n) — oo,
Tr—00

niezaleznie od n > 0.

Niech
Jj—1 J
Urj = |3°+_ E(i.k), j*+ ) E(i.k)| CR.
=0 =0
Oczywiscie diam(Uy, ;) = E(j, k), oraz d(Uy j, Uy j+1) = 25 + 1.
Niech Ag = Uj>o Uk, Zbiory Ay, As,. .. sq parami zgrubnie nie réwnowazne.

Dowdd. Wezmy 0 < x < y € N. Zalézmy, ze f: A, — A, jest zgrubng réwnowaznoscia. Niech
f(Az) bedzie d geste w A,, oraz niech b,p beda odpowiednio funkcjami bornologicznosci i
efektywnej wtasciwosci f. Oczywiscie zbiory U, ; dla j > 0 sg 1-Sciezkowo spojne. W zwigzku
z tym ich obrazy sa b(1)-Sciezkowo spéjne. Zbiér B = Uo<; <b(1) Uz,j jest ograniczony, wigc
f7Y(B) tez jest ograniczony. Wezmy takie jo, ze dla j > jo, Uy ; N f~1(B) = 0. Wtedy dla
J = jo, f(Ug;)NB =0, oraz f(Us, ;) jest b(1)-Sciezkowo spbjny, natomiast zbiory Uy j,, Uy s,
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dla ji,j2 > b(1) sa odlegle o ponad b(1). Wiec dla kazdego j > 7jo, istnieje f#(j), takie ze
fUsz5) € Uy gy

Wykaze teraz, ze od pewnego miejsca, funkcja f! jest réznowartosciowa. Niech Jjo >
max(jo, p(d)). Niech jf > f# (f!({jo.. .., jb}))- Zalbimy, ze dla pewnego j > f(jf), f* ' (j) =
{71,792, jn} i n > 1. Ale zbiory Uy j,,Us jy, - .., Uz j, sa parami p(d)-roztaczne, wiec ich
obrazy sa parami d-rozlaczne, wiec nie moga d-pokrywac zbioru d-$ciezkowo spéjnego Uy ;.
Uzyskana sprzeczno$é, dowodzi ze f#{j,...} jest réznowartoéciowa.

Zauwazmy, ze diam(f(U,;)) < C - diam(U, ;) dla pewnej stalej C > 0. Wynika to z
faktu, ze istnieje 1-gesta 1-Sciezka w U, ;, ktorej dlugosé jest réwna diam(U, ), Sciezka ta
jest przeprowadzona na b(1) Sciezke, b(1) gesta w f(Uy,j), dtugosci diam (U, ;). Jednoczesnie,
dla j > ji, f(Us;) jest d-geste w Uy fs(;), czyli dla pewnej stalej C” > 0, diam (U, f1(;)) <
C" - diam(Uy;), czyli E(f*(4),y) < C'- E(j,z).

Poniewaz y > x, toy > = + 1, wiec

C' - ePUr= > B(F(j),y) > eE(efu(j%a:fl)_
Wiec dla dostatecznie duzych j, f#(j) < Inj + 1. Co przeczy réznowartodciowoéci f%. |

Ciekawym, ze zgrubnego punktu widzenia, przykladem podzbioréw przestrzeni R™ sa
zdefiniowane ponizej k-gwiazdki.

Definicja 2.12. Dla ustalonej przestrzeni R™, n > 1, oraz dowolnego k > 0, przez k-gwiazdke
oznaczany jest zbior sktadajgcy sie z dowolnych k parami nieréwnoleglych prostych zawartych
w przestrzensi R™.

Jak tatwo wykazac¢, dla kazdego k > 0, kazde dwie k-gwiazdki sa zgrubnie rownowazne.
Ponadto tatwo sprawdzié, ze kazda k-gwiazdka ma doktadnie 2k spdjnych sktadowych w
nieskoniczonoséci. Wobec tego dla k # [, dowolna k-gwiazdka nie jest zgrubnie réwnowazna
zadnej l-gwiazdce. Oczywiscie R jest 1-gwiazdka.

Ustalmy rodzing {g, C R?},~0, gdzie g, to pewna n-gwiazdka. Jak wykazano powyzej,
sktadniki tej rodziny sa parami nie zgrubnie réwnowazne. Wobec tego, rodzina ta stanowi
przeliczalnie wiele podzbioréw R? parami zgrubnie nie réwnowaznych.

2.3.3. Zgrubne zanurzenia

Szczegdlnym przypadkiem zgrubnej rownowaznosci, jest zgrubna rownowaznos¢ z podzbiorem
pewnej szerszej przestrzeni. Kazde przeksztalcenie efektywnie zgrubne f: X — Y stanowi
zgrubna rownowaznosé z X do dowolnego Z C Y, o ile tylko f(X) C Z i f(X) jest zgrubnie
geste w Z. Jednocze$nie kazda zgrubna réwnowazno$é¢ f': X' — Z' C Y’ jest wladnie tej
postaci na mocy faktu 2.1.

Zgrubne zanurzenia sa o tyle istotne, ze pozwalaja badaé¢ zgrubne wlasnosci rozmaitych
przestrzeni poprzez analize podzbioréw pewnej ustalonej przestrzeni, w ktora tamte zanurzaja
sie. Przykladem takiego postepowania sa zanurzenia przestrzeni o skonczonym wymiarze
asymptotycznym w przestrzenie Hilberta.

2.3.4. Grupy

W ponizszym rozdziale zostaje zaprezentowany wazny, a w pewnym sensie fundamentalny,
przyktad zgrubnych réwnowaznosci.
Whpierw wprowadzona zostanie metryka na dowolnej grupie skotficzenie generowanej.
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Definicja 2.13. Niech G grupa generowana przez skoriczony zbior F. Niech g € G. Wtedy g
rozpisuje sie na przynajmniej jeden sposob jako fifofs... fn, dla fzjEl € F. Definiujemy ||g]|
jako najmniejsze ze wszystkich n w rozpisaniach jak powyzej.

Zauwazmy, ze |le|]| = 0 dla f € F, ||f|| = 1 oraz dla g,h € G ||gh|| < ||g]] + ||R]]-
Zdefiniujmy metryke na G.

Definicja 2.14. Dia grupy G generowanej przez F' definiujemy metryke
d(g,h) = [lgh™"].

Latwo wykazaé, ze powyzej faktycznie zdefiniowaliémy metryke. Ponadto dla dowolnych
f,9,h € G zachodzi nastepujacy wzor

d(g, k) = llgh™ || = llgf £ 07| = I(gf)(hf) M| = d(gf, hf).

Czyli metryka ta jest niezmiennicza ze wzgledu na wymnazanie z prawej strony przez elementy
grupy. Tak zdefiniowang metryke nazywamy metryka dlugosci stowa.

Fakt 2.15. Niech grupa G bedzie generowana przez dwa skoriczone zbiory generatorow Fy, Fs.
Niech dy,ds to metryki dlugosci stowa na G pochodzqce od Fi, Fo odpowiednio. Wtedy prze-
strzenie metryczne (G,dy), (G, d2) sq zgrubnie réwnowazne.

Dowod powyzszego faktu nie jest bardzo skomplikowany, wystarczy zauwazy¢, ze kazdy
element F5 daje sie uzyskaé poprzez wymnozenie pewnej ilosci elementéw Fy. A poniewaz Fy
jest zbiorem skonczonym, mozemy ograniczy¢ z gory, ile co najwyzej elementéw F; potrzeba
wziaé by uzyskaé¢ dowolny element F». Wobec tego da(g, h) szacuje sie z jaka$ stala przez
dy(g, h). I vice-versa.

Powyzszy fakt pokazuje, ze jesli patrzymy na skonczenie generowang grupe G ze zgrubnego
punktu widzenia, nie jest istotny wybér zbioru generatordw.

2.4. Sposoby wykorzystania zgrubnej réwnowaznosci

By wykazaé¢ pewng zgrubng wlasnosé ¢, dla pewnej przestrzeni X, czesto tatwiej jest znalezé
przestrzen Y, zgrubnie rownowazna X, i dla niej wykazaé¢ dang wlasno$é ¢. Pozwala to upro-
Sci¢ problem, uniknaé¢ dodatkowych trudnosci i skupié si¢ na istocie zagadnienia. Jednakze
w tym celu trzeba wiedzie¢, ze wlasno$¢ ¢ jest niezmiennicza ze wzgledu na zgrubng réwno-
wazno$é, oraz wykazaé¢ zgrubng réwnowazno$é¢ X, Y. Powyzsze przyklady zgrubnych réwno-
waznosci w zalozeniu maja poméc znalezé odpowiednia przestrzen Y, oraz wykazaé zgrubna
rownowaznos¢ X,Y. W nastepnym rozdziale z kolei, przedstawiony jest pewien schemat po-
stepowania, gwarantujacy niezmienniczos¢ wprowadzonych definicji ze wzgledu na zgrubna
rownowaznosé.
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Rozdziat 3

Kategoria przestrzeni zgrubnych

W ponizszym rozdziale zostaje zaprezentowane kréotkie wprowadzenie do teorii kategorii, na-
stepnie wprowadzona jest kategoria przestrzeni zgrubnych CorSpace, dokonana jest analiza
jej wlasnosci, oraz wyciggniete wnioski.

3.1. Podstawy teorii kategorii

Teoria kategorii to stosunkowo mloda dziedzina matematyki. Pozwala ona w bardzo ogdlny
i abstrakcyjny sposéb patrzeé¢ na rozmaite pojecia matematyczne. Ponadto daje wygodny
jezyk do operowania nimi oraz upraszcza dostrzeganie nowych, nieznanych zaleznosci. Wresz-
cie, dzieki tak abstrakcyjnemu i ogdélnemu podejsciu do rzeczy, zagwarantowane sg pewne
wlasnosci wprowadzanych definicji. Miedzy innymi, wszelkie wystawiane w jezyku teorii ka-
tegorii wlasnosci sa niezmiennicze ze wzgledu na izomorfizm (odpowiednik réwnowaznosci)
w danej kategorii.

Definicja 3.1. Kategoria jest to dowolna klasa O, ktorej elementy nazywane sq¢ obiektami,
oraz dla kazdej pary obiektow A, B, klasa K(A, B), jej elementy nazywane sq morfizmami z

A do B (ozn. A 4, B), spelniajgce ponizsze warunki:

e dla kazdej pary morfizméw A EN B.B % C istnieje morfizm A of C, operacje o
nazywamy sktadaniem morfizméw, zaklada sie, ze operacja ta jest lgczna,

e dla kazdego obiektu A istnieje morfizm idy € K(A, A), ktory jest obustronnym elemen-
tem neutralnym skladania.

Generyczny przykltad kategorii, to kategoria Set, w ktorej obiekty to zbiory, morfizmy to
funkcje pomiedzy zbiorami, ztozenie morfizméw to zlozenie funkcji, natomiast identycznosci
to funkcje identycznoéciowe. Inny przyktad to kategoria Top, w ktérej obiekty to przestrzenie
topologiczne, a morfizmy to odwzorowania ciggte.

Kolejne wazne pojecie teorii kategorii to funktor.

Definicja 3.2. Dla danych kategorii C, D, funktorem F: C — D nazwiemy przyporzgedko-
wanie obiektom C, obiektow D, morfizmom C, morfizméw D, z zachowaniem dziedziny 1
przeciwdziedziny morfizmow, zloZenia i identycznosci.

Czesto obiekty danej kategorii to zbiory z dodatkowsa struktura, a morfizmy to pewne
funkcje dana strukture zachowujace. Dla kazdej kategorii C tej postaci dany jest funktor
zapominania |.|: C' — Set, ktéry obiektowi X przypisuje zbiér X, a morfizmowi f, funkcje

f.
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Definicja 3.3. Dla danych funktoréw F,G: C — D rozwazmy klase 1 = {ma}acc, gdzie
F(A) T G(A). Klase n nazwiemy transformacjg naturalng z F do G, jesli nastepujgce
diagramy komutujg

FA) 29 pep)
aa) Y qB)

dla wszystkich A LBuwc.

Ciekawy przyklad funktora to funktor Conn: Top — Set, ktory przestrzeni topologicznej
przyporzadkowuje zbidr jej spbjnych sktadowych, a funkcji cigglej f: X — Y, funkcje f ktora
kazdej spdjnej sktadowej A C X przypisuje spdjna sktadowa Y zawierajaca f(A). Warto
zwrdcié uwage, ze dana jest transformacja naturalna q: |.| — Conn, dana w nastepujacy
sposob: dla danej przestrzeni topologicznej X, gx to funkcja, ktora kazdemu punktowi x €
X przyporzadkowuje spdjna sktadowa X zawierajaca x. Oczywidcie ¢ jest transformacja
naturalna, gdyz odpowiednie prostokaty komutuja.

3.2. Wprowadzenie kategorii przestrzeni zgrubnych CorSpace

Kategoryjne spojrzenie na dang dziedzine opera si¢ na zalozeniu, ze wewnetrzne wlasnosci
obiektow mozna bada¢ jedynie, poprzez analize funkcji pomiedzy nimi. Warto w tym mo-
mencie przytoczy¢ spostrzezenia paragrafu 1.4.3. Wykazane jest tam, ze wiedza o rodzinie
zbiorow kontrolowanych w danej przestrzeni jest dokladnie rownowazna znajomosci relacji
bliskosci na funkcjach w dany zbiér. Stad wydaje sie by¢ uzasadniona ponizsza definicja.

Definicja 3.4. Rozwazmy kategorie CorSpace, w ktorej obiekty to wszystkie przestrzenie
metryczne, natomiast dla pary przestrzeni metrycznych X, Y K(X,Y) = F/ ~, gdzie ~ to
relacja bliskosci, a F to rodzina funkcji zgrubnych z X, do Y. Przez [f] oznaczam klase

réwnowaznosci funkcji f wzgledem relacji ~. Niech identycznosé na X to [idx], natomiast

Aosenie X Y Y,V L/ Z, to [go f].

Ponizej wykazana jest poprawno$é tej definicji.

Dowdd. Po pierwsze nalezy wykazaé, ze zdefiniowane powyzej ztozenie morfizméw w CorSpace

nie zalezy od wyboru reprezentantéw. Niech X A Y=X 7] Y)Y lo1] Z=Y lo3 Z, nalezy

udowodnié, ze [g1 o f1] = [g2 o fa]. Niech b bedzie funkcja bornologicznoéci dla g1, niech f1, fa
beda dy bliskie, natomiast g1, g2 beda dy bliskie. Twierdze, ze g1 o f1,92 o f2 sa b(dy) + dg
bliskie. Wezmy x € X. d(fi(x), fo(x)) < dy. Wiec d(g1(fi1(x)), g1(f2(x))) < b(ds). Ponadto
d(g1(f2(x)), g2(f2(x))) < dg. Wiec z nieréwnosci trojkata d(gi(fi(x)), g2(f2(2))) < b(dy)+dyg.

Yacznos$é ztozenia, oraz neutralnoéé identycznosci wynikaja natychmiast z definicji. W

Wygodnie jest spojrzeé¢ na kategorie CorSpace, jako kategorig ilorazowa pewnej szerszej
kategorii.

Definicja 3.5. Niech kategoria MetaCorSpace ma za obiekty przestrzenie metryczne, na-
tomiast morfizmy niech bedg to funkcje zgrubne.

Istotny jest funktor ./ ~: MetaCorSpace — CorSpace, ktéry na obiektach dziata
identycznosciowo, a funkcji f przypisuje [f].
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3.3. Analiza wlasnosci kategorii CorSpace

3.3.1. Izo, mono, epi morfizmy

Najbardziej podstawowym pojeciem teorii kategorii jest pojecie izomorfizmu.

Definicja 3.6. Morfizm A ERy 3 kategorii C' nazwiemy izomorfizmem, jesli istnieje morfizm
BE A takize jok =idp, koj =ida.

Fakt 3.7. A Yl B jest izomorfizmem w CorSpace wtedy i tylko wtedy gdy f: A — B jest
zgrubng rownowaznosciq.

Dowdd. Jedli f: A — B jest zgrubng réwnowaznoscia, to istnieje h: B — A, taka ze odpo-
wiednie zlozenia sa bliskie identycznosciom. Ale wtedy odpowiednie zlozenia [f] i [¢g] sa réwne
identyczno$ciom w CorSpace, wiec [f] jest izomorfizmem.

h
Jesli A Y] B jest izomorfizmem, to istnieje B i A, taki ze odpowiednie zlozenia sg
identyczno$ciami w CorSpace. Ale wtedy zlozenia f o g,g o f sa bliskie identycznoéciom,
wiec f jest zgrubna réwnowaznoscia. |

Pojeciami zwigzanymi z izomorfizmem sa dwa zdefiniowane ponizej.

Definicja 3.8. Morfizm B EN C' jest monomorfizmem, gdy dla kazdej pary morfizmoéow A 9
B, zachodzi
feg=foh=yg=h.

Analogicznie, morfizm A LB jest epimorfizmem, gdy dla kazdej pary morfizméw B ok ,
zachodzi
gof=hof=g=h

Pojecia mono/epi morfizmu realizuja intuicje funkeji odpowiednio réznowartosciowej/na.
Nie w kazdej kategorii jest prawda, ze morfizm bedacy jednocze$nie mono i epi, jest izomor-
fizmem.

Ponizsze fakty charakteryzuja mono/epi morfizmy w CorSpace.

Fakt 3.9. Morfizm B Y] C jest monomorfizmem w CorSpace, wtedy i tylko wtedy gdy f
jest efektywnie wilasciwa.

Dowdd. Zalézmy, ze f jest p-efektywnie wlasciwa. Niech g, h: A — B, beda funkcjami zgrub-
nymi, oraz niech f o g d-bliskie f o h. Wtedy dla kazdego a € A, d(f(g(a)), f(h(a))) < d. Ale
wobec tego d(g(a), h(a)) < p(d), wiec g, h sa p(d)-bliskie. Co, wobec dowolnosci g, h, dowodzi
ze [f] jest monomorfizmem.

Niech B Y] C bedzie monomorfizmem. Zdefiniuje funkcje p efektywnej wtasciwosci f.

WeZmy R > 0. Niech P = {(z,y) € Bx B :d(f(z), f(y)) < R}. Wtedy fom R-bliskie fomy
jako funkcje z P w C. Wiec m; jest bliskie o, niech beda one p(R)-bliskie. Ale to oznacza,
ze dla kazdych z,y € B, jesli d(f(x), f(y)) < R, to d(x,y) < p(R). Co wobec dowolnosci R,
dowodzi ze p jest funkcjg efektywnej wiadciwosci f. |

Fakt 3.10. Morfizm A ﬂ B jest epimorfizmem w CorSpace, wtedy i tylko wtedy gdy f(A)
jest zgrubnie geste w B.
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Dowdd. Niech f(A) bedzie dp-geste w B. Wezmy funkcje zgrubne g, h: B — C| takie ze go f
d-bliskie h o f. Wezmy dowolne = € B. Istnieje wtedy y € f(A) C B, taki ze d(z,y) < dp.
Niech by, by, beda funkcjami bornologicznosci odpowiednio g, h. Wtedy d(g(z), g(y)) < by(dp),
d(g(y),h(y)) < d, d(h(y),h(x)) < by(dp), wiec z nieréwnodci tréjkata d(g(z), h(x)) < bg(dy)+
d + by (dp), wiec wobec dowolnosci x, g, h sa bliskie.

Niech A @ B bedzie epimorfizmem. Rozwazmy dwie funkcje g,h: B — B x R, okreslone

nastepujaco g(b) = (b,0), h(b) = (b,d(b, f(A))). Rozwazmy metryke d na B x R, zdefiniowana
d((b1,x1), (b1,21)) = d(b1,b2) + |xr1 — z2|. Oczywiscie g jest izometria, wiec jest zgrubna.
Ponadto jesli d(bi,b2) < R > 0, to d(h(b1), h(b2)) = d(b1,b2) + |d(b1, f(A)) — d(be, f(A))| <
2d(by, ba), wiec h jest bornologiczna. Wreszcie dla ograniczonego X € BxR, h1(X) C m(X)
tez jest ograniczone. Wobec powyzszych h jest funkcja zgrubna.

Oczywiscie go f = ho f, wiec [g] o [f] = [h] o [f], wiec poniewaz [f] jest epimorfizmem, to
[g] = [h]. Niech g, h beda d-bliskie. Wobec tego dla kazdego b € B, d(b, f(A)) < d, czyli f(A)
jest d-geste w B. |

Powyzsze dwa fakty, w polaczeniu z twierdzeniem 2.1 dowodza ponizszy fakt.

Fakt 3.11. Morfizm [f] w CorSpace jest izomorfizmem, wtedy i tylko wtedy gdy jest mono
1 epi morfizmem.

3.3.2. Produkty, koprodukty

Definicja 3.12. Produktem obiektéw A, B, nazywamy obiekt P wraz z morfizmami P =
A, P B B, takie ze dla kazdego obiektu C i morfizméw C 4, A,C % B, istnieje dokladnie
jeden morfizm C LA P, komutujgcy trojkgty C, P, A i C, P, B.

W wigekszosci przypadkéw iloczyn kartezjanski odpowiednich zbioréw, zaopatrzony w od-
powiednig strukture jest produktem. Niestety tak nie jest w przypadku CorSpace. Oczywi-
Scie istnieje produkt dowolnych dwoch przestrzeni metrycznych, jednak zazwyczaj rzutowania
nie sg zgrubne. Ponizej zaprezentowany jest przyktad dwoch przestrzeni ktérych produkt w
CorSpace istnie¢ nie moze.

Przyklad 3.13. Rozwazimy dwie przestrzenie metryczne A, B = R U R. WykaZe, Ze ich
produkt w CorSpace nie moze istniec.

Dowadd. Niech i1,79: R — R U R beda wlozeniami. Ponadto niech metryka na R LR, bedzie
metryka geodezyjna na dwéch prostych réwnolegltych. Wtedy na przyktad d(i1(0),i2(0)) = co.

Zalézmy, ze istnieje produkt P, obiektéw A, B w CorSpace, wraz z rzutowaniami [y ], [m2].
Niech B = 71 (i1(0)). Oczywiscie B jest ograniczone, wobec tego ma(B) tez jest ograniczone,
wiec jest zawarte w i1 (R), lub i2(R). Dla ustalenia uwagi, zatézmy ze mo(B) C i1(R). Niech
teraz f = 41,9 = i2: R — R U R. Z wtasnosci uniwersalnej produktu, istnieje morfizm
R " P komutujacy odpowiednie tréjkaty. Wobec tego 1 o h(0) jest bliskie 73 (0). Wiec zbidér
71 ({71 0 h(0),i1(0)}) jest ograniczony, wiec mo(my H({m1 o h(0),41(0)}) jest ograniczone. Ale
m9(B) C ma(my ({71 0 h(0),i1(0)}), wiec 73 0 h(0) € i1(R). Ale to znaczy, ze w2 o h nie moze
by¢ bliskie is. |

Definicja 3.14. Koproduktem obiektéw A, B, nazywamy obiekt S wraz z morfizmami A -
S,B 3 S, takie e dla kaidego obiektu C i morfizméw A EN C,B % C, istnieje dokladnie
jeden morfizm S LA C, komutujgcy tréjkety C, S, A i C, S, B.
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Koprodukt realizuje intuicje sumy roztacznej. Ma on wlasnosci zaréwno obiektu A, jak i
B. Okazuje sie, ze w kategorii CorSpace istnieja koprodukty.

Fakt 3.15. Dla danych przestrzeni metrycznych (A,dy), (B, ds), przestrzenn S = AU B wraz
z wloZeniami A [Z—IJ S, B [Z—QJ S stanowi koprodukt w kategorii CorSpace. Przez A B ozna-
czona jest przestrzen metryczna, ktérej zbior punktow to AU B, natomiast metryka przyjmuje
wartodci takie jak di,ds odpowiednio na A, B, natomiast dla pary punktéw a € A,b € B,

d(a,b) = co.

Dowdd. Po pierwsze nalezy sprawdzié¢, ze wlozenia i1,42 sa przeksztalceniami zgrubnymi,
jednakze wlozenia te sa izometriami, wiec sa zgrubne.

Po wtére nalezy sprawdzi¢ wlasno$é uniwersalng koproduktu. Wezmy dowolna prze-
strzen metryczng C, wraz z funkcjami zgrubnymi f: A — C,g: B — C. Rozwazmy funkcje
h: S — C, zdefiniowang na A tak jak f, na B tak jak g. h jest funkcja zgrubna, jej funk-
cja bornologicznosci to maximum funkcji bornologicznosci f i g, ponadto jest ona wlasciwa.
Oczywiscie S w2l C komutuje odpowiednie tréjkaty. Wezmy teraz dowolny morfizm S [ﬂ]
komutujacy odpowiednie trojkaty. Wykaze, ze h bliskie 1/, czyli [h] = [1/]. Skoro odpowiednie
trojkaty komutuja, to hoiy bliskie A/ o1, analogicznie h o is bliskie h’' 0is. Ale w takim razie
h bliskie h', gdyz S = i1(A) Uiz(B). |

3.3.3. Zaleznosci z innymi kategoriami

Jedna z podstawowych wlasnosci kazdego funktora jest, ze zachowuje on izomorfizm. Stad
wiele niezmiennikéw ma charakter funktorialny. Jest to jedna z motywacji, by powiaza¢ ka-
tegorie MetaCorSpace, CorSpace mozliwie gesta siecia zaleznosci z innymi znanymi kate-
goriami.

Oczywiscie, podobnie jak w przypadku kategorii Top, dla kategorii MetaCorSpace,
zdefiniowany jest funktor zapominania |.|: MetaCorSpace — Set. Ponadto istnieje funktor
ilorazowy ./ ~: MetaCorSpace — CorSpace, zdefiniowany w rozdziale 3.2.

Dosyé¢ ciekawym faktem jest, ze niezmiennik z rozdzialu 2.2.3 ma charakter funkto-
rialny. Mianowicie istnieje funktor Conn: CorSpace — Set ktory danej przestrzeni zgrubnej
przypisuje zbior jej zgrubnie spdéjnych sktadowych, natomiast klasie bliskich funkcji zgrub-
nych, ich dzialanie na zgrubnie spéjnych sktadowych. Uzyskana strukture mozna wzboga-
ci¢, gdyz dla kazdej przestrzeni metrycznej X, istnieje funkcja gx: X — Conn(X), ktéra
punktom przestrzeni przypisuje ich zgrubnie spdjne sktadowe. Dodatkowo odpowiednie pro-
stokaty komutuja, wiec ¢ jest naturalng transformacja pomiedzy |.|: CorSpace — Set, a
Conn: CorSpace — Set.
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Rozdziatl 4

Podsumowanie

Powyzsza praca omawia pojecie zgrubnej réwnowaznosci przestrzeni metrycznych. Zapre-
zentowane sg roznorodne przyklady, twierdzenia i fakty. Dodatkowo zdefiniowana zostaje
kategoria CorSpace. Dokonana jest analiza wlasnosci tej kategorii i jej powiazan z innymi
kategoriami. W ramach tych rozwazan, wiele wcze$niejszych faktow znajduje prezentacje w
jezyku teorii kategorii. Spojrzenie na problem w tak abstrakcyjny i ogdélny sposéb pozwala
zrozumie¢ w szerszym kontekscie reszte tresci prezentowanych w pracy.
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