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1. Rozwazmy ukltad sterowania fodzia na rzece
(i‘l,ltg) = (1 - JZ% + U17U2).

W tym zagadnieniu punkt (z1,x2) nalezy do wstegi [—1, 1] X R a zbidér dopuszczalnych stero-
wan sklada si¢ ze zbioru wszystkich funkcji mierzalnych u : R — R? o wartoSciach w kole o
Srodku w poczatku uktadu wspétrzednych i promieniu M. Zatézmy, ze potozenie poczatkowe to
(1,22)(0) = (~1,0).

Naszym zadaniem zadaniem jest doptynaé na drugi brzeg w najkrétszym czasie. Zatézmy,
ze punkt T = (1,b) jest dany. Jak bedzie wygladato sterowanie optymalne podpowiadane przez
zasade maksimum Pontriagina? Jakie bedzie sterowanie optymalne, jesli nie narzucamy zadnych
wiezOw na o, tj. § = (1, x2)?

2. Zagadnienia sterowania, liczne w literaturze inzynierskiej, w ktérych dynamika jest opisywana
uktadem liniowych réwnan rézniczkowych zwyczajnych a koszt biezacy jest kwadratowa funk-
cja odpowiedzi uktadu i sterowania nazywa si¢ zagadnieniem regulatora liniowego. Rozwazmy
jego szczegllny przyklad,

min [ [3(0) + 3(0) + clu(t)]
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Jak wyglada sterowanie optymalne?

W tym konkretny przypadku mozemy interpretowaé x5 jak predkosS¢ a wigc u jest sila (za-
16zmy, ze masa jest rowna 1). Wéwczas, minimalizujemy odchylenie od potozenia réwnowagi,
energi¢ kinetyczng uktadu i kwadrat sity.

3. Rozwazmy zagadnienie minimalnego czasu powrotu w zagadnieniu zlinearyzowanego waha-
dia z sita zewnetrzna:
¥ =x+u, T ER, |ul <1.

(a) Znalez¢ za pomoca zasady maksimum Pontriagina kandydatéw na sterowanie optymalne
dla dowolnych danych poczatkowych.

(b) Obliczy¢ nieciagle sprzg¢zenie zwrotne u(x) takie, ze x jest rozwigzaniem & = x + u(x).

(c) Obliczy¢ funkcje kosztu W dla rozwiazan z (a). Pokazaé, ze W jest ciagta i kawatkami
klasy C.

(d) Pokazaé, ze uzyskane rozwiazania sa optymalne.



4. Rozwazmy proces sterowany réwnaniem
T+ br = u, z(0) = o,

gdzie b € R jest stale a sterowanie spetnia ograniczenie |u(t)| < 1.

(a) Pokazac, ze jesli b > 0, to punkt x; = 0 jest osiagalny niezaleznie od danych poczatko-
wych.

(b) Opisac¢ zbiér danych poczatkowych z, takich ze 1 = 0 jest w zbiorze osiagalnym R(x).

(c) Pokazaé, ze jesli z; = 0 jest osiagalny, to sterowanie u sprowadzajace o do x; w naj-
krétszym czasie jest nieciagle. Podac ilo$¢ przetaczen i pokazaé, ze

u(t) = —sgn (z(t)).

Obliczy¢ czas minimalny 7' w funkcji xg i b.

Mozemy interpretowac x jako predkos¢ czastki o masie réwnej 1. Wowczas b bedzie wspot-
czynnikiem oporu a u to sita z jaka dzialamy na czastke. Pytania kreca sie wokoét zagadnienia,
czy mozemy sprowadzi¢ uktad do stanu spoczynku, tj. gdy predkosc jest rowna zero.

5. W wielu zagadnienia fizyki mamy do czynienia z ruchem krzywych (np. rozdzielajacych fazy),
ktére mozna opisa¢ réwnaniem

B(n)V = o, (1)
gdzie n jest wektorem normalnym do krzywej, V' jest predkoscia w kierunku n a /3 jest zadana
funkcja (jest to tzw. wspoétczynnik kinetyczny), podobnie o jest dane. Oczywiscie rownanie (1)
trzeba uzupeic o krzywa poczatkowa.

Dla uproszczenia przyjmiemy, ze rozpatrujemy krzywe bedace wykresami funkcji okres-
lonych na prostej. Jednakze, jesli krzywa poczatkowa jest gtadka, to nasze zadanie jest mato
wymagajace. Naprawdg¢ ciekawe réwnanie (1) staje si¢, gdy krzywa poczatkowa jest tylko lip-
schitzowska, np. jest wykresem funkcji x — |x|. Ktopot polega na tym, ze na pierwszy rzut oka
nie wida¢ co sig¢ stanie z rogiem. Okazuje sig, ze wszystko zalezy od wyboru funkcji 5. Zadanie
polega na zastosowaniu wzér Hopfa-Laxa do rozwiazanie réwnania (1), gdy o = 1, w przypadku
prostych funkcji 3.

6. (a) Na podstawie badan literaturowych sformutowaé model populacji ryb stawu hodowlanego
(np. poprzez opis wzrostu biomasy) i ich odtowéw. Rozwazy¢ skoriczony horyzont czasowy.

(b) Zbudowac wariant uwzglgdniajacy okresy ochronne.

(c) Znalez¢ optymalne, tj. maksymalizujace zyski sterowanie odlowami.

7. Prosty model magazynowania mozna opisa¢ rOwnaniami
I=P-5, I(0)=1I,
S =—\P, S5(0)=5,
gdzie [ jest poziomem zapasow w chwili ¢, S jest tempem sprzedazy a P jest tempem produkcji,

ktére miesci si¢ w przedziale [ P,, P*|. Naszym zadaniem jest minimalizowanie kosztéw. Zbudo-
wac model i zanalizowac go.

8. W oparciu o dostgpnag wiedz¢ zbudowaé¢ model optymalnego inwestowania w rozwoj firmy.
Nastepnie zbadac go.



