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Cwiczenia 12

Podaj przyktad najmniejszej uniwersalnej rodziny funkcji haszujacych z uni-
wersum {1,2,...,9} w przestrzen adresowa {1, 2, 3}.

Podaj przyktad najmniejszej uniwersalnej rodziny funkcji haszujacych z uni-
wersum {1,2,3,4,5} w przestrzen adresowa {1,2} (w postaci tabelki z warto-
Sciami kazdej z funkcji).

W tym zadaniu zaktadamy, ze uniwersum kluczy U = {0,1,...,p—1}, gdzie p
jest duza liczbg pierwsza. Niech m < p bedzie rozmiarem tablicy haszowanej.
Dlaae{1,2,...,p—1}1b€{0,1,2,...,p — 1} definiujemy funkcje h,s, jak
nastepuje:

hop(z) = ((ax +b) mod p) mod m.

Wykaz, ze rodzina Hap = {hap:a € {1,2,...,p—1}ibe {0,1,2,...,p—1}}
jest uniwersalna rodzina funkcji haszujacych.

Zaproponuj rozszerzenie algorytmu Floyda-Warshalla tak, zeby mozna byto
odzyskaé¢ w czasie O(n) najlzejsza $ciezke pomiedzy dowolnymi wierzchotkami
a, b w danym grafie.

Marszruta w grafie G nazywamy kazdy skonczony ciag wierzchotkow grafu,
taki ze kazde dwa kolejne wierzchotki sg potaczone krawedzig w tym grafie.
Marszruta jest zamknieta, gdy rozpoczyna sie i konczy w tym samym wierz-
chotku. Powiemy, ze graf G jest eulerowski, jesli istnieje w nim marszruta
zamknieta, w ktorej kazda krawedz z grafu pojawia sie¢ doktadnie raz. Mar-
szrute o takiej wtasnosci nazywamy cyklem Eulera.

Zaproponuj algorytm, ktory w czasie liniowym sprawdza, czy dany graf nie-
skierowany jest eulerowski i jesli tak, to znajduje w nim cykl Eulera.

Dane jest n-wierzchotkowe drzewo z wagami na krawedziach (liczby catkowite).
Dla kazdego wierzchotka v réznego od korzenia dane sa rodzic p[v] w drzewie
i waga w(v] krawedzi v — p[v]. Przyjmujemy tez, ze wierzcholki sa ponumero-
wane w porzadku ”preorder” i utozsamiamy je z tymi numerami — v oznacza
zaréwno wierzchotek, jak i jego numer.

Zaproponuj algorytm, ktéry w czasie O(n+ k) udzieli odpowiedzi na k zapytan
o wage Sciezki miedzy para wierzchotkéw (u,v), przy czym w kazdym z tych
pytan u bedzie przodkiem v?
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9.2

9.3

Do samodzielnej pracy

W tym zadaniu nalezy udowodni¢, ze opisana ponizej rodzina funkeji haszu-
jacych jest rodzing uniwersalng. Niech m bedzie liczbg pierwsza. Przyjmijmy;,
ze klucze pochodza z uniwersum U = {0, 1,...,m — 1}, Innymi stowy, kaz-
dy element U to krotka x =< xg,x1,...,x, >, gdzie x; jest liczba ze zbioru
{0,1,...,m—1}. Dla ustalonej krotki a =< ag, a1, ..., a, >, definiujemy funk-
cje haszujaca:
he(x) = Zaimi mod m.
=0

Udowodnij, ze rodzina H,, = {h, : a € {0,1,...,m — 1}"T!} jest uniwersalna
rodzing funkcji haszujacych.

Wskazowka: rozwaz dwa rézne klucze x oraz y i bez straty ogdlnosci zatoz,
ze To # Yo. Wykaz, ze liczba tych a, dla ktérych h,(z¢) = ha(yo) wynosi m,..
W tym celu pokaz, ze dla kazdego z m, wyboréw ciagu < ay, ..., a, > istnieje
tylko jedno ayg, takie ze hy(z) = ho(y).

Przygotowanie tablicy haszowanej z zadania 9.2 wymaga wygenerowania liczby
pierwszej m i zainicjowania tablicy o rozmiarze m. W tym zadaniu zapropo-
nujemy algorytm znajdowania liczby pierwszej m dziatajacy w czasie o(m).
W tym celu skorzystamy z faktu, ze dla kazdej dodatniej liczby catkowitej k,
w przedziale [k3, (k+1)3] znajduje sie co najmniej jedna liczba pierwsza. Zasto-
suj metode Sita Eratostenesa i wykaz, ze mozna ja zaimplementowaé¢ w czasie
O(k*Ink) = o(m).



