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Uwaga. W ponizszych zadaniach:
e N:={1,2,...};

e norma dla wskazanych przestrzent unormowanych jest przyjeta jako ta standardowo w nich roz-
wazana, jesli nie zostata okreslona inaczey;

e na R i na [a;b] jako miare wybieramy miare Lebesque’a;

1. [16 p.] Dla zespolonej przestrzeni liniowej X = C((0;1)) (funkcje ciagte okreslone na (0; 1))
wskaz dwa przyktady Xi, X5 jej podprzestrzeni liniowych nieskonczonego wymiaru, roznych od
X oraz norm || - ||; w X;, i = 1,2 takich, ze (Xi, || - |[1) jest przestrzenia Banacha, a (Xa, | - ||2)
nie jest. Wykaz poprawno$¢ wskazanych przyktadow, powotujac sie szczegdtowo na odpowiednie
rezultaty z wykltadu (podajac nazwy lub sformutowania).

2. [34 p.] Sformutyj twierdzenie ,,Abstrakcyjne twierdzenie Hahna-Banacha” (“The Abstract Hahn-
Banach Theorem”) i przytocz jego dowéd (wraz z odpowiednimi lematami i ich dowodami).

3. [16 p.] Niech H = [*(N) oraz

4

Vi={reH: len = (=1)"z, = 0}.

n=1
Niech P, P, : H — H beda rzutami ortogonalnymi w H, odpowiednio na V oraz na V+.
Zmajdz Pia i Pya dla a = {i}

2" Jn>1

4. [34 p.] Niech o = Wln' Rozwazamy przeksztalcenie A okreslone na X := L?([0; 1]), przyporzad-

kowujace kazdemu f € L%([0;1]) element Af z L*([0;1]) zadany jako (ponizej zapis nieformalny,
“funkcyjny”)

Af(t) = f(t%), t € [0;1].
(i) Podaj 100% $ciste sformutowanie definicji powyzszego przeksztalcenia.
(ii) Wykaz, ze A zdefiniowane w (i) jest poprawnie okreslonym operatorem liniowym w L*([0; 1]).
(iii) Zbadaj ciagtos¢ A. W przypadku ciaglodci oblicz norme A.

(iv) Zbadaj ciagto$¢ operatora B odwrotnego do A : X — Y, gdzie Y := Ran(A) (Y traktu-
jemy jako podprzestrzen unormowang X).

(v) Wykaz, ze B opisany wyzej ma domkniety wykres.
(vi) Zbadaj, czy Y jest domknieta podprzestrzenia X.



