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Niniejsze ,,Sprawdziany” to uzupekienie mego podrecznika/skryptu Analiza matematyczna dla informa-
tykow do Wyktadow dla pierwszego roku informatyki na Wydziale Matematyki, Informatyki i Mechaniki
Uniwersytetu Warszawskiego. Zawarte sa tu teksty zadan z kolokwiéw (tylko tzw. ”Duzych- wspélnych dla
calego roku) i pisemnych czesci egzamindéw do prowadzonych przeze mnie wyktadéw z lat 2007/8 — 2016/17
(byta przerwa w 2010/11).

Jedynymi odstepstwami od oryginalnych tekstéw sa pojawiajace sie kilkakrotnie przypisy (dotycza one
pomytek w tresci zadan zauwazonych juz w trakcie lub po sprawdzianach) oraz lilkwidacja czesci nagtéwkow
zadan i zminiejszenie wolnych miejsc na odpowiedzi w czeséi pierwszej ,nowszych” egzaminéw.

Sprawdziany sa ulozone wg. semestréw (zimowy, letni), a w ramach semestru: najpierw kolokwia, potem
egzaminy, w obu przypadkach zamieszczone chronologicznie.

Autorem zadan nie jestem oczywiscie tylko ja sam! Niektore zadania, albo ich czesci lub ogdlne
pomysty, pochodza od os6b prowadzacych ¢wiczenia do mych wyktadéw. Wszystkim Im przy tej okazji
dziekuje za pomoc!

Marcin Moszynski
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KOLOKWIUM Z ANALIZY MATEMATYCZNEJ DLA INFORMATYKOW
28 listopada 2007r.

Rozwiazania poszczegolnych zadan prosimy pisa¢ na OSOBNYCH,
CZYTELNIE PODPISANYCH kartkach.

W lewym goérnym roku prosimy umiesci¢ wtasne imie, nazwisko i numer indeksu,
a ponizej numer zadania.
W prawym gérnym rogu prosze poda¢ numer grupy i nazwisko prowadzacego ¢wiczenia.

Wszystkie zadania sa jednakowo punktowane; (kazde z zadan jest warte 15 punktéow).
W czasie kolokwium wolno korzysta¢ jedynie z kartek i pisakéw. W szczegdlnosci nie-

dozwolone jest uzywanie notatek, kalkulatorow, telefonow itp. udogodnien.

Rozwiazania powinny zawiera¢ uzasadnienia (dowody). Nalezy sie¢ w nich powolywaé
na fakty, twierdzenia itp. z wyktadu badz z ¢wiczen.

Czas pracy 120 min.

Zadania

Zadanie 1. Wyznaczy¢ kres gorny i kres dolny zbioru A, gdzie

n+ k?
A= ———7— IN,.
{2"+k2+1 e }

Zadanie 2. Znalez¢ granice ciagu {an}n21 , jezeli

1 nlOOO n

okreslonego rekurencyjnie w nastepujacy

Zadanie 3. Znalez¢ granice ciagu {a, }
sposob:

n>1

1
a; =2, pi1 =3 —— dla n>1.
Qp,

Zadanie 4. Zbada¢é zbieznos¢ szeregu:

(1—1—%)71-712—771
n3+3n?+1

>

n=1

Powodzenia!



Kolokwium z Analizy Matematycznej I
dla Informatykéw, 1. XII. 2008

e Prosze o rozwigzania zadan na osobnych, czytelnie oznaczonych w lewym gérnym rogu kart-

kach (wlasne imie, nazwisko, numer indeksu, grupa ¢wiczeniowa ew. ,NSI” ; oraz ponizej — ,Zadanie
nr...”).

e Podczas kolokwium nie wolno korzystac z notatek, kalkulatorow, telefonéw, pomocy sgsiadow, itp.

o Wszystkie rozwigzania powinny zawieraé uzasadnienia (tzn. dowody). Nalezy si¢c w nich powolywaé
na twierdzenia z wyktadu, ew. z cwiczen. Nalezy takze pamietac o sprawdzaniu koniecznych do ich
uzycia zatozen!

o Za kazde z zadan mozna otrzymac¢ maksymalnie 15 punktow.

o Czas na rozwigzanie zadan: 2 godz. © 20 min.

Zadanie 1. Wyznacz kresy (inf i sup) zbioru

nk
{1+2n+3k' "7’“6“}-

Czy zbidr ten posiada element najwiekszy? A najmniejszy (uwaga: 0 ¢ IN)?
Zadanie 2. Zakladamy, ze {Tn}n>1 jest pewnym ciggiem o wszystkich wyrazach niezerowych takim, ze

1 1

" T 50087 T T 000"

Znajdz granice ciagu {a,},-, okreslonego rekurencyjnie warunkami:
a1 =2, Qpi1 =Tp-a, dla n>1,
w zaleznosci od wyboru x € IR.

Zadanie 3. Znajdz granice ciagéw o wyrazach zadanych nastepujaco:

Jro1 w1 1
a) Ap = 27 — 37, b) bn = 2(TL') — 3(TL')

+oo
n=1

(L43)" s, VW=V

(1+W108)n nn+1)—1

Zadanie 4. Zbadaj zbiezno$c¢ szeregu ay, gdzie

Ay =



Kolokwium z Analizy Matematycznej I
dla Informatykéw, 24. XI. 2009

e Prosze o rozwigzania zadan na osobnych, czytelnie oznaczonych w lewym gérnym rogu
kartkach (wlasne imie, nazwisko, numer indeksu, grupa éwiczeniowa; oraz ponizej — ,Zadanie

nr...”).

e Podczas kolokwium nie wolno korzystac z notatek, kalkulatorow, telefonow, pomocy sqsiadow,
itp.

o Wszystkie rozwigzania powinny zawieraé uzasadnienia (tzn. dowody). Nalezy sie w nich po-
wolywaé na twierdzenia z wykladu, ew. z ¢wiczen. Nalezy takze pamiectaé o sprawdzaniu
koniecznych do ich uzycia zalozen!

o Ja kazde z zadan mozna otrzymaé maksymalnie 15 punktow.

o Czas na rozwigzanie zadan: 2 godz. © 30 min.
Zadanie 1. Wyznacz kresy (inf i sup) zbioru

3" —k
{M: n,/{JG]N, Sn%k‘}l

Zadanie 2. Znajdz granice badz wykaz, ze granica nie istnieje, dla ciagéw o wyrazach zadanych
nastepujaco:

a) a,=+V2"+n2—2"+1;
b) bi=1 bu={b, dan>1
Zadanie 3.

bn : L
a) Zakladamy, ze Va, — 1 oraz, ze — — g, gdzie g € (0; +00). Udowodnij, ze /b, — 1.
a

n

b) Znajdz przyktad ciagu {c,} o wyrazach dodatnich, dla ktérego {/c, — 0.
Zadanie 4. Zbadaj zbieznos¢ szeregu 31 a,,, jezeli

) 10" 4 nt% 4 p . 27
a) anp = )
11m —n7- 107
10™ + nlOO +n- 6211

11" —n7 - 10" — (10 + L)

b) a, =

'To ,,30” w mianowniku zostato marnie wybrane i skomplikowalo niezamierzenie rozwiazanie....Zamyst byl taki, by to byta
stata C' taka, ze dla wszystkich naturalnych n zachodzi 3™ < n!+ C. Np. C' = 123 chyba byloby juz odpowiednie... — prosze
sprawdzié!



Kolokwium z Analizy Matematycznej I
dla Informatykéw, 24. XI. 2011

Prosze o rozwigzania kazdego z zadan na osobnych, czytelnie oznaczonych w lewym gornym rogu kartkach
(wlasne imie, nazwisko, nr indeksu, nr grupy cwiczeniowej; oraz nizej — ,Zadanie nr ...”).

Podczas kolokwium nie wolno korzystac z notatek, kalkulatorow, telefonow, pomocy sqsiadow, itp.

Rozwigzanie kazZdego zadania powinno byé poparte dowodem. Poszczegolne kroki do-
wodu, poza zupelnie elementarnymi, powinny opieraé sie na twierdzeniach (w tym: le-
matach, faktach itp.) z wyktadu; ew. takze z éwiczen. Twierdzenia te nalezy kazdorazowo
wskazywaé w sposéb umozliwiajgcy identyfikacje (np. podajac ich nazwe).

Kazde z zadan warte jest 10 pkt, a podpunkty sq rownej wartosci.

Czas na rozwigzanie zadan: 3 godz. © 15 min.

Zadanie 1.
Wykaz, ze dla kazdego n € IN zachodzi n+2n < 5. Uwaga: za dowdd stabszego wyniku, mianowicie,
ze dla dostatecznie duzych n zachodzi  n3 4+ 2n < 5"  mozna otrzymaé 4 pkt.

Zadanie 2.
Znajdz granice badz wykaz, ze ona nie istnieje, dla ciggdéw o wyrazach zadanych wzorami:
Und —4 1
a) s T 2; b) )
n?+3n+1—vn? + VT T 1 +3n— /2932 T 1+n

Zadanie 3.
Zmajdz granice badz wykaz, ze ona nie istnieje, dla ciagoéw o wyrazach zadanych wzorami:

n3 n
20+ (14 %) +4

n4

2"+ (2,71)" + 44

a) ; b)

A+ n33n A+ n3n
Zadanie 4.
VT — k
Wyznacz kresy (inf i sup) zbioru {74_2;_ :n, k€ ]N}.

Zadanie 5.
Rozstrzygnij ktore z ponizszych zdan sg prawdziwe:

a) Dla kazdego ciggu liczbowego {an}n>1 @ kaZdego g € R

[(vr>1vr’>1E|Nelen>N g — - <ap, <g-+ 7ﬂl> = <a” - g)]

/
nelN r r

b) Dla kazdego ciggu liczbowego {an}n>1 1 kazdego g € R

[(an — g) — <vr€(1;0)vN€]NE|n>N |an - g| < Tz)

nelN

Zadanie 6.
Rozstrzygnij, czy ponizsze zdanie jest prawdziwe:
Dla kazdego niepustego, ograniczonego z gory zbioru A C IR i kazdego d € IR

[(SupA:dgA):>(EINEJN\V/TL;NEICLGA it caca— ! )]

nelN n n+1



Kolokwium z Analizy Matematycznej I
dla Informatykéw, 22. XI. 2012

Prosze o rozwigzania kazdego z zadan na osobnych, czytelnie oznaczonych w lewym gornym rogu kartkach
(wlasne imie, nazwisko, nr indeksu, nr grupy cwiczeniowej; oraz nizej — ,Zadanie nr ...”).

Podczas kolokwium nie wolno korzystac z notatek, kalkulatorow, telefonow, pomocy sqsiadow, itp.

Rozwigzanie kazZdego zadania powinno byé poparte dowodem. Poszczegolne kroki do-
wodu, poza zupelnie elementarnymi, powinny opieraé sie na twierdzeniach (w tym: le-
matach, faktach itp.) z wyktadu; ew. takze z éwiczen. Twierdzenia te nalezy kazdorazowo
wskazywaé w sposéb umozliwiajgcy identyfikacje (np. podajac ich nazwe).

Kazde z zadan warte jest 15 pkt.

Czas na rozwigzanie zadan: 3 godz.

Zadanie 1.
Zmnajdz najmniejsza sposrod liczb naturalnych N, takich, ze dla kazdej liczby naturalnej n > N zachodzi
4m 2

6+ ——= < ( n) lub wykaz, ze zadne takie N nie istnieje.

2y/n n
Zadanie 2.
Zmajdz granice badz wykaz, ze ona nie istnieje, dla ciagéw o wyrazach zadanych wzorami:

(n*)
2013 14+ 5 n 1
a) (1,007)"- (\/3n+5—\/3n+1> ; b) 7( 2)(n2); c) dz <k999+>.
(3+ %) k=1 vk

Zadanie 3.
Wyznacz kresy (inf i sup) ponizszych zbioréw i zbadaj, czy zbiory te posiadaja element najmniejszy
oraz czy posiadaja element najwiekszy:

n + 9k 1 1 1
: ke IN;:; b -t —— —: ke IN;.
) {9n+7k 5 E }’ ) {k+n ok < }
Zadanie 4.

Rozstrzygnij ktére z ponizszych zdan sa prawdziwe:

a) Dla kazdego ciggu liczbowego {ay}n>1 @ kazdego g € R

€
(an - g) = <E|e>OE|Ne]N\V/n>N |6Ln+1 - an| < 4> .

b) Dla kazdego ciggu liczbowego {an}n>1 1 kazdego g € R

(g =sup{a,: n>1001} oraz g =inf{a, :n >2012} )= g= lim a,.

n—-4o0o

c) Dla kazdego ciggu liczbowego {a,}n>1 1 dla dowolnych g, h € R,

( lirf A(2n) = g OTaz liIP a(3p) = h oraz Vnem A(Tnt1) = C/ﬁ) = g=h.



Kolokwium z Analizy Matematycznej I
dla Informatykéw, 19 XII 2013

e Prosze o rozwigzania kazdego z zadan na osobnych, czytelnie oznaczonych w lewym gornym rogu kartkach
(wlasne imie, nazwisko, nr indeksu, nr grupy cwiczeniowej; oraz nizej — ,Zadanie nr...”).

e Podczas kolokwium nie wolno korzystacé z notatek, kalkulatorow, telefonow, pomocy sqsiadow, itp.

e Rozwigzanie kazdego zadania powinno byé poparte dowodem. Poszczegdlne kroki do-
wodu, poza zupelnie elementarnymi, powinny opieraé sie na twierdzeniach (w tym: le-
matach, faktach itp.) z wyktadu; ew. takze z éwiczen. Twierdzenia te nalezy kazdorazowo
wskazywaé w sposéb umozliwiajgcy identyfikacje (np. podajac ich nazwe).

o Kazde z zadan warte jest 15 pkt.

o Czas na rozwigzanie zadan: 3 godz.
Uwaga: dla ,ustalenia uwagi” i unikniecia pytan tu 0 ¢ IN.

Zadanie 1.
Wyznacz kresy (inf i sup) ponizszych zbioréw i zbadaj, czy zbiory te posiadaja element najmniejszy
oraz czy posiadaja element najwickszy:

2013 2m+n
—_— 0; 1) ¢; b : IN ;.
2) {1+6+€1 <0 )}’ ) {2n+22m+22n m,n € }

Zadanie 2.
Zmajdz granice (o ile istnieje) dla ciagéw o wyrazach zadanych wzorami:

966+/n — 1025n% 4 1320n* - \/n 7 1\ ™
a ; b) Ve -2 c (1 + ) —2on,
) 1331vn® — 1410v/nt + 1569v/nb ) ) n

Zadanie 3.
Zbadaj zbieznos¢ i bezwzgledng zbieznosé¢ szeregow:
+oo 1 +oo (_1)17,
a) ;b)) —
,; 1000 ny/n — 3n? ;::2 n + (n12)
Zadanie 4.
Niech io L <1+1+1+1+1+)Wk"0258< < 0,259
iec = —— ==t =t =+ =+ —+ ... az, 7e )
97 Z@u-nmm \T 225 gt s 148 yiaz, 26 5 7=

Wskazowka: oblicz (zapisz w postaci dziesietnej) druga sume cze$ciowa. Przypomnienie: kalkulator
zabroniony...



Kolokwium z Analizy Matematycznej I
dla Informatykéw, 11 XII 2014 (ok. godz. 14.15)

Prosze o rozwigzania kazdego z zadan na osobnych, czytelnie oznaczonych w lewym gornym rogu kartkach
(wlasne imie, nazwisko, nr indeksu, nr grupy cwiczeniowej; oraz nizej — ,Zadanie nr ...”).

Podczas kolokwium nie wolno korzystac z notatek, kalkulatorow, telefonow, pomocy sqsiadow, itp.

Rozwigzanie kazZdego zadania powinno byé poparte dowodem. Poszczegolne kroki do-
wodu, poza zupelnie elementarnymi, powinny opieraé sie na twierdzeniach (w tym: le-
matach, faktach itp.) z wyktadu; ew. takze z éwiczen. Twierdzenia te nalezy kazdorazowo
wskazywaé w sposéb umozliwiajgcy identyfikacje (np. podajac ich nazwe).

Kazde z zadan warte jest 15 pkt.

Czas na rozwigzanie zadan: 3 godz.

Zadanie 1.
Wiemy, ze wszystkie wyrazy ciagu {7, }n>0 sa w przedziale [—10; 10]. Rozwazamy ciag {a, }n>0 zadany
rekurencyjnie wzorami: do =700, apey =4da, +1, dan>0.
a) Udowodnij istnienie takiej liczby C' > 0, ze dla wszystkich n > 0 zachodzi |a,| < C'-(4,1)". Wskaz
pewna taka liczbe C.

an, + (4,2)"
(47 2)71 — ndogn’
w a) nawet, gdy si¢ tego punktu nie rozwigzalo.

b) Znajdz granice ciagu zadanego wzorem

Wolno tu korzystac z informacji zawartej

Zadanie 2. n
1

Znajdz granicg ciagu {an},>, zadanego wzorem  a, = (1 — =+ n )

lub wykaz, ze granica tego ciggu nie istnieje.

Zadanie 3. N
Ny 1
Rozwazamy szereg » (—1)"——+——.
nZ::o B+ (=)
sup {S,, : n > 0}, gdzie {5, }n>0 jest ciagiem sum czesciowych tego szeregu.

a) Znajdz jego sume, jezeli ona istnieje.  b) Znajdz

Zadanie 4.

Lo . = (=1 — 1 (="
Zbadaj zbieznos¢ szeregbw:  a) » o} b) > + .
n=1

13330 z 1333
n+ = n=1 \2014n —2n3 n+ =




Kolokwium z Analizy Matematycznej I
dla Informatykéw, 3 XII 2015 (ok. godz. 14.15)

Prosze o rozwiazania kazdego z zadan na osobnych, czytelnie oznaczonych w lewym goérnym rogu kart-
kach (wlasne imie, nazwisko, nr indeksu, nr grupy éwiczeniowej; oraz nizej — ,,Zadanie nr ...”).

Podczas kolokwium nie wolno korzysta¢ z notatek, kalkulatoréow, telefondéw, pomocy sasiadéow, itp.

Rozwigzanie kazdego zadania powinno byé poparte dowodem. Poszczegolne kroki do-
wodu, poza zupelnie elementarnymi, powinny opieraé sie na twierdzeniach (w tym: le-
matach, faktach itp.) z wykladu; ew. takze z éwiczen. Twierdzenia te nalezy kazdorazowo
wskazywaé w sposéb umozliwiajgcy identyfikacje (np. podajac ich nazwe).

Kazde z zadan warte jest 17,5 pkt (4 - 17,5 = 70)

Czas na rozwiazanie zadan: 3 godz.

Zadanie 1.
Wykaz zbieznos¢ i znajdz granice ciagu {an}n>1 okreslonego rekurencyjnie w nastepujacy sposob:

1
a1 =2, a1 =3—— dla n>1.
aTL
Zadanie 2.
Zmnajdz granice ciggu {cn}n>1 zadanego dla n € IN wzorem ¢, = ’j&sn + Z (3 + k) lub wykaz,
k=1

7e granica tego ciggu nie istnieje.

Zadanie 3.
Niech =z, = v2n+1 — +2n dla n > 1. Zbadaj zbieznos¢, bezwzgledng zbieznos¢ oraz warunkowsq
zbieznos¢ szeregu:

+oo
a) > (—1)"an,
n=1
+oo
b) > (—1)"(z,)" dla kazdej wartosci parametru caltkowitego p > 2.
n=1

Zadanie 4.
Ciag liczb rzeczywistych {r,}n>0 jest ograniczony. Rozwazamy pewien ciag {a,}n>0 spetniajacy wzor
rekurencyjny:

Gpy1 = 10a, + 7, dlan > 0.

—+00

Udowodnij, ze szereg Z (1;")71 jest bezwzglednie zbiezny.
n=0 ’



Kolokwium z Analizy Matematycznej I
dla Informatykéw, 15 XII 2016 (ok. godz. 14.15)

e Prosze o rozwigzania kazdego z zadan na osobnych, czytelnie oznaczonych w lewym gérnym rogu kart-
kach (wlasne imie, nazwisko, nr indeksu, nr grupy éwiczeniowej; oraz nizej — ,,Zadanie nr ...”).

e Podczas kolokwium nie wolno korzysta¢ z notatek, kalkulatoréow, telefondéw, pomocy sasiadow, itp.

e Rozwigzanie kazdego zadania powinno byé poparte dowodem. Poszczegdlne kroki do-
wodu, poza zupelnie elementarnymi, powinny opieraé sie na twierdzeniach (w tym: le-
matach, faktach itp.) z wykladu; ew. takze z éwiczen. Twierdzenia te nalezy kazdorazowo
wskazywaé w sposéb umozliwiajgcy identyfikacje (np. podajac ich nazwe).

e Kazde z zadan warte jest 17,5 pkt (4 - 17,5 = 70)

e (Czas na rozwigzanie zadan: 3 godz.

Uwaga: dla unikniecia pytan — przypomnienie: tu 0 ¢ IN.

Zadanie 1.
Zmnajdz granice ciggu {an}n>1 okreslonego rekurencyjnie w nastepujacy sposob:

1
a = 2, an+1:3—a— dla n>1

lub wykaz, ze ciag ten nie ma granicy.

Zadanie 2.
Niech ¢, := ¥/n! dla kazdego n € IN.

a) Wykaz, ze dla kazdego n € IN zachodzi ¢, < n.
b) Wykaz, ze ngrfoo Ve, =1
Uwaga: nie zapomnij, ze /- pojawia si¢ tu dwukrotnie — po raz pierwszy w definicji c,. . .
400 1 (n?)
c) Zbadaj zbieznos¢ szeregu Y _ ¢, (1 — >

n=1 n

Zadanie 3. N
Szereg Z |a,| jest zbiezny oraz a, # —1 dla wszystkich n > 0. Wykaz zbieznos¢ szeregu Z - in .
n=0 n=0 n

Czy musi on (ten drugi szereg) by¢ bezwzglednie zbiezny?

Zadanie 4.
Zbadaj zbieznos¢ szeregdw:

+00 RS —1)"
a) z;n}r?(\/rﬂ—l—n—\/?ﬂ—n) b) > - (=1)

(- L)Y
n=1 3016 — ( - 2016)



Egzamin pisemny z Analizy Matematycznej I
dla Informatykéw, 4. II. 2008

Rozwigzania poszczegolnych zadan nalezy pisaé¢ na osobnych, czytelnie podpisanych kartkach — prosze
o napisanie w lewym gornym rogu kazdej kartki swego imienia, nazwiska 1 numeru indeksu oraz ponizej —
numeru rozwigzywanego zadania.

W czasie egzaminu z notatek, kalkulatorow, telefonow, pomocy sgsiadow, itp. korzystaé nie wolno.
Rozwigzania, poza zad. 1. (A), 2. (A), 3. (B) oraz 4. (A), powinny zawieraé uzasadnienia (tzn. dowody).
Nalezy sie w nich powolywac na twierdzenia z wyktadu, ew. z cwiczen.

Czas na rozwigzanie zadan: 160 min.

Zadanie 1.

(A) [4 pkt.] Sformutuj twierdzenie .0 granicy ciagu monotonicznego”.

(B) [6 pkt.] ZnajdZ przykiad takiego ciagu liczbowego {x,},>1, ze dla dowolnego N € IN ciag
{z,}n>n nie jest monotoniczny oraz zachodzi lim,,_, ;o x, = +00.

(C) [10 pkt.] Znajdz wszystkie takie p > 0, dla ktérych jest zbiezny (tj. ma granice skoniczona) ciag
" kP+ k41
zadany dla n € IN wzorem ¢, = kgl l{:?’j_k;——kl

Zadanie 2.
(A) [4 pkt.] Sformutuj twierdzenie ,0 osigganiu wartoéci posrednich” (Bolzano 0 wlasnosci Dar-
boux”).

(B) [6 pkt.] O kazdym z ponizszych zbior6w rozstrzygnij, czy jest on obrazem pewnej funkcji ciagle;
f:00;1]U(2;3) — R:
a) [0;1], b) [0;1] U [2;3], c) zbiér trzyelementowy {1, 2, 3}.

(C) [10 pkt.] a) Wykaz, ze rownanie Inz = 3o ma przynajmniej dwa rozwigzania 2 > 0. b) Czy

istnieja trzy rozne rozwigzania tego réwnania?
Zadanie 3.
(A) [10 pkt.] Niech a > 0 i rozwazmy funkcje g : R — R, g(z) = ze~**" dla = € IR. Znajdz kres
gorny i kres dolny zbioru wartosci tej funkcji.

(B) [4 pkt.] Podaj wzory definiujace n-ty wielomian Taylora i n-ta reszte Taylora funkeji f w punkcie
xg. Sformutuj twierdzenie Peano o postaci reszty Taylora.

(C) [6 pkt.] a) Czy funkcja g z punktu (A) dla o = 1 jest suma jakiego$ szeregu potegowego o
srodku w g = 0 (na calej swej dziedzinie)? b) Znajdz wartos¢ pochodnej rzedu 1000 powyzszej
funkcji ¢ w punkcie 0.

Zadanie 4.

(A) [4 pkt.] Sformuluj twierdzenia Rolle’a i Lagrange’a ,0 wartosci sredniej”.
(B) [10 pkt.] Podaj dowdd jednego twierdzenia wybranego sposréd powyzszych.

(C) [10 pkt.] Niech f :[1;4+00) — IR bedzie funkcja rézniczkowalna taka, ze lim, . o f'(z) = a
oraz niech a, = f(n+1) — f(n) dlan € IN. Wykaz, ze lim,— . a, = a.



Egzamin pisemny z Analizy Matematycznej I
(drugi termin) dla Informatykéw, 4. III. 2008

Rozwigzania poszczegolnych zadan nalezy pisaé¢ na osobnych, czytelnie podpisanych kartkach — prosze
o napisanie w lewym gornym rogu kazdej kartki swego imienia, nazwiska 1 numeru indeksu oraz ponizej —
numeru rozwigzywanego zadania.

W czasie egzaminu z notatek, kalkulatorow, telefonow, pomocy sgsiadow, itp. korzystaé nie wolno.
Rozwigzania, poza zad. 1. (A), 2. (A), 3. (A) oraz 4. (A), powinny zawiera¢ uzasadnienia (tzn. dowody).
Nalezy sie w nich powolywac na twierdzenia z wyktadu, ew. z cwiczen.

Czas na rozwigzanie zadan: 160 min.

Zadanie 1.

(A) [4 pkt.] Sformutuj  kryterium poréwnawcze” zbieznosci szeregéw.

(B) [6 pkt.] Znajdz przyklady a) szeregu Y12 a, zbieznego warunkowo takiego, ze dla dowolnego
n € IN zachodzi |a,| < ; b) szeregu 3/ a, rozbieznego takiego, ze dla dowolnego n € IN

zachodzi |a,| < 1.

(C) [10 pkt.] Zakladamy, ze 32 b, jest zbiezny oraz 3/ a,, jest bezwzglednie zbiezny. Wykaz, ze
+2 a,, - b, jest bezwzglednie zbiezny. Czy przy zalozeniu jedynie zbieznosci obu szeregow 1%
i 3729 b, szereg % a,, - b, musi by¢ zbiezny?

Qp

Zadanie 2.

(A) [4 pkt.] Sformutuj twierdzenie Weierstrassa ,0 osiaganiu kresow”.
(B) [6 pkt.] O kazdym z ponizszych zbior6w rozstrzygnij, czy jest on obrazem pewnej funkcji ciagle;
f:[0;1]U[2;3] — TR:
a) [0;1], b) [0;1) U (2;3], c) [0;2)U(L;3].
(C) [10 pkt.] Wykaz, ze funkcja f : R — IR zadana dla z € R wzorem f(z) = In(z? + 3) — 22
osiaga swoj kres gorny. Znajdz ten kres.
Zadanie 3.
(A) [4 pkt.] Podaj wzory definiujace n-ty wielomian Taylora i n-tg reszte Taylora funkcji f w punkcie
xg. Sformutuj twierdzenie Lagrange’a ,,0 postaci reszty Taylora”.
(B) [6 pkt.] Niech R(z)=sinz — (x — g—?) Rozstrzygnij, czy jest mozliwe by |R(1)| byto wigksze
od i.
1
(C) [10 pkt.] Zbadaj zbiezno$¢ szeregu 3 (e% — (1 +14 ﬁ)) ’.
Zadanie 4.
(A) [4 pkt.] Sformuluj twierdzenie ,0 granicy iloczynu dwoch ciagéw” (cze$é tw. o rachunkowych
wlasnosciach granicy” dla ciagéw).

(B) [10 pkt.] Podaj dowdd powyzszego twierdzenia dla przypadku granic skoniczonych (mozna po-
minaé¢ dowdd lematu uzytego na wyktadzie w tym dowodzie).

(C) [10 pkt.] Zbadaj, czy ciag zadany wzorem

1 _1 _1
=3 2—3 o n—=3

Ty I+l 22401 7 n+ 1

posiada granice; znajdz ja w przypadku odpowiedzi twierdzace;j.



Egzamin pisemny z Analizy Matematycznej I
dla Informatykéw - termin I, 30. I. 2009

Prosze o rozwigzania zadan na osobnych, czytelnie oznaczonych w lewym gornym rogu kartkach
(wlasne imie, nazwisko, numer indeksu; oraz poniiej — numer rozwigzywanego zadania).

Podczas egzaminu nie wolno korzystaé z notatek, kalkulatorow, telefondow, pomocy sqsiadow, itp.
Rozwigzania, poza wszystkimi punktami (A), powinny zawieraé uzasadnienia (tzn. dowody). Nalezy sie w
nich powotywaé na twierdzenia z wyktadu, ew. z ¢wiczen. Nalezy takze pamietac o sprawdzaniu wszystkich
koniecznych do ich uzycia zalozen! Czas na rozwigzanie zadan: 2 godz. i 40 min.

Zadanie 1.

(A) [4 pkt.] Sformutuj kryterium Dirichleta zbieznosci szeregéw liczbowych.

(B) [6 pkt.] Czy to prawda, ze dla dowolnego ciagu liczbowego {a,}n>1
a) jezeli 329 a,, jest bezwzglednie zbiezny, to 379 (—1)"a,, jest zbiezny?
b) 31 a, jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy oba szeregi 37 ag, 1 3225 ag,_1 sa zbiezne?

(C) [10 pkt.] Zbadaj zbieznosé¢ szeregu
w1 /P (n + 2009)

w zaleznosci od parametru p > 0.
Zadanie 2.

(A) [4 pkt.] Podaj definicje ciagtosci funkeji w punkcie w wersji Heinego 1 w wersji Cauchy’ego.
(B) [6 pkt.] Wskaz przyktad funkeji f : IR — IR w kazdym punkcie = € IR nieciaglej, ktéra jest
a) ograniczona; b) nieograniczona.

(C) [10 pkt.] Wykaz, ze réwnanie 2° — 52 = /2 posiada przynajmniej 3 rozwigzania = € R. Czy
posiada ich wiecej niz 37

Zadanie 3.

(A) [4 pkt.] Sformuluj twierdzenie .0 ekstremach lokalnych”.
(B) [10 pkt.] Podaj dowdd powyzszego twierdzenia dla przypadku maksimum lokalnego.
(C) [10 pkt.] Znajdz ekstrema lokalne funkcji f : IR — IR zadanej wzorem

_x2—|—2:1:+2
e ’

/()

Zadanie 4.

(A) [4 pkt.] Sformutuj twierdzenie wiazace wypuklosé funkeji z wlasnosciami jej pierwszej pochod-
nej.

(B) [6 pkt.] Rozwazamy wielomiany okreslone na calej prostej IR.
a) Podaj przyktad wielomianu, ktéry nie jest ani funkcja wypukta, ani funkcja wklesta.
b) Podaj przyktad wielomianu, ktéry jest funkcja wypukla i jednoczesnie funkcja wklesta.
c) Wyjasnij, dlaczego wielomian drugiego stopnia jest funkcja wypukta lub funkcja wklesta.
(C) [10 pkt.] O dwukrotnie rézniczkowalnej funkeji g : IR — IR wiadomo, ze ¢(0) = 999,
¢'(0) = 1000 oraz ze |¢"(x)| < 10000 dla dowolnego = € IR. Niech K := g (Wloo)' Wykaz, ze liczba
K ma w zapisie dziesietnym drugg cyfre po przecinku réwng 9 lub 0. Jakie sg jej wczesniejsze cyfry

(przed i po przecinku)?



Egzamin pisemny z Analizy Matematycznej I
dla Informatykéw - termin II, 4. III. 2009

Prosze o rozwigzania zadan na osobnych, czytelnie oznaczonych w lewym gornym rogu kartkach
(wlasne imie, nazwisko, numer indeksu oraz ponizej — numer rozwigzywanego zadania).

Podczas egzaminu nie wolno korzystaé z notatek, kalkulatorow, telefondw, pomocy sgsiadow, itp.
Rozwigzania, poza wszystkimi punktami (A), powinny zawieraé uzasadnienia (tzn. dowody). Nalezy
ste w nich powolywaé na twierdzenia z wykladu, ew. z ¢wiczen. Nalezy takze pamietaé o sprawdzaniu
zatozen koniecznych do ich uzycia!

Czas na rozwigzanie zadan: 2 godz. i 40 min.

Zadanie 1.

(A) [4 pkt.] Sformutuj twierdzenie .0 trzech ciagach”.
(B) [10 pkt.] Podaj dowdd powyzszego twierdzenia.
n 1 k
(C) [10 pkt.] Zbadaj zbiezno$¢ ciagu {a, }n>1 zadanego wzorem a, = | > (2 - ) :
k=1

Zadanie 2.

(A) [4 pkt.] Sformutuj kryterium d’Alemberta zbieznosci szeregdéw liczbowych.

(B) [6 pkt.] Wskaz przyktad takiego ciagu liczbowego {a, }n>1, 7€
An1

a) lim <1 i ¥ a, jest rozbiezny;

n—-+o00

n
Ap+1

i 7 a, jest zbiezny.

b) nie istnieje lim
n—-+00 n

2 n —1)"
(C) [10 pkt.] Zbadaj zbieznos¢ szeregu Z ( 009 (=1) )

200\/_ n -+ 10100
Zadanie 3.
(A) [4 pkt.] Podaj definicje jednostajnej ciagtosci i wyjasnij jednym niedlugim zdaniem sens
réznicy w definicjach pomiedzy ciagtoscia (,def. Cauchy’ego”) a jednostajna ciggtoscia.

(B) [6 pkt.] Czy istnieje funkcja f:[0;1] — IR, ktéra
a) jest ciaggta, ale nie jest jednostajnie ciagla;
b) jest rézniczkowalna, ale nie jest jednostajnie ciagla;
c) jest jednostajnie ciagta i jej zbiér wartosci jest dwuelementowy.

(C) [10 pkt.] Dla kazdego o > 0 znajdz zbiér wartosci funkeji ¢ : (0; 1] — IR zadanej wzorem
g(x) =In(z* +1) — alnwz.

Zadanie 4.

(A) [4 pkt.] Sformutuj twierdzenie Peano o reszcie Taylora.

(B) [6 pkt.] Znajdz 2-gi, 3-ci oraz 1000-czny wielomian Taylora o $rodku w o = 0
funkcji f : IR — IR zadanej wzorem f(z) = z3. Zilustruj powyzsze twierdzenie tymi trzema
przyktadami.

(C) [10 pkt.] O funkeji f: IR — IR wiadomo, ze jest rézniczkowalna 1000 krotnie w punkcie 0 oraz
f®)(0) = k! dla kazdego k = 0,...,1000. Oblicz (o ile istnieje) granice

o () =TI h +1— cos(a™)
11m .

20 Sm(xw(m)




Egzamin pisemny z Analizy Matematycznej I
dla Informatykéw - termin II’ dla NSI, 2. IX. 2009

Prosze o rozwigzania zadan na osobnych, czytelnie oznaczonych w lewym gornym rogu kartkach
(wlasne imie, nazwisko, numer indeksu oraz ponizej — numer rozwigzywanego zadania).

Podczas egzaminu nie wolno korzystaé z notatek, kalkulatorow, telefondw, pomocy sgsiadow, itp.
Rozwigzania, poza wszystkimi punktami (A), powinny zawieraé uzasadnienia (tzn. dowody). Nalezy
ste w nich powolywaé na twierdzenia z wykladu, ew. z ¢wiczen. Nalezy takze pamietaé o sprawdzaniu
zatozen koniecznych do ich uzycia!

Czas na rozwigzanie zadan: 3 godz.

Zadanie 1.

(A) [4 pkt.] Sformutuj twierdzenie .0 trzech ciagach”.

(B) [6 pkt.] Wskaz przyktady ciagéw liczbowych {a, },>1 oraz {b,},>1 0 nastepujacych wtasnosciach:
a) {a,}n>1 jest zbiezny, ale jego granica nie jest kresem gérnym ani dolnym zbioru jego wyrazéw
{an, : n € N};
b) {b,}n>1 jest zbiezny i jego granica jest kresem gérnym zbioru jego wyrazéw, ale dla kazdego
N € NN ciag ten numerowany od N (tzn. ciag {b,},>n) nie jest monotoniczny.

n k
(C) [10 pkt.] Zbadaj zbieznos¢ ciagu {an}n>1 zadanego wzorem a, = JZ (3 — ) .

Zadanie 2.

(A) [4 pkt.] Sformutuj  kryterium poréwnawcze” zbieznosci szeregéw liczbowych.

(B) [6 pkt.] Czy to prawda, ze dla dowolnego ciagu liczbowego {ay, }n>1
a) jezeli 3129 a,, jest bezwzglednie zbiezny, to 379 (—1)"a,, jest zbiezny?
b) >F< a, Jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy oba szeregi 3125 as, i 3129 @, 1 sa zbiezne?

(C) [10 pkt.] Zbadaj zbieznosé¢ szeregu

S v
w zaleznosci od parametru p > 0.
Zadanie 3.
(A) [4 pkt.] Sformuluj twierdzenie ,0 osiaganiu wartosci posrednich” (tzn., tw. Bolzano ,0 whasnosci

Darboux”).

(B) [6 pkt.] O kazdym z ponizszych zbioréw rozstrzygnij, czy jest on obrazem pewnej funkcji ciagle;
f:00;1]U(2;3) — IR:
a) [0;1], b) [0;1] U [2;3], c) zbiér trzyelementowy {1, 2, 3}.

(C) [10 pkt.] a) Wykaz, ze réwnanie Inz = %x ma przynajmniej dwa rozwigzania x > 0. b) Czy

istnieja trzy rézne rozwigzania tego rownania?
Zadanie 4.

(A) [4 pkt.] Sformuluj twierdzenie Lagrange’a .o wartosci $redniej”.
(B) [10 pkt.] Podaj dowdd powyzszego twierdzenia.

(C) [10 pkt.] Niech f : [1;+00) — IR bedzie funkcja rézniczkowalna taka, ze lim, o f/(x) = 2009
oraz niech a, = f(n+ 1) — f(n) dlan € IN. Wykaz zbieznosé ciagu {a, },>1 1 znajdz lir+n Ay,



Egzamin pisemny z Analizy Matematycznej I
dla Informatykéw - termin I, 1 II 2010

Prosze o rozwigzania zadan na osobnych, czytelnie oznaczonych w lewym goérnym rogu kartkach
(wlasne imie, nazwisko, numer indeksu oraz ponizej — numer rozwigzywanego zadania).

Podczas egzaminu nie wolno korzystaé z notatek, kalkulatorow, telefondow, pomocy sgsiadow, itp.
Rozwigzania, poza wszystkimi punktami (A), powinny zawieraé uzasadnienia (tzn. dowody). Nalezy
ste w nich powolywaé na twierdzenia z wykladu, ew. z ¢wiczen. Nalezy takze pamietaé o sprawdzaniu
zatozen koniecznych do ich uzycia!

Czas na rozwigzanie zadan: 2 godz. © 50 min.

Zadanie 1.

(A) [4 pkt.] Sformuluj twierdzenie Bolzano — Weierstrassa.

(B) [10 pkt.] Podaj dowdd powyzszego twierdzenia (jesli w dowodzie uzywasz lematu uzytego na
wyktadzie, podaj jego sformutowanie, ale dowodu nie zamieszczaj).

L 10k + 70
(C) [10 pkt.] Oblicz, jesli istnieje, granice ciagu {a, },>1 danego wzorem a,, = il > (k; . l{:—:—3>
k=1
Uwaga: tu nie przyda sie raczej twierdzenie z punktu (A).
Zadanie 2.

(A) [4 pkt.] Sformutuj kryterium Leibniza zbieznosci szeregéw liczbowych.

(B) [6 pkt.] Czy to prawda, ze dla dowolnego ciagu liczbowego {a,}n>1

+00 +oo
a) jezeli Z a, jest zbiezny, to Z(—l)”an jest zbiezny?
n=1 n=1
+o0o +o0 a
b) jezeli Z a, jest zbiezny, to Z —Z jest bezwzglednie zbiezny?
n=1 n=1 n

+o00o 1 —1)
(C) [10 pkt.] Zbadaj zbieznos¢ szeregu > <2n2 3 + - (_ 123)\/ﬁ>

n=1

Zadanie 3.

(A) [4 pkt.] Sformuluj twierdzenie Bolzano ,0 whasnosci Darboux” (tj. ,0 osiaganiu wartosci posred-
nich”).

(B) [6 pkt.] Rozstrzygnij, czy dla kazdego wielomianu f o wspoétezynnikach rzeczywistych, postaci
f(z) = apa™ + -+ + ag, gdzie n > 1, ponizsze zdanie jest prawdziwe:
a) jezeli n jest nieparzyste i a, # 0, to réwnanie f(x) = 0 posiada pierwiastek rzeczywisty;
b) jezeli a, =1 oraz ay = —1, to réwnanie f(z) = 0 posiada pierwiastek rzeczywisty;
c) jezeli n jest parzyste oraz a, = 11 ag = —1, to rébwnanie f(x) = 0 posiada co najmniej dwa

pierwiastki rzeczywiste.

(C) [10 pkt.] Tle rozwigzan x > 0 posiada réwnanie /z = 7lnx ?
Zadanie 4.

(A) [4 pkt.] Sformuluj twierdzenie Peano o postaci reszty Taylora.
(B) [6 pkt.] Wykaz, ze jesli f: IR — IR jest rézniczkowalna 2-krotnie w punkcie 0 oraz

F0) = 110 = £0) = 0,10 iy 15— 0

x
(C) [10 pkt.] Oblicz, o ile istnieje, granice

3y _ .3

lim In(1+2°) —x

z=0 x3-<—1 —1—x—x2)

1—x



Egzamin pisemny z Analizy Matematycznej I
dla Informatykéw - termin 11, 3 III 2010

Prosze o rozwigzania zadan na osobnych, czytelnie oznaczonych w lewym gornym rogu kartkach
(wlasne imie, nazwisko, numer indeksu oraz ponizej — numer rozwigzywanego zadania).

Podczas egzaminu nie wolno korzystaé z notatek, kalkulatorow, telefondw, pomocy sgsiadow, itp.
Rozwigzania, poza wszystkimi punktami (A), powinny zawieraé uzasadnienia (tzn. dowody). Nalezy
ste w nich powolywaé na twierdzenia z wykladu, ew. z ¢wiczen. Nalezy takze pamietaé o sprawdzaniu
zatozen koniecznych do ich uzycia!

Czas na rozwigzanie zadan: 2 godz. © 50 min.

Zadanie 1.

(A) [4 pkt.] Sformutuj twierdzenie .0 trzech ciagach”.
(B) [10 pkt.] Podaj dowdd powyzszego twierdzenia.

(C) [10 pkt.] Oblicz, jesli istnieje, granice ciagu {a, }n>s danego wzorem a, = ( - - 7) :
"—n

Zadanie 2.

(A) [4 pkt.] Sformutuj kryterium asymptotyczne zbieznosci szeregdéw liczbowych.

(B) [6 pkt.] Czy to prawda, ze dla dowolnego ciagu liczbowego {a, },>1 spetniajacego o
Qn,
+00 a +oo a +o0
a) Y — jest zbiezny? b) Y — jest bezwzglednie zbiezny?  ¢) > a, jest zbiezny?
n=1 " n=1 T n=1

(C) [10 pkt.] Zbadaj zbieznosé . Jio 5n _ p20104n
. ada) zbleznosc szeregu .
n=1 3n5" + (Inn)t00 (%)

Zadanie 3.

(A) [4 pkt.] Sformutuj twierdzenie Weierstrassa ,,0 osiaganiu kresow”.
(B) [6 pkt.] O kazdym z ponizszych zbioréw rozstrzygnij, czy jest on obrazem pewnej funkcji ciagte;
£110;11] U [12;13] — TR:
a) [-1;1], b) [0;100) U (121;131], c) [10;20) U (15;30].
(C) [10 pkt.] Czy funkcja f: R — IR zadana dla z € IR wzorem f(z) = In(e” + €”) — e” osiaga
ktorys ze swych kresow? Znajdz zbior wartosci tej funkcji.

Zadanie 4.

(A) [4 pkt.] Sformuluj twierdzenie Lagrange’a o postaci reszty Taylora.

(B) [6 pkt.] Niech T3 oznacza 3-ci wielomian Taylora funkcji f w punkcie zo dla
a) f(z)=22+z—6, z9=0; b) f(x)=2% xz9=2,
W obu przypadkach oblicz T5(1).

(C) [10 pkt.] ZnajdZ pewne przyblizenie wymierne liczby '°%%e 7z doktadnoscig do 107S.



Egzamin z Analizy Matematycznej I
dla Informatykéw, 23 I. 2012, godz. 9.00

Prosze o rozwigzania zadan na osobnych kartkach, czytelnie oznaczonych w lewym gornym rogu tmieniem,
nazwiskiem, numerem indeksu oraz ponizej — numerem zadania. Nie wolno korzystaé z notatek,
kalkulatoréow, telefonéw, pomocy sgsiadéw, itp. Rozwigzania, powinny byé poparte dowodem (poza
punktami (A) w zad. 2, 3, ). Poszczegdlne kroki dowodu, poza zupetnie elementarnymi, powinny opierac sig
na twierdzeniach (w tym: lematach, faktach itp.) z wykladu, ew. takie z cwiczen. Twierdzenia te nalezy
kazdorazowo wskazywaé w sposéb umozliwiajgcy identyfikacje (np. podajgc ich nazwe).

Czas na rozwigzanie zadan: 3 godz. 1 10 man.

Zadanie 1.

(A) [5 pkt.] Sformutuj twierdzenie ,o0 trzech ciagach”.
(B) [10 pkt.] Podaj dowdd powyzszego twierdzenia.
(C) [10=5+45 pkt.] Wiemy, ze wszystkie wyrazy ciagu {7, }»>0 sa w przedziale [—10; 10]. Rozwazamy
ciag {an n>0 zadany rekurencyjnie wzorami:
ap =700, api1 =4a,+r, dlan>=0.
a) Udowodnij istnienie takiej liczby C' > 0, ze dla wszystkich n > 0 zachodzi |a,| < C- (4,1)".
Wskaz pewnag taka liczbe C.
a, + (4,2)"
(4,2)" — n404n
zawartej w a) nawet, gdy sie tego punktu nie rozwiazalo.

b) Znajdz granice ciagu zadanego wzorem

. Wolno tu korzysta¢ z informacji

Zadanie 2.

(A) [5 pkt.] Sformutuj  kryterium poréwnawcze” zbieznosci szeregéw liczbowych.
(B) [6=3+3 pkt | Czy to prawda, ze dla dowolnego ciagu liczbowego {a;, }n>1

a) jezeli Z 1 a, jest zbiezny, to 325 (a,)? jest zbiezny?
b) jezeli 329 a, jest bezwzglednie zbiezny, to 3729 (a,)® jest bezwzglednie zbiezny?

n=1
+o0 ,y +1
(C) [10 pkt.] Dla kazdego y € IR zbadaj, czy zbiezny jest szereg E e
"+n

Zadanie 3.

(A) [5 pkt.] Sformutuj kryterium Dirichleta zbieznosci szeregéw liczbowych.

(B) [6=343 pkt.] Czy to prawda, ze dla dowolnego ciagu liczbowego {ay, }rn>1
+o0o
a) jezeli 3-1°] a,, jest zbiezny, to Y ———

n12°1\/_

b) jezeli 3729 (—1)"a, jest zbiezny, to lim a, =07

’n—)

jest zbiezny?

(C) [10=5+45 pkt.] Zbadaj, czy ponizsze szeregi sa zbiezne:

a) -io (_1)n ' b) _io (_1)n(n2+1)
= n—20y/n+101" “~ (Inn)> —20Inn + 101

Zadanie 4.

(A) [5 pkt.] Sformutuj twierdzenie Weierstrassa ,,0 osiagganiu kreséw”.

(B) [6=343 pkt.] Czy funkcja f : [0;4+00) — IR zadana wzorem f(z) = { ;ﬁ 3}2 i ig
a) jest ograniczona? :

b) osiaga swoja najwieksza wartosé?

(C) [10 pkt.] Funkcja f : [0;1] — IR jest ciagla, a kres gbérny zbioru jej wartosci jest rowny 1.
Wykaz, ze istnieje x € [0; 1] takie, ze f(x) = cosz.



Egzamin ,,poprawkowy” z Analizy Matematycznej I
dla Informatykéw, 29 II 2012, godz. 16.00

Prosze o rozwigzania zadan na osobnych kartkach, czytelnie oznaczonych w lewym gornym rogu imieniem,
nazwiskiem, numerem indeksu oraz ponizej — numerem zadania. Nie wolno korzystac¢ z notatek,
kalkulatoréow, telefonéw, pomocy sgsiadéw, itp. Rozwigzania (précz (A) w zad. 2, 3, 4), muszq byé
poparte dowodami, a ich poszczegolne kroki, poza zupeinie elementarnymi, powinny opierac sie na twierdze-
niach (w tym: lematach, faktach itp.) z wykladu; ew. takze z ¢wiczen. Nalezy sie powolywaé na nie przy
kazdym uzyciu, w sposéb umozliwiajgcy ich identyfikacje (np. podajgc nazwe).

Czas na rozwigzanie zadan: 3 godz. © 10 man.

Zadanie 1.

(A) [5 pkt.] Sformutuj twierdzenie .0 granicy ciagu monotonicznego”.
(B) [10 pkt.] Podaj dowdd powyzszego twierdzenia.
(C) [10 pkt.] Zbadaj zbieznosé ciagu {ay, }n>1 okreslonego ponizszym wzorem rekurencyjnym i oblicz

jego granice, jezeli istnieje:

27’L + n(1017)

ap =1, an+1 = (1 N l)(nz) -

“an, dla n>1.

S|

Zadanie 2.

(A) [5 pkt.] Sformutuj  kryterium asymptotyczne” zbieznosci szeregéw liczbowych.

(B) [9=343+43 pkt.] Czy to prawda, ze dla dowolnego ciagu liczbowego {a, }n>1
+0o0

+oo n2 1
a) jezeli Z a, jest bezwzglednie zbiezny, to Z JQF - a, jest zbiezny bezwzglednie?
n=1 n=1 n
400 +00 n2 1
b) jezeli Z a, jest zbiezny, to Z 5 ° Gy Jest zbiezny?
n=1 n=1 n

- . =Xn+1 . .
c) jezeli Z a, jest zbiezny, to Z —— - a, jest zbiezny?
n=1 n=1 n
) o +o00o 3n 7126”
(C) [10 pkt.] Zbadaj zbieznos¢ szeregu > 0n3" + 2 (@ 1)

n=1

Zadanie 3.

(A) [5 pkt.] Sformutuj kryterium Leibnitza zbieznosci szeregéw liczbowych.

(B) [9=3+43+3 pkt.] Czy to prawda, ze dla dowolnego ciagu liczbowego {a, }n>1
a) jezeli nl_lglOo a, =0, to 329(—1)"|a,| jest zbiezny?
b) jezeli 3129 (—1)"|ayn| jest zbiezny, to Jima, =07
c) jezeli {|a,|}n>1 jest malejacy i nliToo a, =0, to 37°9(—1)"a, jest bezwzglednie zbiezny?
& (e

C) [10 pkt.] Zbadaj
(C) 10 pkt.] Zbadaj, czy szereg ;(lnn)2—201nn+108

jest zbiezny.

Uwaga! Dalszy cigg po drugiej stronie.



Zadanie 4.

(A) [8=2+3+3 pkt.] Sformuluj definicje: punktu skupienia zbioru, granicy funkcji w punkcie oraz
ciagtosci funkeji w punkcie.

(B) [9=343+3 pkt.] Rozwazamy funkcje f : [0;+00) — IR zadana dla z > 0 wzorem:

+00 "
Z(—l)"ﬁ dla z # 1

_ n=0 :
=) oy dlaz=1
n;oﬁ axr =l1.

a) Rozstrzygnij, czy f jest ciagla.
b) Rozstrzygnij, czy f osiaga swoje oba kresy.
¢) Znajdz obraz funkcji f.

(C) [10 pkt.] Funkcja f : (0;10] — IR jest ciagla i osiaga w punkcie 3 swa najwieksza wartosé.
Wykaz, ze istnieje liczba x¢, dla ktorej  f(zo) = f(3x0).



Egzamin z Analizy Matematycznej I
dla Informatykéw, 28 I. 2013, godz. 9.00

Prosze o rozwigzania zadan na osobnych kartkach, czytelnie oznaczonych w lewym gornym rogu tmieniem,
nazwiskiem, numerem indeksu oraz ponizej — numerem zadania. Nie wolno korzystaé z notatek,
kalkulatoréow, telefonéw, pomocy sqgsiadéw, itp. Rozwigzania, powinny byé poparte dowodem (poza
punktami (A) w zad. 2, 3, ). Poszczegdlne kroki dowodu, poza zupelnie elementarnymi, powinny opierac sie
na twierdzeniach (w tym: lematach, faktach itp.) z wykladu, ew. takie z cwiczen. Twierdzenia te nalezy
kazdorazowo wskazywaé w sposéb umozliwiajgcy identyfikacje (np. podajgc ich nazwe).

Czas na rozwigzanie zadan: 8 godz. © 30 min.

Zadanie 1.
(A) [8=3+45 pkt.] Podaj definicje kresu gérnego zbioru i sformutuj twierdzenie ,o0 granicy ciagu
monotonicznego”.

(B) [10 pkt.] Podaj dow6éd powyzszego twierdzenia dla przypadku ciagu rosnacego (zaréwno dla
ciagu ograniczonego jak i dla nieograniczonego).

(C) [10=5+45 pkt.] Zbadaj zbieznosé ciagéw {a,}n>1 1 {An}ns1 okreslonych ponizszymi wzorami i

2012\" 2011\"
oblicz ich granice, jezeli istnieja: a) a, = { () — () dla n>1,
2013 2012
b) A, =17, Apy1 =an- A, dla n>1 (uwaga: a, zadany jest w podpunkcie a)).

Zadanie 2.

(A) [10=545 pkt.] Sformuluj twierdzenia: .0 granicy uogdélnionego podciagu” oraz Bolzano —
Weierstrassa.

(B) [8=4+4 pkt.] Czy to prawda, ze dla dowolnego ciagu liczbowego {a,},>1 i jego dowolnego
podciagu {c, tn>1
a) jezeli szereg 3729 a,, jest zbiezny, to 3. ¢, tez jest zbiezny? b) jezeli szereg 3% a,, jest
bezwzglednie zbiezny, to .72 ¢, takze jest bezwzglednie zbiezny?

(C) [10 pkt.] Rozwazamy taki ograniczony ciag liczbowy {a, },>1, ze kazdy jego podciag zbiezny ma
granice mniejsza niz 1. Wykaz, ze a, <1 dla dostatecznie duzych n.

Zadanie 3.

(A) [11=3+4+3+5 pkt.] Podaj definicje zbieznosci szeregu oraz asymptotycznego podobienstwa cia-
gow; sformutuj ,kryterium asymptotyczne” zbieznosci szeregéow liczbowych.
(B) [8=4+44 pkt.] Czy to prawda, ze dla dowolnego ciagu liczbowego {ay, }n>1
a) 31 a, jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy szereg 3725 (1 + %) a, jest zbiezny? b) jezeli
ST a, jest bezwzglednie zbiezny, to 3.7 (—1)"a,, jest zbiezny?
(C) [10 pkt.] Dla kazdego parametru s > 0 zbadaj zbieznosé¢ szeregu
+z°:° 1+ (=1)"
(14+2+---+n)

n=1

Zadanie 4.
(A) [11=343+45 pkt.] Podaj definicje: ciagtosci funkeji w punkcie oraz jednostajnej ciagtosci funkeji.
Sformutuj twierdzenie ,,0 osigganiu wartosci posrednich”.
(B) [6=24242 pkt.] O kazdym z ponizszych zbioréw rozstrzygnij, czy jest on obrazem pewnej
funkcji ciagtej f : R — IR:
a) [0;1), b) (0;1]U[2;3], c) zbior liczb wymiernych Q.
(C) [10 pkt.] Rozwazamy funkcje f : [0; +00) — IR zadana dla x > 0 wzorem:

oo (l)nnx” dlad<z<1
fl@) = { o (1

o (%)nnx" dla z > 1.

Zmajdz wszystkie punkty, w ktérych f jest ciagta oraz znajdz obraz f.



Egzamin poprawkowy z Analizy Matematycznej 1
dla Informatykéw, 6 III. 2013, godz. 16.00

Prosze o rozwigzania zadan na osobnych kartkach, oznaczonych w lewym gérnym rogu tmieniem, na-
zwiskiem, numerem indeksu 1 nizej — numerem zadania. Nie wolno korzystaé¢ z notatek, kalku-
latoréw, telefonéw, pomocy sgsiadow, itp. Rozwigzania, poza punktami (A) w zad. 2, 3, 4, powinny
byc zredagowanymi w przejrzystej formie Scistymi dowodami sformutowanych wynikdéw/odpowiedzi (mogq byc
wzbogacone o ogdlne idee, czy intuicje, ale nie zastgpione przez nie. .. ). Poszczegdlne kroki dowodéw, poza
zupelnie elementarnymi, powinny bazowaé na twierdzeniach (w tym: lematach, faktach itp.) z wykladu, ew.
takze z ¢wiczen. Twierdzenia te prosze jawnie wskazywaé (np. podajgc ich nazwe).

Czas na rozwigzanie zadan: 8 godz. © 30 min.

Powodzenia! M. M.

Zadanie 1.

(A) [8=4+4 pkt.] Podaj definicje zbioru liczb naturalnych i sformutuj Zasade Indukeji Zupelne;.
(B) [10 pkt.] Podaj dowdd Zasady Indukcji Zupelne;.
(C) [10=5+45 pkt.] Dla kazdego ¢ € [0;2] zbadaj, czy ciag {a,}n>1 zadany warunkami

a, —1)?
a; =c, an+1:1+¥ dlan>1
17
jest monotoniczny od pewnego miejsca oraz zbadaj istnienie granicy i znajdz jej wartosé, gdy
istnieje.
Zadanie 2.

(A) [8=4+4 pkt.] Sformuluj twierdzenie ,0 trzech ciagach” oraz kryterium ,poréwnawcze” zbiez-
nosci szeregow.

(B) [10=5+5 pkt.] Czy to prawda, ze dla dowolnego ciagu liczbowego {a;, }n>1
a) jezeli szereg Y12 a,, jest bezwzglednie zbiezny, to ciag { K, },>1 zadany dla n > 1 wzorem

- 3k3—2k)
Kn— n2+1 Z B sin k

jest zbiezny?
b) jeZeli szereg Y. a, jest zbiezny, to istnieje taki podciag {a'n}n>1 ciagu {a,}as1, ze szereg
T d, jest bezwzgl@dme zbiezny?

(©) [10 pkt.] Wykaz, ze jesli a, < b

n < ¢, < dp < e, < f, dla dostatecznie duzych n oraz
limy, oo (fro — an) = limy, 4 oo (dy, — ) =

2013, to {en — by }n>1 jest zbiezny.
Zadanie 3.

(A) [8=2+2+44 pkt.] Podaj definicje ciagu sum czeSciowych szeregu i sumy szeregu oraz sformutuj
kryterium Dirichleta zbieznosci szeregow.

(B) [12=4+4+4 pkt.] Czy to prawda, ze dla dowolnego ci@gu liczbowego {an }n>1
a) jezeli ciag {33™, ax}ns1 jest zbieiny, to szereg Y1 a, jest zbiezny?
b) gdy ciag {>3" 1 |ak|}n>1 jest zbiezny, to szereg 3729 (—1)"a, jest zbiezny?
c) jezeli szereg 312 a, jest zbiezny oraz dla dostatecznie duzych n zachodzi
szereg S (—1)"a, jest zbiezny?

1
- < Ap — Ay, tO

VERTE!



(C) [10=7+3 pkt.] Ciag {b,},>1 ma dodatnie wyrazy oraz zachodzi

. Inb,
lim =
n—+oco Inn

g.

Udowodnij, ze jesli ¢ < —1, to szereg 37 b, jest zbiezny. Czy dla zbieznodci tego szeregu
J J g g n=1 J y

wystarczytoby, ze g < —17
Zadanie 4.
(A) [11=3+43+45 pkt.] Podaj definicje: ciagtosci funkeji w punkcie oraz jednostajnej ciagtosci funkeji.
Sformutuj twierdzenie Weierstrassa ,,0 osiagganiu kresow”.

(B) [9=34343 pkt.] O kazdym z ponizszych zbioréw rozstrzygnij, czy jest on obrazem pewnej
funkcji ciaglej f:[0;1) — IR:
a) (0;1), b) IR, c) zbiér wszystkich liczb wymiernych z [0; 100].

(C) [10=4+6 pkt.] Rozwazamy funkcje ciagla f : R — IR speliajaca f(zx + 1) = f(z) dla
wszystkich x € IR. Wykaz, ze f osigga swoj kres dolny i gérny oraz, ze istnieje nieskonczenie wiele
takich ¢ € R, ze f(c+m) = f(c).



Egzamin z Analizy Matematycznej I
dla Informatykéw, 28 I 2014, godz. 9.00

Prosze o rozwigzania zadan na osobnych kartkach, czytelnie oznaczonych w lewym gornym rogu tmieniem,
nazwiskiem, numerem indeksu oraz ponizej — numerem zadania. Nie wolno korzystaé z notatek,
kalkulatorow, telefonéw, pomocy sgsiadow, itp. Rozwigzania powinny byé poparte dowodem, poza
punktami (A). Poszczegdlne kroki dowodu, poza zupelnie elementarnymi, powinny opierac sie na twierdzeniach
(w tym: lematach, faktach itp.) z wykladu, ew. takie z éwiczen. Twierdzenia te malezy kazdorazowo
wskazywaé w sposéb umoZliwiajacy identyfikacje (np. podajgc ich nazwe).

Czas na rozwigzanie zadan: 3 godz. 1 30 min.

Zadanie 1.
(A) [10=5+45 pkt.] Podaj definicje granicy ciagu (w przypadku granicy skonczonej oraz granicy
nieskonczonej) i sformutuj twierdzenie .0 trzech ciagach”.
(B) [10 pkt.] Podaj dowdd twierdzenia ,0 trzech ciagach” dla przypadku granicy skonczonej.

(C) [10=5+45 pkt.] Zbadaj zbieznosé¢ ciagéw {a,}n>1 1 {bn}n>1 okreslonych ponizszymi wzorami i
oblicz ich granice, jezeli istnieja:

’[’L17 9TL nlOOl 1 1
a) Qp = 7@ 107 +k§::1%, b) 1)1:0, bn+1:2—bn dlan:1,2,...
Zadanie 2.

(A) [10=5+45 pkt.] Podaj definicje ciagu Cauchy’ego i sformutuj twierdzenie ,0 zupetnosci IR”.

(B) [10=443+3 pkt.] Czy to prawda, ze dla dowolnego ciagu liczbowego {a,},>1 1 dla kazdej
funkcji f : IR — IR a) jezeli f jest ciagla oraz {a,},>1 jest ciagiem Cauchy’ego, to {f(an)}n>1
jest ciagiem Cauchy’ego? b) jezeli lim, o a, = 0 oraz lim,_ . f(a,) = f(0), to f jest ciagta
w 07 c) jezeli f jest ciagta w 01 lim,,_, o a, =0, to lim,, o f(a,) = f(0)?

(C) [10 pkt.] Czy to prawda, ze ciag {Cy}n>1 zadany dla n € IN wzorem:

n 1
Ch=) —F—
,;1 (—1)kk + 2
a) jest ciagiem Cauchy’ego? b) jest ograniczony?
Zadanie 3.

(A) [10=5+5 pkt.] Sformutuj  kryterium poréwnawcze” zbieznosci szeregdéw oraz podaj definicje

asymptotycznego podobienstwa ciggéw i sformutuj ,kryterium asymptotyczne”.

(B) [10=3+43+4 pkt.] Czy to prawda, ze dla dowolnego ograniczonego ciagu {a,},>1 0 wyrazach
roznych od 0 a) 3129

c) jezeli \V/nem apani1 < 0, to

jest rozblezny‘? b) jezeli \V/nelN Unnr1 > 0,10 0 i jest rozbiezny?
+oo

nlna

wa. Jest zbiezny warunkowo?

1 — 3" °
(C) [10=4+6 pkt.] Zbadaj zbieznos¢ szeregéw: a) Z T b) nz;o ( CEE n2” n 2014)

— dla wszystkich wartos$ci parametru « € IR.
Zadanie 4.
(A) [10=3+44+43 pkt.] Podaj definicje ciagtosci funkeji oraz ciagtosci funkcji w punkcie. Sformutuj
twierdzenie ,,0 osiagganiu wartosci posrednich” oraz twierdzenie ,,0 osigganiu kreséw”.
(B) [10=2+2+42+4242 pkt.] Dla kazdego z ponizszych zbioréw rozstrzygnij, czy istnieje funkcja
ciagta f : IR\ {0} — IR taka, ze zbiér ten jest jej obrazem:
a) {12}, b) (<LOUO:D), © (L0)UO:D)UL2), d) K103, e 01

(C) [10 pkt.] Wykaz, ze réwnanie:

Va2 +49 = vVat + 27+ 1

posiada przynajmniej dwa rozwigzania x € IR.



Egzamin poprawkowy z Analizy Matematycznej 1
dla Informatykéw, 5 I 20142, godz. 16.00

Prosze o rozwigzania zadan na osobnych kartkach, czytelnie oznaczonych w lewym gornym rogu imieniem,
nazwiskiem, numerem indeksu oraz ponizej — numerem zadania. Nie wolno korzysta¢ z notatek,
kalkulatorow, telefonéw, pomocy sgsiadoéw, itp. Rozwigzania powinny byé poparte dowodem, poza
punktami (A). Poszczegdlne kroki dowodu, poza zupelnie elementarnymi, powinny opierac sie na twierdzeniach
(w tym: lematach, faktach itp.) z wykladu, ew. takze z cwiczen. Twierdzenia te nalezy kazZdorazowo
wskazywaé w sposéb umoZliwiajgcy identyfikacje (np. podajgc ich nazwe).

Czas na rozwigzanie zadan: 8 godz. © 30 min.

Zadanie 1.

(A) [10=5+5 pkt.] Podaj definicje granicy ciagu (w przypadku granic skoniczonych oraz nieskon-
czonych) i sformutuj twierdzenie ,,0 granicy ciagu monotonicznego”.

(B) [10 pkt.] Podaj dowdd twierdzenia ,0 granicy ciagu monotonicznego” dla przypadku ciagu
malejacego ograniczonego z dotu.

(C) [10=5+45 pkt.] Zbadaj zbieznosé¢ ciagéw {a,}n>1 1 {bn}n>1 okreslonych ponizszymi wzorami i
oblicz ich granice, jezeli istnieja:

ni1=0a —a,+1 dlan=12, .. b) b, = {/[2014" — n201120137].

a) a; =73,

Zadanie 2.

(A) [10=5+45 pkt.] Sformuluj kryterium poréwnawcze zbieznosci szeregéw. Podaj nastepujace defi-
nicje: ciggu sum czesciowych szeregu, szeregu zbieznego, szeregu zbieznego warunkowo oraz szeregu
zbieznego bezwzglednie.

(B) [10 pkt.] Podaj dowdd kryterium poréwnawczego.

(C) [10=5+05 pkt.] Szereg > b, jest zbiezny. Definiujemy a,, = n%’fl - b, dlan € IN.
a) Wykaz zbieznosé¢ 372 a,. b) Wykaz, ze 372 a, jest zbiezny bezwzglednie <= Y7290,

jest zbiezny bezwzglednie.

Zadanie 3.

(A) [10=545 pkt.] Sformuluj kryterium Dirichleta oraz kryterium, d’Alemberta zbieznosci szeregéw.

(B) [10=2+4242+42+2 pkt.] Czy to prawda, ze > a,b, jest zbiezny dla kazdego ciagu {a, }n>1
i kazdego ciagu {b,}n>1, ktore spehiaja:
a) {an}n>1 jest malejacy i zbiezny do 0 oraz 3129 b, = 17
b) {a,}n>1 jest malejacy i zbiezny do 1 oraz 3725 b, = 07
c) {an}n>1 jest ograniczony i istnieje taki z € (—1;1), ze b, = 2" dla kazdego n > 17
d) (—1)"a, =1dlan > 171 {b,},>1 jest zbiezny do 07
e) a, = (—1)n med 2018 j b — L dla n > 20147
(C) [10=5+5 pkt.] Zbadaj zbieznos¢ szeregu 3125 a,(/n — 1), gdy {a,}n>1 zadany jest wzorem:
a) (—1)", b)) (n mod?5)—2.
Uwaga: symbol (n mod k) oznacza reszte z dzielenia n przez k.

Zadanie 4.

(A) [10=3+3+2+42 pkt.|] Sformutuj twierdzenie ,,0 osiaganiu wartosci posrednich” oraz twierdzenie
,0 osiaganiu kresow”. Podaj definicje funkcji jednostajnie ciagtej oraz funkcji ciagte;.

(B) [10=2+42+2+2+42 pkt.] Jezeli D C IR oraz f: D — IR jest jednostajnie ciagta, to:
a) D jest przedzialem domknietym oraz f jest ciaglta; b) f jest ciagla i ograniczona; c)
gdy D jest przedziatlem domknietym, to f(D) tez jest przedziatlem domknietym, d) gdy f jest
nieograniczona, to takze D jest nieograniczony, e) gdy [0;1] C D, to f(3) — f(0).

(C) [10 pkt.] Funkcja ciagta f: IR — IR spelnia warunki f(2013) = 20141 f(2014) = 2013. Wykaz,
ze f posiada punkt staly (tzn. f(c) = ¢ dla pewnego ¢ € R).

2to miato byé 5 IIL...



Egzamin z Analizy Matematycznej I
dla Informatykéw, 4 II 2015, ok. godz. 9.00

Rozwiazania punktéw (A) nie wymagaja zadnych uzasadnien (dowodéw).

Punkty (B), (C) oraz ich wszystkie podpunkty musza zawsze zawiera¢ dowdd, jako zasadnicza cze$é rozwiazania. Kolejne
kroki dowodu, pomijajac zupelnie elementarne, powinny opieraé si¢ na twierdzeniach (w tym: lematach, faktach itp.) z wykladu,
ew. takze z ¢wiczen. Twierdzenia te nalezy kazdorazowo wskazywaé w sposéb umozliwiajacy identyfikacje (np. podajac ich
nazwe).

Nie wolno korzysta¢ z notatek, kalkulatoréow, telefonéw, pomocy sasiadow, itp.

Rozwiazania zadan musza by¢ napisane na osobnych kartkach, czytelnie oznaczonych w lewym gérnym rogu imieniem, na-

zwiskiem, numerem indeksu oraz ponizej — numerem zadania. Czas na rozwiazanie zadan: 3 godz. i 45 min.

Zadanie 1.

(A) [10 pkt.] Podaj definicje ograniczenia gérnego zbioru i kresu gérnego zbioru. Sformuhuj
aksjomat zupetnosci dla IR oraz ,,zasade Archimedesa”.

(B) [10=5+5 pkt.] Czy to prawda, ze dla kazdego ciagu liczb {a,}n>1 oraz A := {a, : n € N}
zachodzi: a) jezeli {a,},>1 jest SciSle monotoniczny i ograniczony, to ngrfoo ay,, jest kresem goérnym
lub dolnym A i nie nalezy do A? b) jesli {a,}n>1 jest monotoniczny, to A # Q7

(C) [10 pkt.] Wyznacz kresy (inf i sup) zbioru B := {In(n+ k) —In(1 4+ nk) : n,k € IN}. Czy
zbidér ten posiada element najwickszy? A najmniejszy? Uwaga: 0 ¢ IN.

Zadanie 2.

(A) [10 pkt.] Podaj definicje granicy ciagu w przypadku granicy g € R oraz g = —oo. Sformutuj
twierdzenie o trzech ciggach i twierdzenie o zachowaniu nieréwnosci przy przejsciu
granicznym.

(B) [10=5+45 pkt.] Czy to prawda, ze dla kazdej pary ciagéw liczbowych {a, }n>1, {bn}n>1 takich,
ze {ay}n>1 jest zbiezny oraz {b,},>1 jest rozbiezny, zachodzi:  a) {a, + b,}n>1 jest rozbiezny?
b) jesli {a,},>1 ma wszystkie wyrazy niezerowe, to {a,b,},>1 jest rozbiezny?

(C) [10=4+46 pkt.] Zbadaj zbieznosé¢ ciagdéw {a,}n>1 1 {bn}n>1 okreslonych ponizszymi wzorami i
oblicz ich granice, jezeli istnieja:

a) a,= v2015" —2014", b) b, = {/(c,)" — 20147, gdzie c,01 =+/2015-¢, dlan € N

oraz ¢; = 2016. Uwaga: w rekurencyjnej definicji ciagu {¢, }n>1 uzyty jest /-, a nie /- .

Zadanie 3.

(A) [10 pkt.] Podaj definicje asymptotycznego podobienistwa ciagéw i sformultuj kryterium
asymptotyczne zbieznosci szeregéw. Sformutuj kryterium Dirichleta.
(B) [10=4+6 pkt.] Czy to prawda, ze szereg

+o0 (_1)7’L2015 1 400 (_1)7’1,2015 1
a) Z ( + 9) jest zbiezny? b) Z (n — 9> jest zbiezny warunkowo?
n=1

n ns n—1 ns

+o0 (_1)n2015 noq
Dodatkowe — c) [10 pkt.]: > ( > /<:2> jest zbiezny?
n

n=1 k=1
+0o0
Cn ..
(C) [10 pkt.] Zbadaj zbieznos¢ i bezwzgledna zbieznosé szeregu Z T gdzie ciag ¢ = {¢p }n>1
n=1 n
spelia warunki: ¢; =1, ¢ = 2, c3 = —3, ¢4 = 0 oraz \V/ne]N Cnia = Cp (tzn. kolejnymi wyrazami ¢

sa: 1, 2, =3, 0, 1, 2, =3, 0, 1, 2, itd.).
Zadanie 4.

(A) [10 pkt.] Podaj definicje jednostajnej ciagtosci funkcji oraz podaj przyktad funkcji ciggley,
ktéra nie jest jednostajnie ciggla. Sformutuj twierdzenia® o osigganiu wartosci posred-
nich (tj. o wlasnosci Darboux).

(B) [10 pkt.] Przedstaw dowdd twierdzenia o osigganiu wartosci posrednich .

(C) [10 pkt.] Wykaz, ze jezeli f : IR — IR jest ciagglta i ograniczona, to posiada punkt staly (tzn.
f(c) = ¢ dla pewnego ¢ € R).

3Pow. byé: twierdzenie.



Egzamin poprawkowy z Analizy Matematycznej 1
dla Informatykéw, 21 II 2015 — Czes¢é 1

Czas na rozwigzanie zadan cz. I: 2 godz.
Nie wolno korzystac¢ z notatek, kalkulatorow, telefonow, pomocy sgsiadow, itp.

Zadanie 1.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdéd.

A. a) [7 pkt] Sformuluj aksjomat zupetnosci dla R oraz ,,zasade maksimum?” (dla Z). Wyjasnij
zasadnicza réznice miedzy pojeciemi sup A i max A dla ograniczonego z géry podzbioru A C IR.

A. b) [3 pkt] Sformuluj twierdzenie o gestosci Q.

B. a) [5 pkt] Czy to prawda, ze dla kazdego ciagu liczb {a,},>1 oraz A := {a, : n € IN} zachodzi:
jezeli {an}n>1 jest zbiezny, to inf A < liril a, < sup A?

B. b) [5 pkt] Czy to prawda, ze dla kazdego ograniczonego? ciagu liczb {a,},>1 oraz A := {a, : n € N}
zachodzi:

jesli lir+n a, = +00, to A # [2015; +00) N Q?

Zadanie 2.

Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdéd.

A. a) [5 pkt] Podaj definicje ciagu zbieZnego, rozbieinego oraz ciagu rozbieznego do +oc.

A. b) [5 pkt] Sformuluj twierdzenie o trzech ciggachi o dwéch ciggach.

B. a) [5 pkt] Czy to prawda, ze dla kazdej pary ciagdéw liczbowych {a, }n>1, {bn}n>1 zachodzi:
jesli oba maja granice réwna +o0, to {a, — b, },>1 ma granice?

B. b) [5 pkt] Czy to prawda, ze dla kazdej pary ciagéw liczbowych rozbieznych {a, },>1, {bn }n>1 zachodzi:
jesli oba maja granice, to {a,b,},>1 ma granice?

B. ¢c) — Dodatkowe [5 pkt] Czy to prawda, ze dla kazdej pary ciagdw liczbowych rozbieznych {a,},>1,
{bn}n>1 zachodzi:

jezeli oba sa ograniczone, to { {/|a, + by|}n>1 jest zbiezny?

Zadanie 3.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdd.

A. a) [4 pkt] Podaj definicje sumy szeregu oraz definicje szeregu zbieznego.

A. b) [3 pkt] Sformuluj kryterium asymptotyczne zbieznosci szeregow.

A. c) [3 pkt] Sposrod ciagow {L},=1, (E5 o, {%}@1, {=% }n>1 wskaz wszystkie, ktore sa asymp-

n

totycznie podobne do ciggu {1},

B. a) [5 pkt] Czy to prawda, ze jesli szereg Y12 a, jest zbiezny warunkowo, a szereg > 12 b, jest zbiezny
+o00
bezwzglednie, to Z (an + by) jest zbiezny?

n=1

4Mialto by¢ bez stowa ,ograniczonego”...



B. b) [56 pkt] Czy to prawda, ze jesli szereg > a, jest zbiezny warunkowo, a szereg .72 b,, jest zbiezny
+00

bezwzglednie, to Y (ay, - by) jest zbiezny bezwzglednie?

n=1
B. ¢) — Dodatkowe [5 pkt] Czy to prawda, ze jesli szereg . a, jest zbiezny warunkowo, a szereg
“+oo
S22 b, jest zbiezny bezwzglednie, to Z (an + by,) jest zbiezny warunkowo?
n=1

Zadanie 4.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdéd.

A. a) [4 pkt] Sformuluj twierdzenie o osigganiu wartosci posrednich (tj. o wtasnosci Darboux).

A. b) [3 pkt] Sformuluj twierdzenie o jednostajnej ciqgtosci.

A. c) [3 pkt] Podaj przyklad funkcji jednostajnie ciagtej okreslonej na R, ktéra nie jest ani
ograniczona, ant monotoniczna.

B [10 pkt] Przedstaw dowdd twierdzenie o osigganiu wartosci posrednich.

Egzamin poprawkowy z Analizy Matematycznej I
dla Informatykéw, 21 IT 2015
— Czes¢ 11

Czas na rozwigzanie zadan cz. 1I: 2 godz.
Nie wolno korzystac¢ z notatek, kalkulatorow, telefonow, pomocy sqsiadow, itp.

Rozwigzania muszq zawieraé dowdd, jako swq zasadniczq czesé. Kolejne kroki dowodu, pomijajac zupetnie
elementarne, powinny opieraé si¢ na twierdzeniach (w tym: lematach, faktach itp.) z wykladu, ew. takze
z Cwiczen. Twierdzenia te nalezy kazdorazowo wskazywaé w sposéb umoZliwiajgcy identyfikacje (np.
podajqc ich nazwe).

Rozwigzania zadan muszg byc napisane na osobnych kartkach, czytelnie oznaczonych w lewym goérnym rogu
imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu oraz ponizej — numerem zadania.
Kazde zadanie jest warte 10 pkt.

25k\
Zadanie 1. Wyznacz kresy (inf i sup) zbioru B := (Z + ) s n k€ IN}. Czy zbiér ten posiada
n

element najwiekszy? A najmniejszy? Uwaga: 0 ¢ IN.

Zadanie 2. Wykaz, ze jesli ¢ > h > 0, ciag liczbowy {r,},>1 jest zbiezny do g, oraz a, := {/|(r,)" — h"|
dlan € IN, to lirf a, = g. Uwaga: jesli nie potrafisz tego zrobi¢ ogdélnie, to zréb cho¢ dla ponizszego

szczegblnego przypadku (za 4 pkt.): r, = (2 — §) ih=1

n 2°

Zadanie 3. Zbadaj zbieznos¢ i bezwzgledng zbieznosé szeregow
(_1)(3n+2) +o00 (_1>(3n+7)

P e I

Zadanie 4. Wykaz, ze jezeli f : [0;+00) — IR jest ciagla, ograniczona z géry oraz f(0) > 0, to posiada
punkt staly (tzn. f(c) = ¢ dla pewnego ¢ € [0; +00)).



Egzamin z Analizy Matematycznej I
dla Informatykéw, 28 I 2016 — Czesé 1

Czas na rozwigzanie zadan cz. I: 2 godz. Do zdobycia: 60 pkt.
Nie wolno korzystac z notatek, kalkulatorow, telefonow, pomocy sgsiadow, itp.

Zadanie 1.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdéd.

A.) [7 pkt] Sformutuj pie¢ dowolnie wybranych aksjomatow z zestawu aksjomatéw liczb rzeczywi-
stych, ktore dotycza nieréwnosci <.

B. a) [4 pkt] Czy to prawda, ze dla kazdej pary ograniczonych ciagéw liczbowych {a, }n>1 oraz {by,}n>1
zachodzi:  sup{a, + b, : n € N} <sup{a, : n € N} +sup{b, : n € N}?

B. b) [4 pkt] Czy to prawda, ze dla kazdej pary ciagéw liczbowych {a,},>1 oraz {b,},>1 zachodzi:
sup{a, + b, : n € N} =sup{a, : n € N} +sup{b, : n € N}?

Zadanie 2.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdéd.

A. a) [5 pkt] Sformutuj twierdzenia o trzech ciagachi o przechodzeniu z nieréwnosciq do granicy.

A. b) [tylko 0 lub 2 pkt] Rozstrzygnij o prawdziwosci kazdego z ponizszych zdan, wpisujac odpowiednio
“TAK” lub “NIE” w ramce.

Dla kazdej pary ciagéw zbieznych {a,}n>1, {bn}n>1 zachodzi:
jesli a,, < b, dla dostatecznie duzych n, to lim a, < lim b,.

——+00 n—-+00

Dla kazdej pary ciagéw zbieznych {ay,}n>1, {bn}n>1 zachodzi:
jesli lim a, < lim b,, to a, < b, dla dostatecznie duzych n.

n—-+o00 n—-+00

B. [8 pkt] Przedstaw dowdd twierdzenia o trzech ciggach dla przypadku granicy rzeczywistej.

Zadanie 3.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),... ) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdd.

A. a) [4 pkt] Podaj definicje asymptotycznego podobienstwa ciagéw i sformutuj kryterium asymp-
totyczne zbieznosci szeregow.

A. b) [3 pkt] Sformuluj kryterium Dirichleta zbieznosci szeregdw.

B. a) [3 pkt] Czy to prawda, ze dla kazdej pary szeregéw zbieznych bezwzglednie ich suma jest takze
szeregiem zbieznym bezwzglednie?

B. b) [2 pkt] Czy to prawda, ze szereg > +

n=1 \/ﬁ TL%

B. ¢) [3 pkt] Czy to prawda, ze szereg z podpunktu b) jest zbiezny warunkowo?

400 -1 (n%) -1 n(n+1)
<< ) (=1) ) jest zbiezny?

Zadanie 4.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdd.

A. a) [4 pkt] Podaj definicje funkcji jednostajnie ciagtej i sformutuj dowolne znane Ci z wykltadu twierdzenie
dotyczace jednostajnej ciagtosci.



A. b) [3 pkt] Podaj przyktad funkcji ciaglej f : [0;1) — IR, ktéra nie jest jednostajnie ciagta.

B [8 pkt] Dla kazdego z ponizszych zaltozen osobno:
a) f:IR — IR jest funkcja ciagta

b) f:IR — IR jest funkcja jednostajnie ciagta

c) f: R — IR posiada skonczona granice w 400

d) f:1R — IR jest ograniczona i Scisle rosnaca,

rozstrzygnij, czy kazda f spelniajgca to zalozenie posiada wlasnosé:

lim f(va+ 1)~ f(V) = 0.

r—-+00

Egzamin z Analizy Matematycznej 1
dla Informatykow, 28 I 2016
— Czes¢ 11

Czas na rozwigzanie zadan cz. 1I: 2 godz.
Nie wolno korzystac z notatek, kalkulatorow, telefonow, pomocy sqsiadow, itp.

Rozwigzania muszq zawieraé dowdd, jako swq zasadniczq czesé. Kolejne kroki dowodu, pomijajgc zupetnie
elementarne, powinny opieraé si¢ na twierdzeniach (w tym: lematach, faktach itp.) z wykltadu, ew. takze
z Cwiczen. Twierdzenia te naleZy kazdorazowo wskazywaé w sposéb umozliwiajocy identyfikacje (np.
podajgc ich nazwe).

Rozwigzania zadan muszg byé napisane na osobnych kartkach, czytelnie oznaczonych w lewym gérnym rogu
imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu oraz ponizej — numerem zadanzia.
Kazde zadanie jest warte 15 pkt.

1
Zadanie 1. Wyznacz kresy (inf i sup) zbioru B := { (/—: neN,n> 3}.
n
Zadanie 2. Wykaz zbieznosé i znajdz granice ciagu {a, },>o speliajacego warunki
ap=—1, apy1 = f(a,) dla wszystkich n > 0,
gdzie f: R — [0; +00) jest funkcja ciagta taka, ze
f(O)=0 1 Vs flz) <z

Zadanie 3. Zbadaj zbieznos¢ szeregéw

(31111)2 > 1
a) ZW Nk b) Z I;Lk,g

Zadanie 4. Turysta Ja$ wybral sie na dwie wycieczki wzdtuz szlaku — przedziatu [a; b] prostej rzeczywistej:
pierwsza - od a do b, druga zas - od b do a. W czasie obu wycieczek Jas szed! naprzéd nie zatrzymujac
sie i nie zawracajac, a przy starcie Jas za kazdym razem uruchamial swoj wyzerowany uprzednio stoper,
by zmierzy¢ czas marszu. Podczas obu wycieczek czas wskazywany przez stoper zalezal w sposob ciagly
od potozenia Jasia na szlaku. Udowodnij, ze istnieje takie miejsce na szlaku, w ktérym stoper Jasia
pokazywal ten sam czas podczas pierwszej i podczas drugiej wycieczki.



Egzamin poprawkowy z Analizy Matematycznej 1
dla Informatykéw, 22 II 2016 — Czes¢ 1

Czas na rozwigzanie zadan cz. I: 2 godz. Do zdobycia: 60 pkt.
Nie wolno korzystac¢ z notatek, kalkulatorow, telefonow, pomocy sgsiadow, itp.

Zadanie 1.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdéd.

A. a) [4 pkt] Podaj definicje ograniczenia dolnego i kresu dolnego zbioru A C RR.

A. b) [tylko 0 lub 3 pkt] Podaj przyktad takiego A C IR, ktéry nie zawiera zadnych przedzialéw postaci
(¢;d), gdzie ¢,d € IR i ¢ < d oraz dla ktérego spetnione sa wszystkie ponizsze warunki:

supA,inf A€ A, inf(A\ {inf A}) =inf A, sup(A \ {sup A}) # sup A.

B. [8 pkt] Rozstrzygnij o prawdziwosci kazdego z ponizszych zdan:

a) Dla kazdej pary ograniczonych ciagéw liczbowych {a, },>1 oraz {b,},>1 zachodzi
inf{a, + b, : n € N} > inf{a, : n € N} +inf{b, : n € IN}.

b) Dla kazdej pary malejacych ograniczonych ciagéow liczbowych {a,}n>1 oraz {b,},>1 zachodzi
inf{a, + b, : n € N} =inf{a, : n € N} +inf{b, : n € IN}.

c) Dla kazdej pary rosngcych ograniczonych ciggdéw liczbowych {a,, },>1 oraz {b, },>1 zachodzi
) j pary rosnacych og ych ciag y > >

inf{a, + b, : n € N} =inf{a, : n € N} +inf{b, : n € IN}.

Zadanie 2.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdéd.

A. a) [4 pkt] Sformutuj twierdzenie Bolzano — Weierstrassa.

A. b) [tylko O lub 3 pkt] Rozstrzygnij o prawdziwosci kazdego z ponizszych zdan, wpisujac odpowiednio
“TAK” Tub “NIE” w ramce.

Kazdy ciag ograniczony z géry posiada podciag malejacy.

Kazdy ciag rozbiezny do 400 posiada podcigg Scisle rosnacy.

Kazdy ciag, ktory posiada podciag Scisle rosnacy oraz podciag Scisle malejacy jest rozbiezny.

B. [8 pkt] Rozstrzygnij o prawdziwosci kazdego z ponizszych zdan:

a) Dla kazdego ciagu zbieznego {a, },>1 1 kazdego rozbieznego do +oo ciagu liczb naturalnych {k,},>1 ciag
{ak, }n>1 jest zbiezny.

b) Dla kazdego ciagu zbieznego {a,},>1 1 kazdego zbieznego ciagu liczb naturalnych {k,},>1 ciag {ax, }n>1
jest zbiezny.

c) Dla kazdego ciagu zbieznego {a,},>1 1 kazdego nieograniczonego ciagu liczb naturalnych {k,},>1 ciag
{ag, }n>1 jest zbiezny.



Zadanie 3.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdéd.

A. a) [3 pkt] Sformutuj kryterium poréwnawcze zbieznosci szeregdw.

A. b) [4 pkt] Podaj definicje asymptotycznego podobienstwa ciagéw i sformutuj kryterium asymp-
totyczne zbieznosci szeregdw.

B. a) [4 pkt] Wyznacz wszystkie parametry o > 0, takie ze kazdy szereg > °° | a,, o wyrazach dodatnich,
spetiajacych lim, .. n%a, = 1 jest zbiezny.

+o0o
B. b) [4 pkt] Czy to prawda, ze szereg » n72n jest zbiezny?
n

n=1

Zadanie 4.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdd.

A. a) [4 pkt] Sformutuj twierdzenie Weierstrassa ,,0 osiaganiu kresow”.

A. b) [tylko 0 lub 3 pkt] O kazdym z ponizszych zbior6w rozstrzygnij, czy jest on obrazem pewnej funkcji
ciagtej f : [0;10] U [12;20) — IR, wpisujac odpowiednio “TAK” lub “NIE” w ramce.

[0; 1]

[0; 1] U (3;5) U{T}

(0;1)

B. [8 pkt] Przedstaw dowdd twierdzenia Weierstrassa ,,0 osigganiu kreséw”.

Egzamin poprawkowy z Analizy Matematycznej I
dla Informatykow, 22 II 2016
— Czesc¢ 11

Czas na rozwigzanie zadan cz. II: 2 godz.
Nie wolno korzystac z notatek, kalkulatorow, telefonow, pomocy sqsiadow, itp.

Rozwigzania muszg zawieraé dowdd, jako swq zasadniczq czesé. Kolejne kroki dowodu, pomijajgc zupetnie
elementarne, powinny opieraé si¢ na twierdzeniach (w tym: lematach, faktach itp.) z wykltadu, ew. takze
z Cwiczen. Twierdzenia te naleZy kazdorazowo wskazywaé w sposéb umozliwiajacy identyfikacje (np.
podajgc ich nazwe).

Rozwigzania zadan muszg byé napisane na osobnych kartkach, czytelnie oznaczonych w lewym gérnym rogu
imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu oraz ponizej — numerem zadania.
Kazde zadanie jest warte 15 pkt.

Zadanie 1. Niech n € IN oraz a € IR. Wykaz, ze jesli 0 < a < i, to

(14+a)" <1+ 2an.

Zadanie 2. Wykaz zbiezno$¢ i znajdz granice ciaggdéw zadanych ponizszymi wzorami dla n € IN:
100 5.1 (n!) 100 g0y

k=1 (”!)%

a) a,= "\
k=1

3



Zadanie 3. Zbadaj zbiezno$¢ szeregow:

B Y cos(n) (m - \/ﬁ),

Zadanie 4. Wykaz, ze istnieje x € [0; 1] taki, ze

b) > (—=1)"
n=1
. siny
= lim




Egzamin z Analizy Matematycznej I
dla Informatykéw, 28 I 2017 — Czesé 1

Czas na rozwigzanie zadan cz. I: 2 godz. Do zdobycia: 60 pkt.
Nie wolno korzystac¢ z notatek, kalkulatorow, telefonow, pomocy sgsiadow, itp.

Zadanie 1.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdéd.

A. a) [tylko O lub 3—4 pkt] Podaj definicje ograniczenia gérnego i kresu gérnego zbioru A C IR.

A. b) [1 pkt] Wskaz zbiér wszystkich ograniczen gérnych zbioru pustego.

A. c¢) [2 pkt] Wyjasnij krotko zwiazek i réznice pomiedzy pojeciami elementu najwiekszego i kresu
goérnego zbioru; roznice zilustruj przyktadem (ale nie obrazkiem. .. ).

B. [8 pkt] Sformuluj Twierdzenie ,,0 granicy ciggu monotonicznego”. Udowodnij to twierdzenie dla
szczegolnego przypadku, gdy ciag jest rosnacy i ograniczony z gory.

Zadanie 2.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdéd.

A. a) [tylko O lub 4-5 pkt] Dokoncz definicje: Cigg {a,}n>1 jest ciggiem Cauchy’ego wtedy i tylko
wtedy gdy

A. b) [4 pkt] Przyjmujemy nastepujaca definicje: Ciag {x, },>1 jest dodé mily wtedy i tylko wtedy gdy

S |-

1
\V/n>1 nl < NTpr — x| <

Podaj przyktad takich dwoch do$é mitych ciggéw, ze pierwszy jest ciagiem Cauchy’ego, a drugi nie.

B. [6 pkt] Dla kazdego z ciagéw o n-tym wyrazie zadanym dla n > 1 ponizszymi wzorami, rozstrzygnij
dwie kwestie: 1) — czy jest on ciagiem Cauchy’ego oraz 2) — czy posiada on podciag zbiezny:

1
a) n’sin (),
n
1

b)Y
SN
k=1

Zadanie 3.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdéd.

A. a) [tylko O lub 4-5 pkt] Sformutuj kryterium Dirichleta zbieznosci szeregdw.

A. b) [4 pkt] Podaj po jednym przyktadzie ciagu {b,},>1, spehiajacego warunek:

(i) ciag {D br}n>1 Jjest ograniczony i scisle rosnacy;
k=1



n
(if) ciag {D bi}n>1 jest ograniczony i nie jest monotoniczny.
k=1

B. [6 pkt] Zbadaj zbieznosé¢ i bezwzgledng zbieznosé szeregdw:

0 5 (5 )

n

b 3 (1 CF).

n2

Zadanie 4.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdéd.

A. a) [5 pkt] Dla funkcji f: IR — IR sformutuj:

(1) definicje ciaglosci f w punkcie a € IR (tzw. wersje Heinego):

(ii) warunek réwnowazny powyzszej ciagtosci f w punkcie a € IR w tzw. wersji Cauchy’ego:

(iii) definicje jednostajnej ciagtosci f.

A. b) [6 pkt] W kazdej ramce podaj wartos¢ odpowiedniej granicy funkcji, o ile istnieje; natomiast gdy
nie istnieje, wpisz “BRAK?”:

. tg(1323)
a) lim o5

B. [4 pkt] Podaj przyklad ciagltej funkcji f : IR — IR, ktéra jest rézniczkowalna we wszystkich punktach
a # 17 i dla ktoérej f'(17) = 4o0.

Egzamin z Analizy Matematycznej 1
dla Informatykéw, 28 I 2017 — Czes¢ 11

Czas na rozwigzanie zadan cz. 1I: 2 godz.
Nie wolno korzystac z notatek, kalkulatorow, telefonow, pomocy sqsiadow, itp.

Rozwigzania muszq zawieraé dowodd, jako swq zasadniczg czes$¢. Kolejne kroki dowodu, pomijajgc zupelnie
elementarne, powinny opieraé si¢ na twierdzeniach (w tym: lematach, faktach itp.) z wykladu, ew. takze
z Cwiczen. Twierdzenia te nalezy kazdorazowo wskazywaé w sposéb umoZliwiajgcy identyfikacje (np.
podajgc ich nazwe).



Rozwigzania zadan muszg byé napisane na osobnych kartkach, czytelnie oznaczonych w lewym gornym rogu
imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu oraz ponizej — numerem zadania.
Kazde zadanie jest warte 15 pkt.

Zadanie 1.
Wykaz zbieznos¢ i znajdz granice ciagéw o wyrazach zadanych dla n > 1 nastepujaco:
TI\"
a) a, = V11" — 10" + n11o, b) b, = <an — 7) , gdzie a, jest okreslony w a).
Zadanie 2.

Rozwazamy funkcje ciagta f : [0; 1] — IR oraz ciag {x, },>1 liczb z [0; 1] o tej wlasnosci,

ze dla kazdego n > 1 zachodzi
1

n

Wykaz, ze rownanie f(x) =0 posiada rozwiazanie x w przedziale [0;1].

Zadanie 3.
Zaktadamy, ze ciag {z,},>1 ma wszystkie wyrazy wieksze lub réwne zero. Niech dla n > 1:

1
Ay 1= i(xn + Tng1), In = \/TnTry1-

0 @, jest zbiezny, to oba szeregi 3% a,, .72 g, sa zbiezne.

n= n=1

b) Czy ze zbieznosci 325 a, wynika zbieznosé¢ Y12 z,?

a) Wykaz, ze jezeli

c) Czy ze zbieznosci % g, wynika zbieznos¢ 31> z,7

Zadanie 4.
Rozwazamy funkcje ciagta f: IR — IR spelniajaca f(z + 2016) = f(z) dla wszystkich z € R.

a) Udowodnij, ze f jest ograniczona.

b) Udowodnij, ze f posiada punkt staly (tzn. f(c¢) = ¢ dla pewnego ¢ € R).



Egzamin z Analizy Matematycznej I
dla Informatykéw, 18 II 2017 — Czes¢ 1

Czas na rozwigzanie zadan cz. I: 2 godz. Do zdobycia: 60 pkt.
Nie wolno korzystac z notatek, kalkulatorow, telefonow, pomocy sqsiadow, itp.

Zadanie 1.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),... ) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdd.

A. a) [tylko O lub 2-3 pkt] Sformuluj ,aksjomat zupelnosci” (,ciagtosci”) zbioru liczb rzeczywistych.

A. b) [tylko O lub 2 pkt] Dla kazdego z ponizszych zbioréw wskaz zbiér jego wszystkich ograniczen
dolnych:

(i) R

(ii) (3; 6)

(i) [3; 6)

A. c) [2 pkt] Wskaz przyklad ciagu ograniczonego {a,},>1 ktérego zbior wszystkich wyrazéw nie ma
elementu najmniejszego, ani najwiekszego.

B. [8 pkt] Sformutuj twierdzenie ,,0 zupetnosci IR” (nie chodzi o aksjomat. .., chodzi o twierdzenie
zwigzane z pojeciem ciagu Cauchy’ego ... ). Udowodnij to twierdzenie.

Zadanie 2.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdd.

A. a) [tylko 0 lub 3—4 pkt] Sformuluj twierdzenie ,,0 zachowaniu nieréwnosci przy przejsciu
granicznym” (dla ciagéw).

A. b) [2=141 pkt] Przyjmujemy nastepujaca definicje: Ciag {x,}n>1 jest do§é zly wtedy i tylko wtedy

gdy
Vasidnsy |1 — 20| > 1.

Podaj przyktad dos¢ ztego ciagu. Rozstrzygnij, czy ciag do$é¢ zty moze mie¢ podciag zbiezny.

B. [9 pkt] Dla kazdego z ciagéw o n-tym wyrazie zadanym dla n > 1 ponizszymi wzorami, rozstrzygnij
dwie kwestie: 1) — czy jest zbiezny oraz  2) — czy jest ograniczony:

1
n

a) ﬁsin( >,

Zadanie 3.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdd.

A. a) [tylko O lub 4-5 pkt] Sformutuj kryterium poréwnawcze zbieznosci szeregbow.

A. b) [4 pkt] Podaj po jednym przyktadzie par ciagéw {a,}n>1, {bn}n>1, takich, ze:



n +oo
(i) an — 0, ciag  {D_ br}ns1 jest ograniczony, ale Y a,b, jest rozbiezny

k=1 n=1
n “+o00
(if) a, — 0, ciag  {D_ br}n>1 jest ograniczony oraz »_ a,b, ma sume réwng 1:
k=1 n=1
+oo +o0 +oo 1
B. [6 pkt] Szereg > c, jest iloczynem Cauchy’ego szeregow » 1 i o
n=0 n=0 n=0
—+00
Zbadaj zbiezno$é ch oraz zbieznos¢ {c, }n>1.
n=0

Zadanie 4.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdd.

A. a) [tylko O lub 4-5 pkt] Sformutuj twierdzenie ,,Bolzano o wiasnoéci Darboux”

A. b) [6 pkt] W kazdej ramce podaj wartos¢ odpowiedniej granicy funkcji, o ile istnieje; natomiast gdy
nie istnieje, wpisz “BRAK”:

t 2
a) lim g(z’)
T—T COSXT

1
b) lim cos <$5>

T—+00
_ .3
e -1
C) lim ——
z—0 1’2

B. [4 pkt] Podaj przyklad ograniczonej rézniczkowalnej funkcji f : (0; +00) — IR, ktéra nie ma granicy
w punkcie 0.

Egzamin z Analizy Matematycznej 1
dla Informatykéw, 18 II 2017 — Czes¢ 11

Czas na rozwigzanie zadan cz. 1I: 2 godz.
Nie wolno korzystac¢ z notatek, kalkulatorow, telefonow, pomocy sqsiadow, itp.

Rozwigzania muszq zawieraé dowdd, jako swq zasadniczg cze$é. Kolejne kroki dowodu, pomijajgc zupeinie
elementarne, powinny opieraé¢ sie na twierdzeniach (w tym: lematach, faktach itp.) z wykladu, ew. takze
z Cwiczen. Twierdzenia te nalezy kazdorazowo wskazywaé w sposob umoZliwiajgcy identyfikacje (np.
podajgc ich nazwe).

Rozwigzania zadan muszg byé napisane na osobnych kartkach, czytelnie oznaczonych w lewym gérnym rogu
imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu oraz ponizej — numerem zadania.
Kazde zadanie jest warte 15 pkt.

Zadanie 1.
a) Wykaz, ze dla kazdego = € IR oraz parzystego n > 2 zachodzi
(14+2x)" > 1+ nax.
Czy parzystos¢ n jest tu istotna?

b) Rozwazamy ciag {a,}n>1 zadany wzorem rekurencyjnym

(a, +1)* =1
4

gdzie ¢ jest pewna wybrana liczba. Wykaz, ze ciag {a, },>1 jest monotoniczny przy kazdym wyborze
ce IR

a; = c, Opi1 = dla n>1,



c) Znajdz granice powyzszego {a, }tn>1 W zaleznosci od wartosci c.

Zadanie 2.
Dla ciaggéw o wyrazach zadanych ponizszymi wzorami (dla n > 1) zbadaj istnienie granic i znajdz je, o
ile istnieja:

\" 1 \"
a) a,= C/<n> + To00R” b) b, = (an +1-— n) , gdzie a, jest okrelony w a).
Zadanie 3. N
Dla kazdego z € IR zbadaj zbiezno$¢ oraz bezwzgledng zbiezno$¢ szeregu Z 5 Z 71 "
n=0 n
Zadanie 4.
Rozwazamy funkcje ciagta f: D — D, gdzie D = [0; +00), speliajaca
fim L) 12
z—to0 13

Udowodnij, ze f posiada punkt staly (tzn. f(c) = ¢ dla pewnego ¢ € D).



Sprawdziany
Z
Semestru Letniego



Kolokwium z Analizy Matematycznej
dla Informatykéw, 10. IV. 2008

Rozwigzania poszczegolnych zadan nalezy pisaé¢ na osobnych, czytelnie podpisanych kartkach. Prosze o
napisanie w lewym gornym rogu kazdej kartki swego imienia, nazwiska 1 numeru indeksu oraz ponizej —
numeru rozwigzywanego zadania, @ jeszcze nizej — imienia i nazwiska osoby prowadzgcej Panstwa grupe
cwiczeniowq.

W czasie kolokwium z notatek, kalkulatorow, telefonéw, pomocy sqsiadow, itp. korzystaé nie wolno.
Wszystkie rozwigzania powinny zawieraé uzasadnienia (tzn. dowody). Nalezy sie w nich powolywaé na twier-
dzenia z wyktadu, ew. z cwiczen.

Czas na rozwigzanie zadan: 90 min.

Zadanie 1. Oblicz:

A ke [ —<
10 t./
(A) [opkt] [
o1
(B) [10 pkt.] ngglm;%_li.

dx;

Zadanie 2. Funkcja f : R* — IR zadana jest wzorem f(z) = 2% + 222 — 22.

(A) [7 pkt.] Znajdz wszystkie punkty, w ktérych f posiada ekstrema lokalne i okresl ich rodzaj
(maksimum, czy minimum lok.).

(B) [5 pkt.] Niech g bedzie obcieciem funkcji f do zbioru {z € R?: 4a? + z2 < 1}.
Czy g osiaga swoja warto$¢ najmniejsza? A swoja wartos¢ najwieksza?

(C) [8 pkt.] ZnajdZ kres gérny i kres dolny zbioru wartosci funkeji g z pkt. B.
Zadanie 3. Rozwazamy funkcje f : R> — IR zadang wzorem f(x) = u(z) - (22 + 22), gdzie

u(z) = 1 dla (zy =0 1lub 25 = 0)
~ | 0 dla pozostalych przypadkéw.

Zbadaj:

(A) [5 pkt.] Ciaglos¢ f w punkcie 0;

(B) [5 pkt.] Istnienie pochodnych czastkowych f w punkcie 0;
(C) [5 pkt.] Istnienie pochodnych kierunkowych f w punkcie 0;
(D) [5 pkt.] Roézniczkowalnosé¢ f w punkcie 0.



Kolokwium z Analizy Matematycznej
dla Informatykéw II, 6. IV. 2009

Rozwigzania poszczegolnych zadan nalezy pisaé¢ na osobnych, czytelnie podpisanych kartkach. Prosze o na-
pisanie w lewym gornym rogu kazdejy kartki swego imienia, nazwiska © numeru indeksu oraz ponizej
— numeru rozwigzywanego zadania, a jeszcze nizej — imienia i nazwiska osoby prowadzgcej
Panstwa grupe éwiczeniowgq.

W czasie kolokwium z notatek, kalkulatorow, telefonéw, pomocy sqsiadow, itp. korzystaé nie wolno.
Wszystkie rozwigzania powinny zawieraé uzasadnienia (tzn. dowody). Nalezy sie w nich powolywaé na
twierdzenia z wykladu (ew. z éwiczen), pamictajqc tez o sprawdzaniu zatozemn.

Czas na rozwigzanie zadan: 120 min.

Zadanie 1. Oblicz:

. = k

& 1 +o0 1
(B) [10 pkt.] /62 mdm oraz /62 mdw.

Zadanie 2. Niech p; i p» bedg dwiema metrykami w zbiorze X. Definiujemy p: X x X — X °
wzorem  p(z,y) = p1(x,y) + pa(z,y) dlaz,y € X.
(A) [7 pkt.] Wykaz, ze p takze jest metryka w X.

(B) [6 pkt.] Zaktadamy, ze p; jest metryka dyskretna (tzn. p;(z,y) =0 dlax =y, a py(x,y) = 1 dla
x #y). Wykaz, ze w przestrzeni metrycznej (X, p) dla dowolnego = € X kula K(z, ) o srodku z
i promieniu § to zbiér jednopunktowy {z}.

(C) [7 pkt.] Wykaz, ze przy zalozeniu z punktu (B) kazdy podzbiér A C X jest otwarty i jednoczesnie
domkniety w sensie metryki p.

Zadanie 3. Funkcja f : R® — IR zadana jest wzorem f(z) = z; 4 225 + 323 dla z € IR®. Niech A = {z €
R®: 22+ 22+ 22 =1, 2, + 2wy + 323 > 0} i niech g bedzie obcieciem funkcji f do zbioru A.

(A) [5 pkt.] Zbadaj, czy A jest otwarty i czy jest domkniety. Wykaz, ze g osiaga swoja wartosé
najwieksza.
(B) [10 pkt.] Wyznacz wartosé najwieksza g.

(C) [5 pkt.] Niech B ={r € R®: 2+ 22422 <1, x1 + 22 + 323 > 0} i niech h bedzie obcieciem
funkcji f do zbioru B. Czy h osiaga swojg warto$¢ najwicksza? A swoja warto$¢ najmniejsza?

SPowinno bylo byé: ,p: X x X — IR”.



Kolokwium z Analizy Matematycznej 11
dla Informatykéw, 30. III. 2010

Rozwigzania poszczegolnych zadan nalezy pisaé na osobnych, czytelnie podpisanych kartkach. Prosze o na-
pisanie na nich w lewym goérnym rogu swego imienia, nazwiska t numeru indeksu oraz ponizej —
numeru rozwigzywanego zadania, a jeszcze nizej — nazwiska osoby prowadzqcej Panstwa grupe
cwiczeniowaq.

W czasie kolokwium z notatek, podrecznikow, kalkulatorow, telefonéw, pomocy sgsiadow, itp. korzystaé nie
wolno.

Wszystkie rozwigzania powinny zawieraé uzasadnienia (tzn. dowody). Nalezy sie w nich powotywaé na
twierdzenia z wykladu (ew. z ¢wiczen), pamietajqc tez o sprawdzaniu zatozemn.

Czas na rozwigzanie zadan: 150 min.

Zadanie 1. Oblicz:

n k2n3
A) [10 pkt.] 1 —_.
(A) [10 pkt.] nﬂlookgl L6 _ 4n6

3

Tz?
/ cos(t*°10) dt
x

(B) [10 pkt] lim =

Zadanie 2. O funkcji f : R* — IR zakladamy, ze jest klasy C* oraz dla wszystkich z € R

of of of

(7) = 2o, (x) = 2,

(A) [4 pkt.] Czy f posiada pochodng kierunkowa w punkcie (1,2,3) w kierunku v = (2,1,0)? Jesli
tak, to oblicz ja.

(B) [10 pkt.] Wykaz, ze f(1,1,1) > f(0,0,0). Wskazéwka: funkcje f warto ztozy¢ z funkcja we-
wnetrzng jednej zmiennej ,t” zadang np. wzorem (t,t,t) albo (¢, 2, t3).

(C) [6 pkt.] Okreslmy h : R® — IR® wzorem h(z) = g(f(x)), gdzie g : R — IR? jest zadana
wzorem g(t) = (t,t%,t%). Wykaz, ze w kazdym punkcie 2 € IR jakobian Jh(x) funkeji h w punkcie
z jest réwny 0 (tzn. Jh(z) := det MJh(z) = 0).

Zadanie 3. Funkcja f : IR — IR zadana jest wzorem f(x) = 125 + 21.
(A) [3 pkt.] Niech A:={zx € R*: x; > 0,25 >0, x5 + 22 < 1}. Zbadaj, czy A jest otwarty, czy A
jest domkniety oraz czy A jest zwarty. Odpowiedz uzasadnij w sposéb Scisty.
(B) [3 pkt.] Wykaz, ze funkcja, bedaca obcieciem f do zbioru A, osiaga swoje oba kresy.
(C) [10 pkt.] Znajdz wspomniane wyzej oba kresy funkcji z punktu (B).

(D) [4 pkt.] Czy funkcja bedaca obcieciem f do zbioru D := {z € IR* : 2?4 22 < 4}. osiaga ktérys
ze swoich kresow?



Kolokwium z Analizy Matematycznej 11
dla Informatykéw, 29 III 2012

Prosze o rozwigzania kazdego z zadan na osobnych, czytelnie oznaczonych w lewym gornym rogu kartkach
(wlasne imie, nazwisko, nr indeksu, nr grupy cwiczeniowej; oraz nizej — ,Zadanie nr ...”).

Podczas kolokwium nie wolno korzystac z notatek, kalkulatorow, telefonow, pomocy sqsiadow, itp.

Rozwigzanie kazZdego zadania powinno byé poparte dowodem. Poszczegolne kroki do-
wodu, poza zupelnie elementarnymi, powinny opieraé sie na twierdzeniach (w tym: le-
matach, faktach itp.) z wyktadu; ew. takze z éwiczen. Twierdzenia te nalezy kazdorazowo
wskazywaé w sposéb umozliwiajgcy identyfikacje (np. podajac ich nazwe).

Kazde z zadan warte jest 15 pkt. Czas na rozwigzanie zadan: 2 godz. 30 min.

Zadanie 1.
Dla kazdej liczby rzeczywistej a € IR znajdz liczbe rozwigzan x € IR rownania e‘m(x - 12 =a.

Zadanie 2.

1
a) Znajdz pewne przyblizenie wymierne liczby ¢ := cos ( ) z doktadnoscig do 0,01 (tzn. wskaz

V2
jakies ¢ € Q) takie, ze |c — ¢| < 0,01).

b) Funkcja & : [0; +00) — IR zdefiniowana jest wzorem h(z) = cos(y/z) dla z > 0. Znajdz wszystkie
takie n € IN, dla ktérych A jest n krotnie rézniczkowalna w 0.

Zadanie 3.

2 2 2
Niech «, 3,7 beda katami pewnego tréjkata ostrokatnego. Wykaz, ze (tg %) + (tg g) + (tg 1) > 1.
Czy istnieje wicksze niz 1 ograniczenie (,dolne”) dla lewej strony powyzszej nieréwnosci?

Zadanie 4.

Rozwazamy ciag funkcyjny {f.}n>1 taki, ze f, : (0;400) — R oraz f,(z) = « (1 —nze*”ﬁ)
dla n € IN, x > 0. Zbadaj zbiezno$¢ punktowa, jednostajng i niemal jednostajng tego ciggu
funkcyjnego. W kazdym z tych trzech przypadkéw, gdy zbiezno$é zachodzi, wskaz granice.



Kolokwium z Analizy Matematycznej 11
dla Informatykéw, 9 V 2013

Prosze o rozwigzania kazdego z zadan na osobnych, czytelnie oznaczonych w lewym gornym rogu kartkach
(wlasne imie, nazwisko, nr indeksu, nr grupy cwiczeniowej; oraz nizej — ,Zadanie nr ...”).

Podczas kolokwium nie wolno korzystac¢ z notatek, kalkulatorow, telefonow, pomocy sqsiadow, itp.

Rozwigzanie kazZzdego zadania powinno byé poparte dowodem. Poszczegolne kroki do-
wodu, poza zupelnie elementarnymi, powinny opieraé sie na twierdzeniach (w tym: le-
matach, faktach itp.) z wyktadu; ew. takze z éwiczen. Twierdzenia te nalezy kazdorazowo
wskazywaé w sposéb umozliwiajgcy identyfikacje (np. podajac ich nazwe).

Kazde z zadan warte jest 15 pkt. Czas na rozwigzanie zadan: 3 godz.

Zadanie 1.
Zmajdz sumy szeregoéw:

I 1
a) nz% (n+2)7"
b) Jio 3"(n + )
Zadanie 2.

Rozwazamy funkcje f,, : [0;4+00) — IR zadane wzorem f,(z) = dlan € IN, z > 0. Zbadaj

zbieznos¢ punktowsq, jednostajng i niemal jednostajng:

n2+ 2

a) ciagu funkcyjnego {f,}n>1;
b) szeregu funkcyjnego 31

Zadanie 3.
Oblicz calki:

1
a) / v?arctg x dx;
0

265" 4 €** + 2¢”
[0; In2] 2€3% + 2e2% 4 % 4 1

b)

Zadanie 4.
Funkcja g : (0; +00) — IR jest nieograniczona, ciagta oraz ma granice w 400 réwna 7. Wykaz
istnienie granicy

oraz znajdz wartos¢ tej granicy.



Kolokwium ,,DUZE” z Analizy Matematycznej 1T
dla Informatykéw, 8 V 2014

Prosze o rozwigzania kazdego z zadan na osobnych, czytelnie oznaczonych w lewym gornym rogu kartkach
(wlasne imie, nazwisko, nr indeksu, nr grupy cwiczeniowej; oraz nizej — ,Zadanie nr...”).

Podczas kolokwium nie wolno korzystaé z notatek, kalkulatorow, telefonow, pomocy sgsiadow, itp.

Rozwigzanie kazdego zadania powinno sie opieraé na dowodach. Poszczegolne ich kroki,
poza zupetnie elementarnymi, powinny byé uzasadniane twierdzeniami (w tym lema-
tami, faktami itp.) z wyktadu, ew. takze z éwiczen. Twierdzenia te nalezy kazZdorazowo
wskazywaé w sposéb umozliwiajgcy identyfikacje (np. podajac ich nazwy).

Kazde z zadan warte jest 15 pkt. Czas na rozwigzanie zadan: 3 godz.

Zadanie 1.

a) (3 pkt) Znajdz pierwszy drugi oraz trzeci wielomian Taylora funkcji f w punkcie xy = 1 oraz ich
wartoéci w # = 1001 dla f : R, — IR danej wzorem f(z) = **V/z.

[17
b) (12 pkt) Znajdz jakiekolwiek przyblizenie wymierne liczby Y 16 z bltedem nieprzekraczajacym
1
1000000

Zadanie 2.

Rozwazamy funkcje f,,, f: IR — IR takie, ze ciag funkcyjny {f,}n>1 jest jednostajnie zbiezny do f
oraz zakladamy, ze kazda z funkcji f,, posiada wlasnosé W (sposéréd ponizszych). Rozstrzygnij, czy f
musi takze posiadac wtasnos¢ W, gdy W oznacza:

a) (3 pkt) ciaglos¢;

b) (3 pkt) rézniczkowalnosé;

c) (3 pkt) wklestos¢;

d) (3 pkt) parzystosé¢ (g jest parzysta wtw V,em g(—z) = g(x));

e) (3 pkt) Scista rosnacosc.

Zadanie 3.
Rozwazamy funkcje f:(—5;5) — IR zadana dla x € (—5;5) wzorem

+00 1

flz) =73

n=>

n2 _ 2
Wykaz, ze f jest ciagta. Czy f jest rézniczkowalna? Jedli tak, oblicz f/(0).

Zadanie 4.

e ()
Jm 5=

a) 8 pkt Zbadaj, czy istnieje , a jesli tak, to oblicz te granice.

te(vz) ,

(051] z

b) 7 pkt Zbadaj zbieznos¢ calki niewtasciwe;



Kolokwium z Analizy Matematycznej 11
dla Informatykéw, 14 V 2015 (ok. godz. 14)

Prosze o rozwigzania kazdego z zadan na osobnych, czytelnie oznaczonych kartkach:

w lewym gérnym rogu wlasne imie, nazwisko, nr indeksu oraz nizej — ,Zadanie nr ...”
W prawym gornym rogu nr grupy cwiczeniowe;.
Podczas kolokwium nie wolno korzystacé z notatek, kalkulatorow, telefonow, pomocy sqsiadow, itp.

Rozwigzanie kazdego zadania powinno byé opatrzone dowodem. Poszczegdlne krok:i do-
wodu, poza zupelnie elementarnymi, powinny opieraé sie na twierdzeniach (w tym: le-
matach, faktach itp.) z wyktadu; ew. takze z éwiczen. Twierdzenia te nalezy kazdorazowo
wskazywaé w sposéb umozliwiajgcy identyfikacje (np. podajgc ich nazwy).

Kazde z zadan warte jest 15 pkt.

Czas na rozwigzanie zadan: 2,5 godz.

Zadanie 1. )
Znajdz jakiekolwiek wymierne przyblizenie liczby (cos(ﬁ / 2)) z dokladnoscig do 4.
Zadanie 2.
. . X sin(nz) L
Definiujemy funkcje f: IR — IR wzorem flz)=> g dla z € R. Wyjasnij dlaczego ta
nd +x

n=1
definicja jest poprawna. W jakich punktach x € IR funkcja f jest ciagta, a w jakich jest rozniczkowalna?
Jedli f/(0) istnieje, to zbadaj, czy f(0) € (0; 13).

7 10

Zadanie 3.

2e 4k 4k?
Oblicz  lim == 1+ —+ e lub wykaz, 7e ta granica nie istnieje.
n—+too n {2 n o n

Zadanie 4.

Oblicz lim

r—0+4 :L‘2

lub wykaz, ze ta granica nie istnieje.



Kolokwium z Analizy Matematycznej
dla Informatykéw, 12 V 2016 (ok. godz. 14.)

e Prosze o rozwigzania kazdego z zadan na osobnych, czytelnie oznaczonych kartkach:

w lewym gérnym rogu wlasne imie, nazwisko, nr indeksu oraz nizej — ,Zadanie nr ...”

W prawym gornym rogu nr grupy cwiczeniowe;.
e Podczas kolokwium nie wolno korzystacé z notatek, kalkulatorow, telefonow, pomocy sqsiadow, itp.

e Rozwigzanie kazdego zadania powinno byé opatrzone dowodem. Poszczegdlne kroki do-
wodu, poza zupelnie elementarnymi, powinny opieraé sie na twierdzeniach (w tym: le-
matach, faktach itp.) z wyktadu; ew. takze z éwiczen. Twierdzenia te nalezy kazdorazowo
wskazywaé w sposéb umozliwiajgcy identyfikacje (np. podajgc ich nazwy).

e Kazde z zadan warte jest 15 pkt®.

o (Czas na rozwigzanie zadan: 2,5 godz.

Zadanie 1.
Znajdz jakiekolwiek wymierne przyblizenie liczby cos(v/2) z doktadnoscia do =

Zadanie 2. 4oo 1

Rozwazamy funkcje F':IR — IR zadana wzorem F(x) = T;) 5—narctg (nx).
=1

a) Wykaz, ze F jest poprawnie okreslona, tj. » 5—narctg (nx) jest zbiezny dla kazdego x € IR.

b) Udowodnij, ze F jest ciagta. c¢) Czy F jegorézmczkowalna? Jedli tak, oblicz F'(0).

Zadanie 3. ) o1
Oblicz calki: a) / zarctgx dz, b) / dx
0 0 COST
7r\/§

oraz rozstrzygnij, czy catka z b) jest wieksza od ——.

Zadanie 4.
Funkcje f : IR — IR nazywamy stalqg z prawej wtedy i tylko wtedy, gdy

ElMelR\V/m,y>M f(x) = fy).

Rozwazmy ciag funkcyjny {f,}, ktérego kazdy wyraz jest staly z prawej. Rozstrzygnij, czy f musi byé
stata z prawej, jesli:
a) {f.} jest punktowo zbiezny do f; b) {f.} jest jednostajnie zbiezny do f.

Spow. by¢ 17,5



Kolokwium z Analizy Matematycznej
dla Informatykéw, 11 V 2017 (ok. godz. 14.15)

Prosze o rozwigzania kazdego z zadan na osobnych, czytelnie oznaczonych kartkach:

w lewym gérnym rogu wlasne imie, nazwisko, nr indeksu oraz nizej — ,Zadanie nr ...”

W prawym gornym rogu nr grupy cwiczeniowe;.
Podczas kolokwium nie wolno korzystacé z notatek, kalkulatorow, telefonow, pomocy sqsiadow, itp.

Rozwigzanie kazdego zadania powinno byé opatrzone dowodem. Poszczegdlne krok:i do-
wodu, poza zupelnie elementarnymi, powinny opieraé sie na twierdzeniach (w tym: le-
matach, faktach itp.) z wyktadu; ew. takze z éwiczen. Twierdzenia te nalezy kazdorazowo
wskazywaé w sposéb umozliwiajgcy identyfikacje (np. podajgc ich nazwy).

Kazde z zadan warte jest 17,5 pkt.

Czas na rozwigzanie zadan: 3 godz.

Zadanie 1.
Wykaz nastepujgce kryterium na ekstrema: Niech f: (a;b) — IR bedzie n—krotnie rézniczkowalna w
c € (a;b), gdzie n > 2. Jezeli f*)(c) = 0 dla kazdego k =1,...,n — 1 oraz a := f™(c) £ 0, to

(1) jezeli n jest parzysteia > 0 (< 0), to f posiada Sciste minimum (maksimum) lokalne w ¢ — wybierz
wersje dla maksimum lub dla minimum,
(ii) jezeli n jest nieparzyste, to f nie posiada ekstremum lokalnego w c.

Zadanie 2.
Rozwazamy funkcje GG : IR — IR zadang wzorem

+oo "

G(z):=> ——, zecR.

! 2’
o N+

(A) Wyjasnij, dlaczego powyzsza definicja G jest poprawng definicja pewnej funkcji z R w IR.
(B) Udowodnij, ze G jest rézniczkowalna i znajdz wartosé G'(0).

(C) Udowodnij, ze G’ jest ciagla.

Zadanie 3.
x
(A) Udowodnij, ze funkcja g zadana na przedziale [; 7] wzorem g(x) := — jest rosnaca.
sin
2 /2 2
B) Wykaz nieréwnosei: T < ,x dz < T
( y
w/6 SINT

(C) Dla wybranej jednej z powyzszych ,nieréwnosci” zbadaj, czy jest ona réwnoscia.

Uwaga: w podpunktach pozniejszych mozna korzystac z wynikow punktow wczesniejszych, nawet jesli nie
zostaty udowodnione.

Zadanie 4.
1 & k
Zmajdz granice ciagu {a,}n>1 zadanego dla n > 1 wzorem  a, = — Z k? cos <W>

lub wykaz, ze granica tego ciagu nie istnieje.



Egzamin pisemny z Analizy Matematycznej I1
dla Informatykéw, 9. VI. 2008

Rozwigzania poszczegolnych zadan nalezy pisaé¢ na osobnych, czytelnie podpisanych kartkach — prosze
o napisanie w lewym gornym rogu kazdej kartki swego imienia, nazwiska 1 numeru indeksu oraz ponizej —
numeru rozwigzywanego zadania.

W czasie egzaminu z notatek, kalkulatorow, telefonow, pomocy sgsiadow, itp. korzystaé nie wolno.
Rozwigzania, poza zad. 1. (A), 2. (A), 3. (A) oraz 4. (A), powinny zawiera¢ uzasadnienia (tzn. dowody).
Nalezy sie w nich powolywac na twierdzenia z wyktadu, ew. z cwiczen.

Czas na rozwigzanie zadan: 200 min.

Zadanie 1.

(A) [4 pkt.] Sformutuj twierdzenie .0 wartosci $redniej” dla calki.

(B) [6 pkt.] Podaj dowdd powyzszego twierdzenia.
2008

2007 ( )
(C) [10 pkt.] Oblicz lim / A7) de
n—-roo 0

Zadanie 2.

(A) [4 pkt.] Sformuluj twierdzenie ,0 mnoznikach Lagrange’a”.

(B) [6 pkt.] Rozwazamy powierzchnie M = {(x,y,2) € R*: 42 +y*> — 2z +5 = 0}.
Udowodnij, ze wsréd wszystkich punktéw zbioru M istnieje punkt o najmniejszej odlegtosdci od
(0,0,0) € IR,

(C) [10 pkt.] Znajdz wspomniang powyzej najmniejsza odlegtosé.
Zadanie 3.
(A) [4 pkt.] Sformutuj twierdzenie ,0 catkowaniu przez podstawienie” dla caltki Lebesgue’a (wzgledem
d-wymiarowej miary Lebesgue’a).
(B) [6=3x2 pkt.] Podaj przyktad funkcji f : IR — IR spelniajacej warunek:
a) f jest nieograniczona, catkowalna w sensie Lebesgue’a i [z fdA\! = 1.
b) f jest nieciagta w kazdym punkcie, calkowalna w sensie Lebesgue’a i [ f d\! = 1.
c) f jest ciagla i catka Lebesgue’a z f jest nieokreslona.
(C) [10 pkt.] Oblicz /de)\2, gdzie K ={z € R?: 1<2? +22<4, 29 >2, >0}
oraz f(r) =2xi1zy dlaz € K.
Zadanie 4.
(A) [4 pkt.] Sformutuj ,globalne twierdzenie o istnieniu i jednoznacznosci” dla rozwiazan réwnan
rozniczkowych zwyczajnych.

(B) [6 pkt.] W oparciu o powyzsze twierdzenie wykaz, ze istnieje doktadnie jedna para funkcji
rozniczkowalnych f;, fo okreslonych na IR, takich, ze dla dowolnego ¢t € IR zachodzi:

fi(t) = sin(t) f1(t) + £ fo(t), f3(t) = €' fi(t) + tfa(t) + T¢* oraz f1(0) = f2(0) =0

(radze nie podejmowaé prob znalezienia wzoréw na te funkcje...).

(C) [10 pkt.] Populacja ryb w pewnym jeziorze opisana jest nieujemna funkcja p (a zatem p(t)
oznacza liczebnosé tej populacji w chwili ¢). Zaktadamy, ze dla tej populacji obowiazuje réwnanie
rozniczkowe

P =k-p

gdzie k jest pewna stata. Poczatkowo w jeziorze byto 100 ryb, a po 6-ciu miesiacach byto ich 169.
Ile ryb bedzie po roku (zaktadamy, ze miesiace sa réwnej dtugosci i ze w roku jest ich 12...)7



Egzamin pisemny z Analizy Matematycznej I1
dla Informatykéw - termin II, 8. IX. 2008

Prosze o rozwigzania zadan na osobnych, czytelnie oznaczonych w lewym gornym rogu kartkach
(wlasne imie, nazwisko, numer indeksu; oraz ponizej — numer rozwigzywanego zadania).

Podczas egzaminu nie wolno korzystac z notatek, kalkulatorow, telefondw, pomocy sgsiadow, itp.
Rozwigzania, poza zad. 1. (A), 2. (A), 8. (A) oraz 4. (A), powinny zawieraé uzasadnienia (tzn. dowody).
Nalezy sie w nich powolywac na twierdzenia z wyktadu, ew. z cwiczen. Nalezy takze pamictac o sprawdzaniu
wszystkich koniecznych do ich uzycia zatozen! Czas na rozwigzanie zadan: 3 godz. i 30 min.

Zadanie 1.

(A) [4 pkt.] Sformuluj ,podstawowe twierdzenie rachunku catkowego”.
(B) [6=2x3 pkt.] Dlaz e [~1; 1] niech F(z) = / F(#)d gzie (1) xéwne jest ) o),
1

1 dla te[-1;0] . ) . o
b) { | dla te(0:1] Dla a) i dla b) zbadaj, czy F posiada pochodna w 0, a jedli tak, to
oblicz ja.
7 sin(¢?) dt
(C) [10 pkt.] Oblics lim 050 dE

z—0 x4

Zadanie 2.

(A) [4 pkt.] Sformuluj twierdzenie ,o0 ekstremach lokalnych” dla funkcji wielu zmiennych.

(B) [6 pkt.] Rozwazamy zbiér D = {z € R* : 22 + 22 + 22 < 4 oraz 23 > 0} i funkcje f : D — R
dana wzorem f(z) = (21 —2)* + (z2 — 2)* + (23 — 2)?. Udowodnij, ze wéréd wszystkich punktéw
zbioru D istnieje taki, w ktorym f osigga swg warto$¢ najwieksza oraz taki, w ktérym osigga ona
swa warto$¢ najmniejsza.

(C) [10 pkt.] Znajdz najmniejsza i najwicksza warto$¢ f.
Zadanie 3.

(A) [4 pkt.] Sformuluj twierdzenie ,,0 catkowaniu przez podstawienie” dla catki Lebesgue’a (wzgledem
d-wymiarowej miary Lebesgue’a).

(B) [6=3x2 pkt.] Podaj przyktad funkcji f : [0; 1] — IR:
a) nieciaglej, ale catkowalnej w sensie Riemanna;
b) niecatkowalnej w sensie Riemanna, ale ograniczonej i catkowalnej w sensie Lebesgue’a;
¢) nieograniczonej, ale catkowalnej w sensie Lebesgue’a.

(C) [10 pkt.] Niech B={r ¢ R*: 1 <2+ 22 +22<4, 1, >0, 1, >0, 3 >0} oraz g(x) =
dmxeBmmmgégw?

Zadanie 4.

(A) [4 pkt.] Podaj $cisty definicje rozwigzania réwnania rézniczkowego y' = F(t,y), gdzie F : D —
IR™ oraz D C R™. Co to jest zagadnienie Cauchy’ego (tj. poczgtkowe ) dla takiego réwnania?

(B) [6 pkt.] Czy réwnanie rézniczkowe dla funkeji skalarnej 3/ = e®™9y+sin(e!) posiada rozwiazanie
okreslone na catym IR spetniajace warunek y(0) = 07 Jedli tak, to ile takich rozwiazan istnieje?

(C) [10 pkt.] Dla pewnej rodliny kietkujacej na dnie jeziora oznaczamy przez w(t) jej wysokosé
mierzong w metrach od dna po czasie ¢ > 0 liczonym w latach od chwili osiggniecia przez nia
poziomu wody. Wiadomo, ze w tym okresie wzrost rosliny opisany jest réwnaniem rézniczkowym

, 1 N 1
w =—-+ ——w.
2 t+1
Po roku cze$¢ nadwodna tej rosliny osiagneta wysokos¢ dwukrotnie wieksza od podwodnej. Jaka
jest gtebokosé jeziora?



Egzamin pisemny z Analizy Matematycznej I1
dla Informatykéw, 12. VI. 2009

Prosze o rozwigzania zadan na osobnych, czytelnie oznaczonych w lewym gornym rogu kartkach
(wlasne imie, nazwisko, numer indeksu oraz ponizej — numer rozwigzywanego zadania).

Podczas egzaminu nie wolno korzystaé z notatek, kalkulatorow, telefondw, pomocy sgsiadow, itp.
Rozwigzania, poza wszystkimi punktami (A), powinny zawieraé uzasadnienia (tzn. dowody). Nalezy
ste w nich powolywaé na twierdzenia z wykltadu, ew. z ¢wiczen. Nalezy takze pamietaé o sprawdzaniu
zatozen koniecznych do ich uzycia! Czas na rozwigzanie zadan: 3 godz. 1 10 min.

Zadanie 1.

(A) [4 pkt.] Sformuluj twierdzenie ,0 sumach Riemanna”.

(B) [6 pkt.] Podaj dowdd powyzszego twierdzenia (mozna pominaé dowdd uzytego na wykladzie
lematu, ale nalezy podaé¢ sformutowanie tego lematu, jesli bedzie on uzyty).

e gy
(C) [10 pkt.] Oblicz lim ——2— 7
er—1-5-%—u

Zadanie 2.

(A) [4 pkt.] Podaj definicje pochodnej kierunkowej funkcji wielu zmiennych.

(B) [6 pkt.] Funkcja f:IR*> — IR jest rézniczkowalna w 0 oraz D f(0)(h) = hy — 2hy dla h € R”.
Znajdz obie pochodne czastkowe f w 0 oraz pochodna kierunkowa f w 0 w kierunku wektora
(4,7).

(C) [10 pkt.] Niech A = {x € R’ : 2} + 23 + 23 < 30000, z; > 0, x5 > 0, x3 > 0} i niech
f:+ A— IR bedzie dana wzorem f(z) = xixox3. Wykaz, ze wérdd wszystkich punktéw zbioru A
istnieje taki, w ktorym f osiaga swa wartos¢ najwicksza oraz oblicz te wartos¢.

Zadanie 3.

(A) [4 pkt.] Sformutuj twierdzenie Fubiniego.

(B) [6 pkt.] ZnajdZ wszystkie zbiory bedace elementami o-ciata 9t podzbioréw IN generowanego
przez rodzine A zlozona z tylko jednego zbioru: {1,2}. Podaj przyktad funkcji f : N — IR
niemierzalnej wzgledem 9 (tzn. przyktad f nie 9t-mierzalnej).

(C) [10 pkt.] Oblicz (jesli jest okreslona) /W fdN?, gdzie W = {z € R*: 0< 2, < —25}

T1T2
oraz f(r)=—"—"""—"——5dlaxzecV.
(@) 14 (23 + 23)?

Zadanie 4.

(A) [4 pkt.] Sformutuj twierdzenie .o réwnaniu liniowym” (dotyczace skalarnego afinicznego réwna-
nia rézniczkowego).

(B) [6 pkt.] Ile jest takich funkcji f : R — IR, ktére spelniajg warunki f(0) = 0 = f’(0) oraz
f"(x) = zf'(x) + 2% dla kazdego z € IR? (moze warto uwzgledni¢ to, ze pytamy tylko o liczbe
takich funkcji, a nie o ich postac...).

(C) [10 pkt.] W pewnej krainie od wielu setek lat produkuje sie papierosy. Liczebno$¢ populacji tej
krainy w chwili ¢ (czas mierzymy tu w wiekach, tj. stuleciach) wynosi k(t), przy czym liczebnosé pa-
laczy papierosow w tej krainie wynosi p(t), a liczebnos¢ niepalacych n(t). Po zmudnych badaniach
stwierdzono, ze wzrost populacji opisuje w tej krainie prawo zapisane rownaniem rozniczkowym
k' = 3n + 2p, a wzrost podpopulacji ztozonej z palaczy — prawo opisane réwnaniem p’ = n + 2p.
Poczatkowo liczba palaczy i niepalacych w tej krainie byta réwna. Po jakim czasie liczba palaczy
bedzie dwa razy wyzsza od liczby niepalacych?

"W mianowniku niechcacy zabraklo jeszcze planowanego ,—x” po ,—17.....



Egzamin pisemny z Analizy Matematycznej I1
dla Informatykéw — termin II, 7. IX. 2009

Prosze o rozwigzania zadan na osobnych, czytelnie oznaczonych w lewym gornym rogu kartkach
(wlasne imie, nazwisko, numer indeksu oraz ponizej — numer rozwigzywanego zadania).

Podczas egzaminu nie wolno korzystaé z notatek, kalkulatorow, telefondw, pomocy sgsiadow, itp.
Rozwigzania, poza wszystkimi punktami (A), powinny zawieraé uzasadnienia (tzn. dowody). Nalezy
ste w nich powolywaé na twierdzenia z wykltadu, ew. z cwiczen, pamietajgc o sprawdzaniu zatozen
koniecznych do uzycia tych twierdzen. Czas na rozwigzanie zadan: 3 % godz.

Zadanie 1.

(A) [4 pkt.] Sformuluj twierdzenie ,0 sumach Riemanna”.

(B) [6 pkt.] Oblicz granice ciagdéw zadanych wzorami:

' n (k’—l)7 . n 6(%)
1 —_— b) 1 )
a) ) e bl
sin(22)
/ e®) dt
. . O
(C) [10 pkt.] Oblicz }Ell,l% po

Zadanie 2.

(A) [4 pkt.] Sformutuj twierdzenie .0 ekstremach lokalnych” dla funkcji wielu zmiennych.

(B) [6 pkt.] Funkcja f:IR?> — IR jest rézniczkowalna w 0 oraz Df(0)(h) = 2h; — Thy dla h € R”.
Funkcja u : R — IR zadana jest przy pomocy f wzorem u(t) = f(2009¢,12°?). Oblicz u(0).

(C) [10 pkt.] Niech K = {z € R®: 2? + 22 + 22 < 4} i niech f : K — IR bedzie dana wzorem
f(z) = x29 + xom3. Wykaz, ze wiréd wszystkich punktow zbioru K istnieje taki, w ktorym f
osiaga swa wartos¢ najwicksza oraz oblicz te¢ wartos¢.

Zadanie 3.

(A) [4 pkt.] Sformutuj twierdzenie Fubiniego.

(B) [6 pkt.] Rozwazamy zbiér trzyelementowy X = {1, 2, 3} i o-cialo 9 jego podzbioréw generowane
przez rodzine A ztozong z tylko jednego zbioru: {2}. ZnajdZz wszystkie zbiory bedace elementami
o-ciata 9. Podaj przyklad funkcji f: X — IR niemierzalnej wzgledem 9t (tzn. przyktad f nie
9M-mierzalnej) oraz przyktad funkcji mierzalnej wzgledem 9t.

(C) [10 pkt.] Niech W = {z € R® : 2? + 23 < 1, 0 < 23 < 7}. Oblicz /W x3e™ dz.
Zadanie 4.

(A) [4 pkt.] Sformuluj twierdzenie .o réwnaniu liniowym” (dotyczace skalarnego afinicznego rowna-
nia rézniczkowego).

(B) [6 pkt.] Ile jest takich funkcji f : R — IR, ktoére spetniaja warunki f(0) = 1, f/(0) = 0 oraz
f'(x) =In(1 + |z|)f(z) + |z| dla kazdego = € IR? (uwaga: pytamy tylko o liczbe takich funkcji, a
nie o ich postac.).

(C) [10 pkt.] Do zamknietego izolowanego naczynia wypetnionego powietrzem o temperaturze 0° C
wrzucono kawatek metalu o temperaturze 1000° C. Szybkosé¢ nagrzewania sie powietrza w naczyniu,
liczona w ° C na godzine, jest proporcjonalna w kazdej chwili do réznicy pomiedzy temperaturag
metalu a temperaturg powietrza w naczyniu, ze wspoétczynnikiem proporcjonalnosci wynoszagcym
0, 5. Szybkos¢ stygniecia (nie nagrzewania si¢) tego kawatka metalu jest tez proporcjonalna w kazdej
chwili do owej r6znicy. Po uptywie 1 godziny roznica temperatur metalu i powietrza wyniosta 500°
C. Po jakim czasie roznica ta wyniesie 250° C? Jaka bedzie woéwczas temperatura powietrza w
naczyniu?



Egzamin pisemny z Analizy Matematycznej I1
dla Informatykéw, 16. VI. 2010

Prosze o rozwigzania zadan na osobnych kartkach, czytelnie oznaczonych w lewym gornym rogu imie-
niem, nazwiskiem, numerem indeksu oraz ponizej — numerem zadania.

Podczas egzaminu nie wolno korzystaé z notatek, kalkulatorow, telefondéw, pomocy sgsiadow, itp.
Rozwigzania, poza wszystkimi punktami (A), powinny zawieraé uzasadnienia (tzn. dowody). Nalezy
sie w nich powolywaé na twierdzenia z wykladu, ew. z ¢wiczen. Nalezy takze pamietaé o sprawdzaniu
zatozen koniecznych do ich uzycia!

Czas na rozwigzanie zadan: 3 godz. i 10 min.

Zadanie 1.

(A) [4 pkt.] Sformutuj ,podstawowe twierdzenie rachunku catkowego”.

(B) [6=2x3 pkt.] Dlaxz € [-1;1]1j = 1,2 niech Fj(z) = / ]gj(t) dt, gdzie dla t € [—1; 1]

-1z

: 1 : :
91() = sin([t]), ga(t) = 91(t) + 8o(¢) oraz 50(t):{(1) M 1 2o Zoadlcoy ke i P sy

ciagle i czy posiadaja pochodng w 0, a jesli posiadaja, to oblicz F}(0).

2010x
/ In(1 + t*) dt

2

(C) [10 pkt.] Oblicz lim —————

r—0 pT _ T T~
et —1—x—75 6 24

Zadanie 2.

(A) [4 pkt.] Sformutuj twierdzenie Weierstrassa, dotyczace kreséw funkcji ,wielu zmiennych”.

(B) [6=2+4 pkt.] Rozwazamy zbior D = {z € R® : 22 + 22 < 1, 0 < 23 < 2010} i funkcje
f: D — R dang wzorem f(z) = x1x9x3. Udowodnij, ze f osiaga swe oba kresy. Niech g bedzie
obcigciem f do zbioru D' = {x € D : x3 > 0}. Czy ¢ takze osiaga oba kresy?

(C) [10 pkt.] Znajdz najmniejsza i najwieksza warto$¢ f. Uwaga: dziedzing f jest D.

Zadanie 3.

(A) [4 pkt.] Sformuluj twierdzenie ,0 zbieznosci majoryzowalnej” albo ,0 zbieznosci monotonicznej”
dla granicy catek.

(B) [6=24242 pkt.] Niech X ={1, 2, 3,4}, Y = {11, 22, 33}. Znajdz wszystkie zbiory bedace
elementami o—ciata My podzbioréw X, generowanego przez rodzine A zlozona z tylko jednego
zbioru: {1,2}. Dla Y rozwazamy o—cialo MMy = 2. Podaj przyktad funkcji f z X na Y mierzalnej
wzgledem zadanych o—cial (tzn. przyklad funkcji 9y, My-mierzalnej oraz na). Podaj przyktad
funkcji g z X na Y niemierzalnej wzgledem tych o—ciat.

(C) [10 pkt.] Oblicz lir}rq / fndX?, gdzie  f,(x) = 3 (1 + %g)n dla z € D oraz zbiér D jest taki
n—+oo Jp

jak w zadaniu 2.
Zadanie 4.

(A) [4 pkt.] Sformutuj ,globalne twierdzenie o istnieniu i jednoznacznosci” dla rozwiazan réwnan
rozniczkowych zwyczajnych.

(B) [6=4+42 pkt.] Wykaz, ze przy dowolnych g, a;,as € IR istnieje para funkeji r6zniczkowalnych
f1, f2 : R — TR, takich, ze dla kazdego ¢t € IR zachodzi: f{(t) = sin(tf2(t)), f5(t) = cos(t?f1(t))
oraz fi(tg) = a1 i fo(to) = ao. Znajdz liczbe takich par funkcji w zaleznosci od tg, ay, as.

(C) [10=T+3 pkt.] Rozwdj pewnej populacji komaréw opisany jest nieujemna funkcja k (a zatem k()
oznacza liczebno$é tej populacji w chwili ¢). Zakladamy, ze w czesci okresu wiosennego obowiazuje
tu rownanie rézniczkowe

K =c-k?
gdzie ¢ jest pewna stata. W dniu 1 kwietnia w tej populacji byto 10 milionéw komaréw, a po
miesiagcu byto ich 20 milionéow. Ile komaréw bylto 16 maja? Ktoérego dnia, najpdzniej, ten model
matematyczny musi przesta¢ obowigzywac?



Egzamin pisemny z Analizy Matematycznej I1
dla Informatykéw — termin II, 6. IX. 2010

Prosze o rozwigzania zadan na osobnych kartkach, czytelnie oznaczonych w lewym gérnym rogu imie-
niem, nazwiskiem, numerem indeksu oraz ponizej — numerem zadania.

Podczas egzaminu nie wolno korzystaé z notatek, kalkulatorow, telefondw, pomocy sgsiadow, itp.
Rozwigzania, poza wszystkimi punktami (A), powinny zawieraé uzasadnienia (tzn. dowody). Nalezy
ste w nich powolywaé na twierdzenia z wykladu, ew. z ¢wiczen. Nalezy takze pamietaé o sprawdzaniu
zatozen koniecznych do ich uzycia!

Czas na rozwigzanie zadan: 3 godz. i 30 min.

Zadanie 1.

(A) [4 pkt.] Sformutuj ,podstawowe twierdzenie rachunku catkowego”.
(B) [6=2x3 pkt.] Dla z € [-1; 1] niech F(z) :/ ]f(t) dt, gdzie f(t) rowne jest

[
0 dla te[-1;0]
1 dla te(0;1].
Dla a) i dla b) zbadaj, czy F' posiada pochodne jednostronne w 0 i oblicz je, jesli posiada.
% sin(t2) dt
9 ‘

a) sin(t?); b)

(C) [10 pkt.] Oblicz lirr(l)
Zadanie 2.

(A) [4 pkt.] Sformutuj twierdzenie Weierstrassa, dotyczace kreséw funkcji ,wielu zmiennych”.

(B) [7=2+ 4 pkt.] Rozwazamy zbiér D = {x € IR* : 22 + 222 < 1} i funkcje f : D — IR dana
wzorem f(z) = x1x9. Udowodnij, ze f osiaga swe oba kresy. Niech g bedzie obcieciem f do zbioru
D' ={r e D: 22+ 223 < 1}. Czy g osiaga ktérys ze swych kresow?

(C) [10 pkt.] Znajdz najmniejsza i najwieksza warto$¢ f. Uwaga: dziedzing f jest D.
Zadanie 3.

(A) [4 pkt.] Sformutuj twierdzenie 0 zbieznosci majoryzowalnej” dla granicy catek.

(B) [6= 3x2 pkt.] Niech X = {1, 2, 3, 4} i niech A = {{4}} (tzn. rodzina A sktada si¢ z tylko
jednego zbioru: {4}). Dla X ustalamy o—cialo jego podzbioréw bedace o—cialem generowanym
przez A, tzn. o(A). Znajdz wszystkie elementy tego o—ciala. Podaj przyktad funkcji mierzalnej,
nie bedacej stata, z X w IR oraz przyktad funkcji niemierzalnej z X w IR.

(C) [10 pkt.] Oblicz lir}rn / fndN?, gdzie K — koto domkniete w IR? o $rodku w punkcie (1,1) i
n—+oo J K
o promieniu v/2 oraz folz) =24 (1 + i—%) + X9 (1 + ;%) dlaz € K.
Zadanie 4.

(A) [4 pkt.] Sformutuj ,globalne twierdzenie o istnieniu i jednoznacznosci” dla rozwiazan réwnan
rozniczkowych zwyczajnych.

(B) [6 pkt.] W oparciu o powyzsze twierdzenie wykaz, ze istnieje doktadnie jedna para funkcji
rozniczkowalnych f;, fo okreslonych na IR, takich, ze dla dowolnego ¢ € IR zachodzi:
filt) = ) + (1), f3(t) =tfi(t) + fo(t) + 1 oraz f1(0) = f2(0) =0

(radze nie podejmowaé prob znalezienia jawnych wzoréw na te funkcje...).

(C) [10 pkt.] Wartosé b(t) oznacza liczebnosé pewnej populacji bakterii w chwili ¢. Zaktadamy, ze
dla tej populacji obowiazuje réwnanie rézniczkowe V =c¢-+vb, gdzie c jest pewna staly.
Poczatkowo populacja liczyta 100 bakterii, a po minucie byto ich 169. Ile bakterii bedzie liczyta ta
populacja po kolejnej minucie?



Egzamin z Analizy Matematycznej 11
dla Informatykéw, 22 VI 2012, godz. 15.00

Prosze o rozwigzania zadan na osobnych kartkach, oznaczonych imieniem, nazwiskiem, numerem
indeksu oraz numerem zadania. Nie wolno korzystaé¢ z notatek, kalkulatorow, telefonéw, pomocy
sgsiadéw, itp. Rozwigzania (précz (A) w zad. 1, 3, 4), muszq byé poparte dowodami, a poszczegdlne kroki
dowoddw, poza zupelnie elementarnymi, powinny opieraé sie na twierdzeniach (w tym: lematach, faktach itp.)
z wyktadu; ew. takze z cwiczen. Prosze ste mna te twierdzenia powolywaé w sposob umozliwiajgcy ich
identyfikacje (np. podajgc nazwe, ew., w przypadku braku nazwy, petne sformutowanie).

Czas na rozwigzanie zadan: 8 godz. © 15 man.

Zadanie 1.

pkt. ormuituj twierdzenle Lagrange’a o postaci reszty laylora.
A) [6 pkt.] Sf tuj twierdzenie L ’ i Tayl
pkt. zy to prawda, ze 1 przybliza wartosc , z dokiadnoscig do 1077
(B) [5 pkt.] Czy da, ze 1 ybliz ¢ 191,01 z doktadnoscia do 10747
(C) [10 pkt.] Znajdz jakies wymierne przyblizenie liczby °/T,01 z dokladnoscia do 107°.

Zadanie 2.

(A) [5 pkt.] Sformutuj twierdzenie o ciagltodci granicy (dla ciagéw funkeyjnych).
(B) [10 pkt.] Podaj dowdd powyzszego twierdzenia.
(C) [10 pkt.] Rozwazamy funkcje f:(—5;5) — IR zadang dla z € (—5;5) wzorem

+00 1

fl@)=>

n=>5

n2_m2'

Wykaz, ze f jest ciagta. Czy f jest rézniczkowalna? Jesli tak, oblicz f(0).
Zadanie 3.

(A) [6 pkt.] Sformutuj ,podstawowe twierdzenie rachunku catkowego”.

(B) [6 pkt.] Niech g(z) = /e B VIn(t) dt dla z > 1. Oblicz ¢'(e).

(C) [10 pkt.] Oblicz lim 3 0%

2
n——4oo —1 n

lub wykaz, ze powyzsza granica nie istnieje.

(In(n 4+ k) — Inn),

Zadanie 4.

(A) [5 pkt.] Podaj definicje r6zniczki funkeji wielu zmiennych.

(B) [9=343+43 pkt.] Funkcja f:IR* — IR posiada w kazdym punkcie x swej dziedziny pochodne
czastkowe po kazdej ze zmiennych, zadane wzorami

af af of

o, B, =T gy =

(ZL‘) = T2,

Rozstrzygnij, czy: a) f jest rézniczkowalna;  b) f jest ciagla;
c) funkcja g, bedaca obcieciem f do zbioru A := {z € R : 2(z; —x2)*+ (21— 7)?+In(1+22) < 2}
osigga swoj kres dolny.

(C) [10 pkt.] Funkcja h zadana jest na K := {x € R*: 27 >0, 25 >0, 23 > 0, 2 +215+ 323 < 6}
wzorem h(x) = z1eT1F2224383) 710147 kres gorny i kres dolny zbioru wartosci h.



Egzamin ,,poprawkowy”z Analizy Matematycznej 11
dla Informatykéw, 6 IX 2012, godz. 10.00

Prosze o rozwigzania zadan na osobnych kartkach, oznaczonych imieniem, nazwiskiem, numerem
indeksu oraz numerem zadania. Nie wolno korzystaé¢ z notatek, kalkulatorow, telefonéw, pomocy
sgsiadéw, itp. Rozwigzania czesci (B) i (C) wszystkich zadan muszq byé poparte dowodami, a poszczegdlne
kroki dowodéw, poza zupelnie elementarnymi, powinny opierac sie na twierdzeniach (w tym: lematach, faktach
itp.) z wykladu; ew. takie z éwiczen. Prosze sie na te twierdzenia powolywaé w sposéb umozliwiajgcy
ich identyfikacje (np. podajgc nazwe, ew., w przypadku braku nazwy, pelne sformutowanie).

Czas na rozwigzanie zadan: 8 godz. © 15 man.

Zadanie 1.

(A) [7 pkt.] Sformutuj twierdzenie Peano o postaci reszty Taylora. Wyjasnij co to jest n-ty wielomian®
funkcji f w punkcie .
Wyjasnij znaczenie zapisu: flx)=o0 (x2012) przy = — 0.

(B) [6 pkt.] Zbadaj, czy sin(z?) = o(x) przy x — 0 oraz czy sin(x) —x = o(x3) przy x — 0.
(C) [10 pkt.] Znajdz jakie$ wymierne przyblizenie liczby cos(2) z doktadnoscia do 1.
Zadanie 2.
(A) [5 pkt.] Sformutuj twierdzenie o ciagltodci granicy (dla ciagéw funkeyjnych).
(B) [10 pkt.] Podaj dowdd powyzszego twierdzenia.
(C) [10 pkt.] Rozwazamy funkcje f:(—5;5) — IR zadang dla z € (—5;5) wzorem

X vm
f(x)_nz:%ng_xg'

Czy istnieje lin% f(z)? Jesli istnieje, to zbadaj, czy ta granica jest wieksza od zera. Czy f jest

rozniczkowalna? Jesli tak, to zbadaj, czy f'(0) > 0.
Zadanie 3.

(A) [5 pkt.] Sformuluj twierdzenie o sumach Riemanna.

(B) [6 pkt.] Niech g(z) = /[ ]sin(tQ) dt dla x € IR. Oblicz ¢'(0).
0; 27
(C) [10 pkt.] Oblicz lim »_

2 2
n=too £ k2 — dn

lub wykaz, ze powyzsza granica nie istnieje.

Zadanie 4.

(A) [6 pkt.] Podaj definicje nastepujacych rodzajéw podzbioréw R*: otwartego, domknietego, ogra-
niczonego, zwartego. Sformutuj twierdzenie Weierstrassa, dotyczace kresow funkeji ,,wielu zmien-
nych”.

(B) [7 pkt.] Rozwazamy zbiér D = {z € R* : 2?2 + 222 < 1} i funkcje f : D — TR dana
wzorem f(z) = x1x9. Udowodnij, ze f osiaga swe oba kresy. Niech g bedzie obcieciem f do zbioru
U:={reD: 22+ 223 <1}. Czy g osigga ktoérys ze swych kresow?

(C) [10 pkt.] ZnajdZ najmniejsza i najwieksza wartosé funkeji f zdefiniowanej w czesei (B) zadania.
Uwaga: dziedzing [ jest D, a nie U.

8zapomniane stowo: Taylora



Egzamin z Analizy Matematycznej 11
dla Informatykéw, 21 VI. 2013, godz. 10.00

Prosze o rozwigzania zadan na osobnych kartkach, czytelnie oznaczonych w lewym gornym rogu imieniem,
nazwiskiem, numerem indeksu oraz ponizej — numerem zadania. Nie wolno korzystac z notatek,
kalkulatorow, telefonow, pomocy sgsiadow, itp.

UWAGA! Rozwigzania wszystkich punktow (poza czesciami ,podaj/sformutuj definicje/twierdzenie”, ,wy-
jasnij znaczenie”,. .. ) powinny zawiera¢ dowody. Poszczegdlne kroki dowodu, poza zupelnie elementarnymi,
powinny opieral sie na twierdzeniach (w tym: lematach, faktach itp.) z wykladu; ew. takze z éwiczen. Uzyte
twierdzenia nalezy kazdorazowo wskazywaé w sposéb umozliwiajgcy identyfikacje (np. podajgc ich nazwe).

Czas na rozwigzanie zadan: 8 godz. © 30 min.

Zadanie 1.

(A) [10=5+45 pkt.] Podaj definicje sumy gornej i sumy dolnej dla funkcji ograniczonej
f :la;b] — TR i dla ustalonego podziatu przedziatu [a; b] oraz definicje catkowalnosci f i catki w
sensie Riemanna z f. Sformutuj twierdzenie ,,0 wartosci sredniej” dla catki Riemanna.

(B) [10=6+4 pkt.] Podaj dowdd powyzszego twierdzenia ,0 wartosci $redniej”. Znajdz punkt
osiggania catkowej wartosci sredniej w przypadku funkeji f : [0;2] — IR zadanej wzorem f(z) =
5*.

(C) [10=5+45 pkt.] Dla n,k € IN okreslamy

< sin (0 + )
gvnk7+sk6

Wykaz, ze dla kazdego n € IN istnieje skonczona granica limy_.o S(n, k). Granice te oznaczamy
przez G,. Wykaz zbieznosé ciagu {G,, },>1 i znajdz jego granice.

Zadanie 2.

(A) [10=543+2 pkt.] Sformutuj twierdzenie Peano (o postaci reszty Taylora), wyjasnij co to
jest n-ty wielomian Taylora funkcji f w punkcie xy oraz wyjasnij znaczenie zapisu:  f(x) =
0 ((x — 2013)10) przy x — 2013. Co to jest szereg Taylora funkcji f o Srodku w punkcie z¢? Czy
zdarza sie, ze taki szereg jest jednostajnie zbiezny na calej prostej IR?

(B) [10=2+4+4 pkt.] Niech f: IR — IR bedzie funkcja zadana wzorem f(z) =1+ z — 4299,
niech T, ,, bedzie n-tym wielomianem Taylora f w punkcie z( i niech funkcja S,, bedzie suma
szeregu Taylora funkeji f o érodku w punkcie zg. a) Znajdz wartos¢ lim,,_.o, 7, 3(1). b) Znajdz
wszystkie takie n € INU {0}, dla ktérych T, (1) = f(1). c¢) Znajdz wszystkie takie 2y € IR, dla
ktérych Si (1) = f(1).

(C) [10 pkt.] Znajdz jakiekolwiek wymierne przyblizenie liczby cos(v/2) z doktadnogcia do *

VERTE!



Zadanie 3.

(A) [10=4+6 pkt.] Podaj definicje zbieznosci punktowej, jednostajnej i niemal jednostajnej ciggu
funkcyjnego. Sformutuj twierdzenie “o rézniczkowalnosci granicy (ciagu funkcyjnego)”

(B) [10=2+3+5 pkt.] Podaj przyktad ciagu funkcyjnego
a) zbieznego punktowo, ale nie jednostajnie; b) ztozonego z funkcji ciaglych i przy tym zbieznego
punktowo do funkcji nieciagtej; c¢) zlozonego z funkcji rézniczkowalnych i przy tym zbieznego
jednostajnie do funkcji nierézniczkowalne;j.

(C) [10 pkt.] Rozwazamy funkcje f:IR — IR zadana dla z € IR wzorem

X arctg (n + )
f(l') - nz::l ng + IQ .

W jakich punktach z € R funkcja f jest ciagta, a w jakich jest rézniczkowalna? Jesli f/(0) istnieje,
to zbadaj, czy f'(0) > 0.

Zadanie 4.

(A) [10=4+46 pkt.] Podaj definicje przestrzeni metrycznej, kuli, zbioru otwartego i zbioru domknie-
tego. Sformutuj twierdzenie “o mnoznikach Lagrange’a”.

(B) [10=2+4+4 pkt.] Rozwazamy zbiér D = {z € R*: 2242224322 < 1} i funkcje f : D — R
taka, ze f(x) jest odlegtoscia (euklidesowa) punktu z od punktu 0. Niech g bedzie obcieciem f
do zbioru U := {x € R® : 22 4 222 + 322 < 1} '°. Zbadaj otwartos¢ i domknietoéé zbioréw D i
U. Udowodnij, ze f osigga swe oba kresy. Czy ¢ tez osigga swe oba kresy?

(C) [10 pkt.] Znajdz najwicksza wartos¢ funkcji f zdefiniowanej w czesci (B) zadania. Uwaga:
dziedzing f jest D, a nie U.

9Powinno by¢ z3 zamiast 2.
YPowinno byé 23 zamiast 2.



Egzamin z Analizy Matematycznej 11
dla Informatykéw — termin II, 5 IX 2013, godz. 10.00

Prosze o rozwigzania zadan na osobnych kartkach, czytelnie oznaczonych w lewym gornym rogu imieniem,
nazwiskiem, numerem indeksu oraz ponizej — numerem zadania. Nie wolno korzystac z notatek,
kalkulatorow, telefonow, pomocy sgsiadow, itp.

UWAGA! Rozwigzania wszystkich punktow (poza czesciami ,podaj/sformutuj definicje/twierdzenie”, wyja-
$nij znaczenie”,. .. ) powinny zawiera¢ dowody. Poszczegdlne kroki dowodu, oprécz zupelnie elementarnych,
powinny opieraé sie na twierdzeniach (w tym: lematach, faktach itp.) z wykladu, ew. z Cwiczen. Uzyte
twierdzenia nalezy kazdorazowo wskazywaé, podajgc ich nazwe lub tres¢ — gdy brak nazwy.

Czas na rozwigzanie zadan: 8 godz. © 30 min.

Zadanie 1.

(A)

(B)

(€)

[10=5+5 pkt.] Podaj definicje pochodnej funkeji (jednej zmiennej) w punkcie oraz rézniczko-
walnosci w punkcie. Sformutuj twierdzenie Lagrange’a ,0 wartosci sredniej”.

[10=2+43+5 pkt.] Podaj przyktad
a) funkcji okreslonej na IR, ciaglej w punkcie 3 ale nie posiadajacej pochodnej w tym punkcie;
b) funkcji okreslonej na IR, posiadajacej pochodna w punkcie 3 lecz nieciagtej w tym punkcie;
c) ciagu funkecyjnego ztozonego z funkcji rézniczkowalnych i przy tym zbieznego jednostajnie do
funkcji nier6zniczkowalne;j.

[10 pkt.] Dla kazdej liczby ¢ € IR znajdz liczbe rozwiazan z € IR réwnania x'” — 17z = c.

Zadanie 2.

(A)

(B)

(C)

[10=5+5 pkt.] Podaj definicje n-tego wielomianu Taylora i n-tej reszty Taylora funkeji f w
punkcie xg, a nastepnie sformutuj twierdzenie Peano (o postaci reszty Taylora). Podaj definicje
szeregu Taylora funkcji f o srodku w punkcie zq i rozstrzygnij, czy dla kazdej funkcji okreslonej
na IR i dowolng liczbe razy rozniczkowalnej jej szereg Taylora o sSrodku w punkcie 0 jest punktowo
zbiezny (na calej prostej IR).

[10=2+4+4 pkt.] Niech f : IR — TR bedzie funkcja zadang wzorem f(z) = z'°%, niech
T, 2, bedzie n-tym wielomianem Taylora f w punkcie x i niech funkcja S,, bedzie suma szeregu
Taylora funkcji f o §rodku w punkcie xzy. a) Wyznacz warto$¢ lim, ., 75, 0(1). b) Znajdz
wszystkie takie n € IN U {0}, dla ktorych T),0(1) = f(1). c¢) Znajdz wszystkie takie z € IR, dla
ktérych So(z) = f(x).

[10 pkt.] Niech f : R — IR bedzie zadana wzorem f(x) = e” + e~ *. Znajdz jakiekolwiek
wymierne przyblizenie liczby f (%) z doktadnoscig do 2—10.

Zadanie 3.

(A)

(B)
(C)

[10=6+4 pkt.] Wyjasnij pojecie sumy Riemanna i sformuluj twierdzenie ,,0 sumach Riemanna”.
Podaj definicje zbieznosci calki niewlasciwej (dla niewtasciwosci prawostronnej).

[10 pkt.] Podaj dowdd twierdzenia ,0 sumach Riemanna” wraz z dowodem uzytego tu lematu.

[10=545 pkt.] Wykaz zbieznos¢ i oblicz catke niewtasciwa

+o00 9
/ e ™ d.
0

VERTE!



Zadanie 4.

(A) [10=3+T7 pkt.] Podaj definicje zbioru otwartego i zbioru domknigtego w przestrzeni metryczne;j.
Sformutuj twierdzenie “o mnoznikach Lagrange’a”.

(B) [10=2+4+4 pkt.] Rozwazamy zbiér D = {z € R*: 224222+ 322 < 6} i funkcje f : D — R
dana wzorem f(x) = 2, + 4x5 — 623. Niech g bedzie obcieciem f do zbioru U = {z € R? :
22 + 222 + 322 < 6}. Zbadaj otwarto$¢ i domknietoé¢ zbioréw D i U. Dla kazdej z funkcji f i g
zbadaj, czy osigga ona swéj kres dolny oraz czy osigga swoj kres gérny.

(C) [10 pkt.] Znajdz kres gérny i kres dolny funkcji f zdefiniowanej w czeséci (B) zadania. Uwaga:
dziedzing f jest D, a nie U.



Egzamin z Analizy Matematycznej 11
dla Informatykéw, 11. VI 2014, godz. 10.00

Prosze o rozwigzania zadan na osobnych kartkach, czytelnie oznaczonych w lewym gornym rogu imieniem,
nazwiskiem, numerem indeksu oraz ponizej — numerem zadania. Nie wolno korzystac z notatek,
kalkulatorow, telefonow, pomocy sgsiadow, itp.

UWAGA! Rozwigzania wszystkich punktow (poza czesciami ,podaj/sformutuj definicje/twierdzenie”, wyja-
$nij znaczenie”,. .. ) powinny zawiera¢ dowody. Poszczegdlne kroki dowodu, oprécz zupelnie elementarnych,
powinny opieraé sie na twierdzeniach (w tym: lematach, faktach itp.) z wykladu, ew. z Cwiczen. Uzyte
twierdzenia nalezy kazdorazowo wskazywaé, podajgc ich nazwe lub tres¢ — gdy brak nazwy.

Czas na rozwigzanie zadan: 8 godz. © 30 min.

Zadanie 1.

(A) [10=2+4243+3 pkt.] Podaj definicje pochodnej funkcji jednej zmiennej w punkcie oraz defini-
cje rozniczkowalnosei takiej funkeji. Sformutuj twierdzenia: 0 ekstremach lokalnych” (dla jednej
zmiennej) i Lagrange’a ,0 wartosci sredniej”.

(B) [10 pkt.] Podaj dowdd twierdzenia Rolle’a ,,0 wartosci $redniej”.

(C) [10 pkt | ZnajdZ jakiekolwiek wymierne przyblizenie ¢ liczby a := sin(v2) doktadnoscig do

V2
d:= (tzn. takie ¢ € @, ze |a — q| < d).

5%
Zadanie 2.
(A) [10=2+2+3+3 pkt.] Podaj definicje zbieznosci punktowej i jednostajnej ciggu funkcyjnego.

Sformutuj twierdzenie ,0 warunku koniecznym zbieznosci jednostajnej szeregdédw funkcyjnych”
oraz kryterium Weierstrassa zbieznosci jednostajnej szeregéw funkcyjnych.

(B) [10=3+3+4 pkt.] Podaj przyktad szeregu funkcyjnego >/ f, o wszystkich wyrazach f,
bedacych funkcjami rézniczkowalnymi, ktéry ponadto
a) jest zbiezny punktowo ale nie jest zbiezny jednostajnie; b) nie jest zbiezny jednostajnie i
zachodzi lim,, .« || fu]| = 0; c) jest zbiezny jednostajnie do funkcji nier6zniczkowalne;.

(C) [10 pkt.] Rozwazamy funkcje f:IR — IR zadana dla z € IR wzorem
=
f(z) = HZ:% e
Wykaz, ze f jest klasy C' i oblicz f(0).
Zadanie 3.

(A) [10=3+T7 pkt.] Sformutuj i udowodnij ,kryterium poréwnawcze dla catek niewlasciwych”, dla
przypadku funkcji okreslonych na pélprostej [a; +00).

(B) [10=5+45 pkt.] Zbadaj, czy ponizsze calki niewlasciwe sa zbiezne; jesli tak, to znajdz ich wartosé:
'lnx oo Inx
a) / BT g b) / =L e

(C) [10 pkt.] Funkcja f : [—1;1] — IR jest zadana wzorem f(z) = /[ }(sint) e dt dlaz e
-1z

[—1; 1]. ZnajdZz wszystkie punkty = € [—1;1], w ktérych f posiada ekstremum lokalne. Wykaz, ze
f osiagga swa wartos¢ najwiekszg i znajdz ja.

VERTE!



Zadanie 4.

(A) [10=442+2+2 pkt.] Podaj definicje przestrzeni metrycznej oraz definicje zbioru otwartego,
zbioru domknietego i ciagu zbieznego w przestrzeni metryczne;j.

(B) [10=2+4243+3 pkt.] Podaj definicj¢ pochodnej kierunkowej i rézniczki dla funkcji wielu zmien-
nych. Dla funkcji f : IR* — IR zadanej wzorem f(z) = (14 2z,)(24523), € R* i dla a = (0,0)
rozstrzygnij o istnieniu rézniczki f w a oraz o istnieniu pochodnej kierunkowej w a w kierunku
v = (7,19); jesli istnieja — znajdz je.

(C) [10 pkt.] Rozwazamy zbiér D = {x € R* : 72? + 1122 < 51} i funkcje f : D — IR dana
wzorem f(x) = 14x; + 44x5. Znajdz kres gorny i kres dolny f. Dla obu kreséw zbadaj, czy sa one
osiggane przez f w D oraz czy s osiggane przez nig w IntD.



Egzamin poprawkowy z Analizy Matematycznej 11
dla Informatykéw, 5 IX 2014, godz. 10.00

Prosze o rozwigzania zadan na osobnych kartkach, czytelnie oznaczonych w lewym géornym rogu tmieniem,
nazwiskiem, numerem indeksu oraz ponizej — numerem zadania. Nie wolno korzystaé z notatek,
kalkulatorow, telefonow, pomocy sgsiadéw, itp.

UWAGA! Rozwigzania wszystkich punktéow (poza czeSciami ,podaj/sformuluj definicje/twierdzenie”) po-
winny zawiera¢ dowody. Poszczegolne kroki dowodu, oprocz zupelnie elementarnych, powinny opierac sie¢ na
twierdzeniach (w tym: lematach, faktach itp.) z wykladu, ew. z éwiczen. Uzyte twierdzenia nalezy kazdora-
zowo wskazywaé, podajgc ich nazwe lub tresc.

Czas na rozwigzanie zadan: 3 godz. © 30 min.

Zadanie 1.

(A)
(B)

(C)

[10=545 pkt.] Sformutuj twierdzenia Lagrange’a i Cauchy’ego 0 wartosci sredniej”.

[10 pkt.] Sformulyj i podaj dowdd tej czesci twierdzenia ,,0 wlasnosciach rachunkowych pochod-
nej”, ktéra dotyczy pochodnej iloczynu.

[10 pkt.] Zbadaj istnienie granicy
15
2
N2+ x— V2 - —\/_x
lim 30
z—0 e2r —1—2x '

Jesli ta granica istnieje, to znajdz jej wartos¢.

Zadanie 2.
(A) [10=3+3+4 pkt.] Podaj definicje sumy Riemanna i sformutuj twierdzenie ,0 sumach Rie-
manna’ oraz ,podstawowe twierdzenie rachunku catkowego”.
(1+2?)
(B) [10=3+3+4 pkt.] Niech g(x)= / . sin(t*) dt dla x € IR. Oblicz g(0), ¢'(0) oraz ¢"(0).
—(1+=z

(C)

n k3
[10 pkt.] Zbadaj czy istnieje granica lir+n > ——

k4 4+ nt’
a jedli istnieje, to oblicz jej wartosc.

Zadanie 3.

(A)

(B)

(C)

[10=4+1+1+4 pkt.] Podaj definicje przestrzeni metrycznej (z warunkami na metryke), defini-
cje kuli (,otwartej”) K (a,r) o $srodku @ i promieniu r oraz definicje zbioru otwartego. Udowodnij,
ze w kazdej przestrzeni metrycznej K (a,r) jest zbiorem otwartym.

[10=2+42+43+3 pkt.] W kazdym z ponizszych podpunktow rozstrzygnij, czy istnieje ciag funk-
cyjny {fn}n>1 o wyrazach f, : R — IR, speliajacy podane warunki: a) {f,},>1 jest zbiezny
punktowo ale nie jest zbiezny jednostajnie; b) {f,}n>1 jest zbiezny punktowo ale nie jest zbiezny
niemal jednostajnie; c¢) dla pewnych ciagtych ale réznych od statych funkeji f i g ciag { fn}n>1 jest
zbiezny punktowo do funkcji f i jest zbiezny jednostajnie do funkcji g oraz vte]R(f(t))Q =3¢9(t)—2;
d) {fn}n>1 jest zbiezny jednostajnie do funkeji ciagtej i kazda z funkcji f,, jest nieciagta w punkcie
0.

[10 pkt.] Rozwazamy funkcje f :[0;4+00) — IR zadang dla = € [0; +00) wzorem

too (—1)"sin (£
flay = 3 i)

n=1 n

Czy istnieje liH(l) f(z)? Jesli tak, to znajdz jej warto$¢. Czy f jest rézniczkowalna? Jesli tak, to
zbadaj, czy f'(0) > 0.

VERTE!



Zadanie 4.

(A) [10=2+3+2+43 pkt.] Podaj definicje pochodnej kierunkowej i rézniczki dla funkcji wielu zmien-
nych. Niech f : IR® — IR bedzie zadana dla z € IR® wzorem f(z) = z,25 + 5. Wykaz, ze f jest
klasy C' i rozstrzygnij czy istnieje rézniczka f w punkcie a = (0,0,0); jesli istnieje — znajdz ja.

(B) [10=2+44+44 pkt.] Podaj definicje maksimum lokalnego oraz sformutuj twierdzenia .o ekstre-

mach lokalnych” i 0 warunkach dostatecznych na ekstrema lokalne” (wszystko to dla przypadku
funkeji wielu zmiennych).

(C) [10 pkt.] Wyznacz wszystkie ekstrema lokalne funkeji f : IR*> — IR zadanej dla 2 € IR? wzorem
f(z) = xmo(1 — 21 — 29).



Egzamin z Analizy Matematycznej 11
dla Informatykéw, 20 VI 2015 — Czes¢ 1

Czas na rozwigzanie zadan cz. I: 1 godz. 50 min
Nie wolno korzystac¢ z notatek, kalkulatorow, telefonow, pomocy sgsiadow, itp.

Zadanie 1.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdéd.

A. a) [2 pkt] Podaj definicje n-tego wielomianu Taylora funkcji f w punkcie r, (oznaczanego tu
dalej przez T), f..,) oraz definicje n-tej reszty Taylora funkcji f w punkcie x, (oznaczanej tu dalej przez

Rn,f@o)'

A. b) [3 pkt] Podaj warto$¢ Ty ro(3) oraz Ry f0(3) dla f = exp.

A. c) [6 pkt] Sformutuj twierdzenie Lagrange’a o postaci reszty Taylora.

B. a) [5 pkt] Wykaz, ze dla kazdej funkcji f : IR — IR klasy C™ jezeli
\V/n22015 \v/mGIR ‘f(n) (l’)| <7,

to ciag funkeyjny {7}, r.0}n>0 jest punktowo zbiezny do f.

B. b) [2 pkt] Czy powyzej musi zachodzi¢ takze zbiezno$¢ niemal jednostajna?

B. ¢) [3 pkt] Podaj przyktad funkcji f : IR — IR spelniajacej zalozenia z punktu B. a), dla ktore;
{T,10}n>0 nie jest jednostajnie zbiezny (na IR).

Zadanie 2.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdéd.

A. a) [3 pkt] Podaj definicje sumy gérnej dla funkcji f : [a;b] — IR @ podziatu P przedziatu [a; D]
(oznaczanej tu dalej przez S(f, P)) oraz definicj¢ catki gérnej z f (oznaczanej tu dalej przez [, f)-

A. b) [3 pkt] Podaj wartosé T[O;ﬂf dla f bedacej funkeja sin obcieta do przedziatu [0; 7] oraz S(g, P)) dla
funkeji g : [0; 1] — IR stale réwnej jeden i podzialu P przedziatu [0; 1] “na 9 przedzialéw o réwnej dtugosei”.

A. c) [4 pkt] Sformutuj twierdzenie o catkowalnosci funkcji ciqglych.

B. a) [3 pkt] Oblicz catke rsinzdr.
[057]
B. b) [3 pkt] Zbadaj zbiesnos¢ i oblicz catke niewtasciwa, ( ,mi ") /3 L, ! d
. adaj zbieznos¢ i oblicz caltke niewlasciwg (,mieszan .
b J € a a o \ a2 m

B. c¢) [4 pkt] Oblicz pochodna w punkcie 0 funkeji h : [0; +00) — IR zadanej wzorem

h(z) = (x + 1)2015/ edt, x> 0.
[05]

Zadanie 3.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdd.

A. a) [3 pkt] Podaj definicje metryki w zbiorze X.

A. b) [3 pkt] Podaj po jednym przyktadzie:
(1) ograniczonego zbioru otwartego, (ii) nieograniczonego zbioru domknietego, (iii) zbioru zwartego



w przestrzeni metrycznej IR? (ze standardowa metryka euklideswa), przy czym nie moga to byé zbiory ani
IR?, ani kula (otwarta, domknieta), ani zaden zbiér skoriczony.

A. c) [4 pkt] Sformutuj Twierdzenie o dziataniach na zbiorach otwartych i domknietych.

B [10 pkt] Udowodnij czes¢ dotyczaca zbiorow otwartych Twierdzenia o dziataniach ma zbiorach
otwartych i1 domknietych.

Zadanie 4.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdéd.

A. a) [3 pkt] Podaj definicje rézniczki funkcji w punkcie dla funkcji wielu zmiennych i punktu
nalezacego do wnetrza jej dziedziny.

A. b) [3 pkt] Dla funkcji f rézniczkowalnej w punkcie wewnetrznym p dziedziny opisz zwiagzki pomiedzy:
(1) rézniczka funkeji f w punkcie p a pochodng kierunkowa f w punkcie p w kierunku v, (ii) rézniczka funkeji
f w punkcie p a pochodna czastkowa f w punkcie p po zmiennej 7, (iii) r6zniczka funkcji f w punkcie p a
macierzg Jacobiego f w punkcie p.

A. c) [4 pkt] Sformutuj Twierdzenie o mnoznikach Lagrange’a.

B. a) [4 pkt] Znajdz wszystkie ekstrema lokalne funkcji f : M — IR, gdzie
M = {ZEGIR?’22$1+3$2:1i[£1—1‘2—|—$3:0} oraz f($):$1+5$2 dla z € M.

B. b) [4 pkt] Rozstrzygnij o rézniczkowalnoéci w punkcie 0 funkcji f, g : R*> — IR zadanych wzorami: (i)
fa) = |niwol; (i) g(z) =In(1+ (21 +¢7)%); 2 € R

B. c) [2 pkt] Funkcja g : IR — IR® ma pochodng w 0 réwna (7,8) i g(0) = (1,1). Funkcja f : R*> — IR
jest rozniczkowalna i (gradf)(1,1) = (2,3). Znajdz (f o g)'(0).

Egzamin z Analizy Matematycznej 11
dla Informatykéw, 20 VI 2015
— Czes¢ 11
Czas na rozwigzanie zadan cz. II: 1 godz. 50 min.
Nie wolno korzystac¢ z notatek, kalkulatorow, telefonow, pomocy sgsiadow, itp.

Rozwigzania muszq zawieraé dowdd, jako swq zasadniczg cze$é. Kolejne kroki dowodu, pomijajgc zupeinie
elementarne, powinny opieraé¢ si¢ na twierdzeniach (w tym: lematach, faktach itp.) z wykladu, ew. takze
z Cwiczen. Twierdzenia te nalezy kazdorazowo wskazywaé w sposéb umozliwiajocy identyfikacje (np.
podajgc ich nazwe).

Rozwigzania zadan muszg byé napisane na osobnych kartkach, czytelnie oznaczonych w lewym gérnym rogu
imienitem, nazwiskiem, numerem indeksu oraz ponizej — numerem zadania.
Kazde zadanie jest warte 10 pkt.

Zadanie 1. Rozstrzygnij, czy to prawda, ze dla kazdego a, b, c € IR zachodzi

14 Ve2a/ed Ve < /(1 + o) (1 + eb) ¥/ (1 + ).

Zadanie 2. Dla kazdego n > 0 okreslamy funkcje f, : [-1;1] — IR wzorem

x + x?

fn(x)z"“nH( 5 )n ze[-1:1].

(uwaga: “0°” pojawiajace sie tu dla n = x = 0 okreslamy jako 1).



a) Zbadaj, czy ciag funkcyjny {f,}n>0 jest zbiezny jednostajnie.
b) Wykaz, ze funkcja S : (—1;1) — IR zdefiniowana wzorem

S(x) = f ful@), ze(-11),

jest poprawnie okreglona (tzn. szereg liczbowy 3129 f,,(x) dla wszystkich x € (—1;1) jest zbiezny).
Oblicz jej granice w punkcie 0 oraz pochodna w punkcie 0, jesli istnieja.

Zadanie 3. Oblicz catke Riemanna z funkcji g : [0;7/4] — IR (po przedziale [0;7/4]) zadanej wzorem

(2) = tg(r)

=l 2?1 x € [0;7/4].

Zadanie 4. Znajdz wszystkie maksima lokalne i minima lokalne funkcji f : IR® — IR okreslonej wzorem

f(x) = z1w023(4 — 11 — 29 — 23), T = (1,20, 23) € R®.



Egzamin ,,poprawkowy z Analizy Matematycznej 11
dla Informatykéw, 4 IX 2015 — Czes¢ I

Czas na rozwigzanie zadan cz. 1: 1 godz. 50 man.
Nie wolno korzystac¢ z notatek, kalkulatorow, telefonow, pomocy sgsiadow, itp.

Zadanie 1.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdéd.

A. a) [4 pkt] Sformuluj dwa twierdzenia dotyczace funkcji rézniczkowalnych na przedziale: jedno —
gwarantujace, ze funkcja jest rosnaca przy pewnych zatozeniach o jej (pierwszej) pochodnej oraz drugie —
gwarantujace jej wypuklosé przy pewnych zatozeniach o pochodnej (tez pierwszej). W obu przypadkach
rozstrzygnij, czy wspomniane zalozenie o pochodnej jest takze warunkiem koniecznym.

A. b) [3 pkt] Podaj przyktad funkcji rézniczkowalnej f: [—1; 1]\ {0} — IR o pochodnej mniejszej od zera
(w kazdym punkcie), ktora nie jest malejaca.

A. ¢) [3 pkt] Podaj przykltad Scisle rosnacej funkeji rézniczkowalnej f: IR — IR takiej, ze f'(2015) < 0.

B [10 pkt] Sformutuj twierdzenie Lagrange’a o wartosci $redniej i podaj jego dowdd (w przypadku
powolywania si¢ na twierdzenie Rolle’a nie nalezy juz przytaczaé jego dowodu).

Zadanie 2.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdéd.

A. a) [5 pkt] Podaj definicje zbieznosci jednostajnej ciagu funkcyjnego i szeregu funkcyjnego oraz zbieznosci
niemal jednostajnej ciggu funkcyjnego i szeregu funkcyjnego.

A. b) [5 pkt] Sformuluj Kryterium Weierstrassa (zbieznosci jednostajnej szeregu funkcyjnego).

B. a) [3 pkt] Czy jest mozliwe aby ciag funkeyjny, ktérego wyrazami sa funkcje ciagte byl zbiezny punktowo
do funkcji nieciggtej?

B. b) [2 pkt] Czy jest mozliwe aby ciag funkcyjny byt zbiezny punktowo do granicy f i zbiezny jednostajnie
do granicy g réznej od f?

B. ¢) [5 pkt] Czy szereg Taylora funkcji cos (rozwazanej na catym IR) jest jednostajnie zbiezny?

Zadanie 3.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdd.

A. a) [4 pkt] Podaj definicj¢ sumy dolnej (S(f,P)) dla funkcji f: [a;b] — R i podziatu P
przedziatu [a;b] oraz definicje calki dolnej ([,4f) = [

A. b) [3 pkt] Podaj definicje catkowalnosci funkeji w sensie Riemanna oraz przyklad funkcji ograniczone;
na [0; 17], ktora nie jest catkowalna w sensie Riemanna.

A. c) [3 pkt] Sformuluj twierdzenie o sumach Riemanna.

B. a) [5 pkt] Oblicz catke [ ]m3e($2) dx.
0;1

B. b) [5 pkt] Oblicz druga pochodna w punkcie 0 funkcji h: [0; +00) — IR zadanej dla x > 0 wzorem

h(z) = e’”/ et dt.
[0;52]



Zadanie 4.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdéd.

A. a) [3 pkt] Podaj definicje domknietego podzbioru przestrzeni metrycznej oraz zwartego podzbioru
R%.

A. b) [3 pkt] Sformuluj twierdzenie Weierstrassa o osigganiu kreséw (dla funkcji wielu zmiennych).

A. c¢) [4 pkt] Sformutluj twierdzenie o ekstremach lokalnych (dla funkcji wielu zmiennych).

B. a) [5 pkt] Znajdz przyktad zwartego zbioru D C IR? o niepustym wnetrzu oraz rézniczkowalnej funkcji
f: D — IR, ktora nie ma ekstremum lokalnego w zadnym punkcie wewnetrznym zbioru D.

B. b) [5 pkt] Podaj przyktad funkcji f: IR — IR, nierézniczkowalnej w pewnym punkcie a € IR?, takiej
ze ma ona obydwie pochodne czgstkowe w a réwne 1.

Egzamin ,,poprawkowy” z Analizy Matematycznej 11
dla Informatykéw, 4 IX 2015
— Czes¢ 11
Czas na rozwigzanie zadan cz. 1I: 2 godz.
Nie wolno korzystac¢ z notatek, kalkulatorow, telefonéw, pomocy sgsiadow, itp.

Rozwigzania muszq zawieraé dowdd, jako swq zasadniczq czesé. Kolejne kroki dowodu, pomijajgc zupetnie
elementarne, powinny opieraé¢ si¢ na twierdzeniach (w tym: lematach, faktach itp.) z wykladu, ew. takze
z Cwiczen. Twierdzenia te nalezy kazdorazowo wskazywaé w sposéb umozliwiajocy identyfikacje (np.
podajgc ich nazwe).

Rozwigzania zadan muszg byé napisane na osobnych kartkach, czytelnie oznaczonych w lewym gérnym rogu
imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu oraz ponizej] — numerem zadania.

Kazde zadanie jest warte 10 pkt.

Zadanie 1. Rozstrzygnij, czy to prawda, ze

651n(3,14)€3,14 < 651n(3,15)€3,15'

Rozstrzygnij tez, czy powyzej zachodzi réwnosc.

Zadanie 2. Dla kazdego n > 1 okreslamy funkcje f,,: R — IR wzorem
arctg (n%xz)

fulz) = , z€elR.

[SIY

n

+0o0
a) Wykaz, ze wzér S(z) := Y _ f,(x) poprawnie okresla funkcje S: IR — IR (tzn., ze szereg liczbowy
n=1

20 fu(z) jest zbiezny dla wszystkich z € R).

b) Zbadaj, czy S jest rézniczkowalna i jesli istnieje pochodna funkcji S w punkcie 0, to oblicz ja.

c) Zbadaj, czy istnieje granica funkcji S w punkcie 0 oraz oblicz ja, jesli istnieje.

Zadanie 3. Zbadaj czy istnieje granica

a jesli istnieje, to oblicz jej wartosc.



Zadanie 4. Rozwazamy zbior D = {z € R® : 22 + 4422 < 5} i funkcje f: D — IR dana wzorem
f(z) = 1321 — 2225. Znajdz kres gérny i kres dolny f. Dla obu kreséw zbadaj, czy sa one osiagane przez
f w D oraz czy sg one osiggane w jakim$ punkcie wewnetrznym zbioru D.



Egzamin z Analizy Matematycznej 11
dla Informatykéw, 20 VI 2016 — Czes¢ 1

Czas na rozwigzanie zadan cz. I: 2 godz. Do zdobycia: 60 pkt.
Nie wolno korzystac¢ z notatek, kalkulatorow, telefonow, pomocy sgsiadow, itp.

Zadanie 1.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdéd.

A. a) [6 pkt] Sformutuj dwa rézne twierdzenia z wykladu, dotyczace postaci reszty Taylora.

A. b) [2 pkt] Wypisz trzeci wielomian Taylora funkcji f o srodku w 1 oraz podaj jego warto$¢ w punkcie
1 dla funkcji zadanej na IR wzorem f(z) = ).

B.) [7 pkt] Sformuluj twierdzenie Rolle’a o wartosci $redniej i przedstaw jego dowdd.

Zadanie 2.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),... ) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdd.

A. a) [4 pkt] Uzupehij tre$¢ znanego z wyktadu twierdzenia o rézZniczkowaniu szeregu wyraz po
wyrazie (tzn. o rézniczkowaniu granicy ciagu funkcyjnego — w wersji dla szeregdw).

Niech I bedzie przedziatem oraz f, : I — IR niech bedq funkcjami rozniczkowalnymi dla wszystkich n > 1.
Wowczas jesl

to funkcja zadana na I wzorem f(x) = >0, fu(x) jest rézniczkowalna oraz dla kazdego x € 1

() =

A. b) [za <5 poprawnych 0 pkt, za 5 poprawnych 2 pkt, za wszystkie 4 pkt] Rozstrzygnij o
prawdziwosci kazdego z ponizszych zdan, dotyczacych funkcji z IR w IR, wpisujac odpowiednio “TAK” lub
“NIE” w ramce.

Granica punktowa kazdego ciagu funkcji rézniczkowalnych jest funkcja ciagta.

Granica jednostajna kazdego ciagu funkcji rozniczkowalnych jest funkcja ciagla.

Granica punktowa kazdego ciagu funkcji rozniczkowalnych jest funkcja rézniczkowalna.

Granica jednostajna kazdego ciagu funkcji rozniczkowalnych jest funkcjg rézniczkowalna.

Granica punktowa kazdego ciagu funkeji wypuktych jest funkcjg wypukta.

Granica jednostajna kazdego ciagu funkcji wypuktych jest funkcja wypukta.

B. [7 pkt] Sformutuj twierdzenie o ctagtosci granicy (dotyczace granic ciagéw funkcyjnych) i przedstaw
jego dowdd.



Zadanie 3.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdéd.

A. a) [3 pkt] Sformuluj twierdzene o sumach Riemanna.

2
A. b) [2 pkt] Podaj Wartoéé/ xInzde.
1

A. c) [2 pkt] Podaj Wartoéé/[ tg xdx.
0: =

4

B. a) [4 pkt] Podaj jeden przyktad takiego ciagu liczb {a, },>1, ktory jest ciagiem pewnych sum Riemanna
dla funkeji f : [0;1] — R zadanej wzorem f(z) = e (i dla pewnych podzialéw przedziatu [0;1]) i ktory
jest zbiezny do catki Riemanna z tej funkcji.

B. b) [2 pkt] ZnajdZ wszystkie a € IR, dla ktoérych catka [;*x (% + 1)a dx jest zbiezna.

B. ¢) [2 pkt] ZnajdZ wszystkie « € IR, dla ktérych zachodzi nier6wnosé

2

/ x<x+1> de < 1.
0 2

Zadanie 4.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdéd.

A. a) [3 pkt] Podaj definicje nastepujacych rodzajow podzbioréw w przestrzeni metrycznej (X, p): otwar-
tego, ograniczonego, domknietego.

A. b) [3 pkt] Sformutuj twierdzenie o przeciwobrazach (dotyczace wlasnosci przeciwobrazéw pewnych
zbioréw wzgledem funkeji ciagtych).

A. c) [4 pkt] Sformutuj twierdzenie o mnoznikach Lagrange’a.

B. [5 pkt] Podaj przykltad pewnej funkcji f : IR*> — IR?, ktéra jest rézniczkowalna w 0 i jej rézniczka w
0 nie jest zerowa,

a nastepnie znajdz dla niej:

a) macierz Jakobiego w 0

MJf(0) =

b) rézniczke w 0

DJf(0) =



c) pochodng kierunkowa w 0 w kierunku wektora v = (1,2)

d) pochodng czgstkowa po drugiej zmiennej w 0

82f(0) =

Egzamin z Analizy Matematycznej 11
dla Informatykéw, 20 VI 2016 — Czesé 11

Czas na rozwigzanie zadan cz. 1I: 2 godz.
Nie wolno korzystac¢ z notatek, kalkulatorow, telefonow, pomocy sqsiadow, itp.

Rozwigzania muszg zawieraé dowdd, jako swq zasadniczq czesé. Kolejne kroki dowodu, pomijajac zupetnie
elementarne, powinny opieraé si¢ na twierdzeniach (w tym: lematach, faktach itp.) z wykladu, ew. takze
z Cwiczen. Twierdzenia te nalezy kazdorazowo wskazywaé w sposéb umoZliwiajgcy identyfikacje (np.
podajgc ich nazwe).

Rozwigzania zadan muszg byc napisane na osobnych kartkach, czytelnie oznaczonych w lewym goérnym rogu
imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu oraz ponizej — numerem zadania.
Kazde zadanie jest warte 15 pkt.

Zadanie 1. Zbadaj ile pierwiastkow x € IR, w zaleznosci od parametru a > 0, posiada rownanie

a® = 2016x.

Zadanie 2.

a) Wykaz Twierdzenie ,,0 zerach”:
Jezeli cigg { fn}n>1 cigglych funkcji rzeczywistych okreslonych na
D C R jest zbiezny jednostagnie do f oraz cigg {x,}n>1 2 D spelnia
(i) fu(zn) =0 dla kazdegon € IN @ (ii) hr_"I_l T, =2 €D,
to f(x)=0.
b) Czy zastepujac w twierdzeniu ,,0 zerach” zalozenie o ciagtosci wszystkich funkcji f,, zalozeniem, ze
f jest ciagla, takze uzyskamy twierdzenie (tzn. zdanie prawdziwe)?

c) Czy zastepujac w twierdzeniu 0 zerach” zbieznosé jednostajna przez punktowa, takze uzyskamy
twierdzenie?

Zadanie 3. Zbadaj, czy ciagi zadane ponizszymi wzorami (z indeksem n) maja granice.

Jesli tak — znajdz je:
b -] .
a) 2 ) Xopia °) ,§2k+1 3

o2k +n 7 k=0

Zadanie 4. Niech M = {(z,y,2) : 22 +y* <1, 0< 2 <5} oraz niech f: M — IR bedzie funkcja zadana
wzorem f(x,y,z) =4z — 3y — 62.
a) Czy f(M) posiada element najwickszy?
b) Znajdz sup f(M).



Egzamin poprawkowy z Analizy Matematycznej 11
dla Informatykéw, 5 IX 2016 — Czes¢ I

Czas na rozwigzanie zadan cz. I: 2 godz. Do zdobycia: 60 pkt.
Nie wolno korzystac¢ z notatek, kalkulatorow, telefonow, pomocy sgsiadow, itp.

Zadanie 1.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdéd.

A. a) [4 pkt] Sformutuj twierdzenie Peano o postaci reszty Taylora.

A. b) [4=241+1 pkt] Dla funkcji f zadanej na IR wzorem f(z) = sin(sin(z)) wypisz 1-szy wielomian

Taylora o érodku w 2o = 0. Podaj wartoéé tego wielomianu w punkcie z = 1. Podaj takze wartosé¢ 1-szej

2016 -
reszty Taylora dla f, dla tych samych x( i x.

B.) [7=2 x 3,5 pkt] Znajdz ponizsze granice funkcji:

. esinx —1—-x
a) lim s
z—0 x
) esina: — 11—z
b) lim — "
r——400 x
Zadanie 2.

Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdd.

A. a) [6=3 x 2 pkt] Podaj definicje trzech rodzajow zbieznosci ciagu funkcyjnego: punktowej, jednostajne;
i niemal jednostajne;j.

A. b) [2 pkt] Podaj przyktad takiego szeregu funkcyjnego, ktéry nie jest zbiezny punktowo.

B. a) [3,5 pkt] Czy jest mozliwe, aby ciag funkcyjny, ktérego wyrazami sa funkcje rézniczkowalne, byt
zbiezny punktowo do funkcji niecigglej?

B. b) [3,5 pkt] Czy jest mozliwe, aby ciag funkcyjny, ktérego wyrazami sa funkcje nieciagte, byt zbiezny
jednostajnie do funkcji rézniczkowalnej?

Zadanie 3.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdéd.

A. a) [4 pkt] Dla funkcji f: [0;1] — IR zadanej wzorem f(z) = x i podziatu P ,na trzy przedzialy rowne;
dtugosci” podaj wartosci sumy dolnej (S(f, P)) oraz gérnej (S(f, P)).

A. b) [3 pkt] Oblicz catke gérna i catke dolng z powyzszej funkcji f.

A. ¢) [1 pkt] Czy to prawda, ze dla kazdej funkcji ciaglej ¢g: [0;1] — TR calka Riemanna z ¢ (tzn.
1
/[ ]g(t) dt) jest rowna calce oznaczonej z g (tzn. / g(t)dt)?
051 0

B. a) [4 pkt] Oblicz catke [ ]x7e<~’”“> da.
0;1

2 gj 2
B. b) [3 pkt] Znajdz wszystkie a € IR, dla ktérych catka niewtasciwa / sin(a”) dz jest zbiezna.

0 xre

Zadanie 4.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdd.




A. a) [3 pkt] Podaj przyktad takiej metryki dla zbioru IR, ze kazda kula otwarta o promieniu v/2 jest
zbiorem jednopunktowym.

A. b) [5 pkt] Sformuluj twierdzenie o mnoznikach Lagrange’a.

B. [7 pkt] Podaj dowdd twierdzenia o ciggtosdci funkcji réziniczkowalnej (dla wielu zmiennych).

Egzamin poprawkowy z Analizy Matematycznej 11
dla Informatykow, 5 IX 2016 — Czes¢ 11

Czas na rozwigzanie zadan cz. 1I: 2 godz.
Nie wolno korzystac z notatek, kalkulatorow, telefonow, pomocy sqsiadow, itp.

Rozwigzania muszg zawieraé dowdd, jako swq zasadniczq czesé. Kolejne kroki dowodu, pomijajac zupetnie
elementarne, powinny opieraé si¢ na twierdzeniach (w tym: lematach, faktach itp.) z wykladu, ew. takze
z Cwiczen. Twierdzenia te naleZy kazdorazowo wskazywaé w sposéb umozliwiajocy identyfikacje (np.
podajgc ich nazwe).

Rozwigzania zadan muszg byc napisane na osobnych kartkach, czytelnie oznaczonych w lewym gornym rogu
imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu oraz ponizej — numerem zadania.
Kazde zadanie jest warte 15 pkt.

Zadanie 1. Niech f : IR — R bedzie funkcja zadang wzorem f(z) = e =Y,
Zbadaj, czy dla kazdego a € R zachodzi f(a) —1—a > 0.
Dodatkowo mozesz pomys$leé nad kolejnym pytaniem (ale za niewielkq i nieznang jeszcze liczbe
punktow, wiec naglepiej myslenie rozpocznij dopiero, jesli zostanie Ci czas po zrobieniu reszty zadan...):
Czy dla kazdego a > 0 zachodzi f(a) —1—a > a®?

Zadanie 2. Dla kazdego n > 1 okreslamy funkcje f,: R — IR wzorem

vVn 4+ 22

fl@) =5 weR

+o0
a) Wykaz, ze wzor F(z):= Y fa(z) poprawnie okresla funkcje F: R — IR (tj., ze szereg liczbowy
n=1
Fo0 fulx) jest zbiezny dla wszystkich z € IR).
b) Udowodnij, ze F jest rézniczkowalna i zbadaj jaki znak ma liczba F’(0) (—, +, czy 0).
c) Zbadaj, czy istnieje skoniczona granica funkcji F' w punkcie 0, a jesli TAK, to zbadaj, czy ta granica
jest wigksza niz 3.

Zadanie 3. Funkcja f :[0;1] — IR jest ciagla i wypukta. Wykaz, ze

/[o.l]f(t) » f<0)+2f4(2) T f(())—gfu)'

Wskazéwka: ewentualnie wykaz najpierw
Lemat Jeslib>a ig: [a;b] — R jest ciggla i wypukla, to

N

[, o0yt < FOEE )

Zadanie 4. Niech K = {(z,y,2) : 2> +4y*>+2? < 1} oraz niech f: K — IR bedzie funkcja zadang wzorem
flx,y,z) =2 —2y+ 3z.
a) Czy f(K) posiada element najwiekszy?
b) Znajdz sup f(K).



Egzamin z Analizy Matematycznej 11
dla Informatykéw, 20 VI 2017 — Czes¢ 1

Czas na rozwigzanie zadan cz. I: 2 godz. Do zdobycia: 60 pkt.
Nie wolno korzystac¢ z notatek, kalkulatorow, telefonow, pomocy sgsiadow, itp.

Zadanie 1.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdéd.

A. a) [3 pkt] Dla funkcji skalarnej f okreslonej na przedziale I sformutuj definicje wypuktosci lub inny
znany z wyktadu warunek rownowazny wypuktosci.

A. b) [za <5 poprawnych: 0 pkt; za 5 poprawnych: 2 pkt; za 6: 3 pkt; za wszystkie: 5 pkt]
Rozstrzygnij o prawdziwosci kazdego z ponizszych zdan, dotyczacych funkeji skalarnych okreslonych na catym
IR, wpisujgc odpowiednio “TAK” lub “NIE” w ramce.

Jedli funkcja jest wklesta to jest rozniczkowalna.

Jesli funkcja wypukta jest dwukrotnie rozniczkowalna, to jej pochodna jest funkcja rosnaca.

Pochodna funkcji rézniczkowalnej Scisle rosnacej jest w kazdym punkcie wieksza od zera.

Pochodna rézniczkowalnej funkeji lipschitzowskiej jest funkcja ograniczona.

Jesli pochodna funkcji rozniczkowalnej jest ograniczona, to funkcja ta jest jednostajnie ciagta.

Jesli funkcja rézniczkowalna ma $ciste minimum lokalne, to jej pochodna przyjmuje zaréwno
warto$¢ wiekszg od zera, jak i warto$¢ mniejszg od zera.

Jesli funkcja jest wypukta to ma minimum lokalne.

B.) [7=2+5 pkt] Sformutuj twierdzenie Lagrange’a o wartosci $redniej i przedstaw jego dowdd
(jak zwykle mozna tu korzystaé z wezesniejszych wynikéw z wykladu juz bez ich dowodzenia).

Zadanie 2.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdd.

A. a) [4 pkt] Uzupeij ponizsze sformutowanie twierdzenia o rézniczkowalnosci granicy.

Niech I bedzie przedziatem oraz f, : I — IR niech bedq funkcjami rézniczkowalnymi dla wszystkich n > 1.
Jesli funkcja f: 1 — IR jest taka, zZe dla kazdego x € I zachodzi lirf fu(x) = f(2) oraz

to f jest rozniczkowalna oraz dla kazdego x € 1

f'(x) =




A. b) [3 pkt] Podaj sformutowanie twierdzenia o ciggto$ci granicy.

B. [8=2x4 pkt] Dla funkcji f: D — IR, zdefiniowanych podanymi nizej wzorami dla wszystkich z € D,
rozstrzygnij o ciggtosci oraz o rézniczkowalnosci f:

+oo "

o f(x) ::nz:%m dla D:=R
+00 1
o f(z):=> - dla D :=[0; +00)

Zadanie 3.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdd.

-1 dlaz <0
1 dlaxz >0

i podzialu P = (-1, —3, 0, %, 1) podaj wartosci sumy dolnej (tzn. S(f, P)) oraz gérnej (tzn. S(f,P)):

A. a) [4=2x2 pkt] Dla funkcji f: [-1;1] — IR zadanej wzorem f(z) = {

A. b) [2 pkt] Podaj wartosé¢ catki gérnej i catki dolnej z powyzszej funkeji f.

A. ¢) [tylko za oba poprawne: 2 pkt] Rozstrzygnij o prawdziwosci ponizszych zdan, wpisujac odpo-
wiednio “TAK” lub “NIE” w ramce.

Jedli funkcja g: [0; 1] — IR jest ciagta, to istnieje funkcja pierwotna do niej.

Jedli istnieje funkcja pierwotna do funkcji g: [0; 1] — IR, to g jest ciagta.

B. a) [4 pkt] Warto$¢ g(z) funkcji g : R — IR jest dla kazdego x € R catka Riemanna po przedziale

[z%; 2% + 1] 2 funkcji zadanej wzorem e (dla wszystkich ¢ z tego przedziatu). Wykaz rézniczkowalnosé

funkcji g.

B. b) [3 pkt] Zbadaj, czy to prawda, ze dla pewnego a € (0; 1) zachodzi

oa) _ / L) gt
0

Zadanie 4.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdd.

A. a) [3 pkt] Podaj przyklad przestrzeni metrycznej (X, p) oraz pewnej takiej rodziny podzbioréw otwartych
W tej przestrzeni, ze przeciecie tej rodziny nie jest zbiorem otwartym ani domknietym.

A. b) [2 pkt] Podaj przyktad takiej funkcji f : IR*> — IR, ze f~'({0}) jest zbiorem zwartym nieskoniczonym.
Uwaga: prosze nie myli¢ nieskonczonego z nieograniczonym. . .

A. c) [2 pkt] ZnajdZ macierz Jakobiego w punkcie 0 funkeji f : IR* — IR? zadanej wzorem

f(z) = (w1 + 229 + Tas, 2129 + ™), € R’

A. d) [2 pkt] Funkcja G : IR® — IR jest rézniczkowalna oraz (grad G)(0,0,0) = (1,1,1)
i (grad G)(1,1,1) = (6,3,2). Funkcja f : R — IR zdefiniowana jest wzorem

f@) =G, tel.



Podaj wartos¢ f’(1).

B. [6=1+5 pkt] Sformuluj i wykaz twierdzenie o ciaglosci funkcji rézniczkowalnej dla funkeji d-
zmiennych (d > 1).

B. DODATKOWE [za dodatkowe 5 pkt] Rozwazamy zbiér X := {1,2,3} oraz funkcje p okreslona na
rodzinie wszystkich podzbiorow zbioru X:

H(A) = { 3 dla A bedacego kazdym ze zbioréw: {1}, {1,2}, {1,3}, X

0 dla wszystkich pozostatych zbiorow A
Rozstrzygnij, czy tak zdefiniowane p jest miara.

Egzamin z Analizy Matematycznej 11
dla Informatykéw, 20 VI 2017 — Czesé 11

Czas na rozwigzanie zadan cz. 1I: 2,5 godz.
Nie wolno korzystac z notatek, kalkulatorow, telefonow, pomocy sqsiadow, itp.

Rozwigzania muszq zawieraé dowdd, jako swq zasadniczq czesé. Kolejne kroki dowodu, pomijajac zupetnie
elementarne, powinny opieraé si¢ na twierdzeniach (w tym: lematach, faktach itp.) z wykltadu, ew. takze
z Cwiczen. Twierdzenia te naleZy kazdorazowo wskazywaé w sposéb umozliwiajocy identyfikacje (np.
podajgc ich nazwe).

Rozwigzania zadan muszg byc napisane na osobnych kartkach, czytelnie oznaczonych w lewym gornym rogu
imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu oraz ponizej — numerem zadania.
Kazde zadanie jest warte 15 pkt.

Zadanie 1.
Rozwazamy “przyblizenie” p := 1,1 liczby Ve.
(i) Wykaz, 7e p < e < p+0,006.

(ii) Czy oszacowanie powyzsze mozna “poprawi¢” do e < p + 0,005?

Zadanie 2.

T

(i) Funkcja g : [0;+00) — TR jest okreslona wzorem g(x) := %5

funkcje pierwotna.

dla z > 0. Znajdz pewna jej

1.3

T3 26 dx, a jedli jest zbiezna, to oblicz jej wartosé
x

+oo
(ii) Zbadaj zbieznosé¢ catki niewlasciwe; /
1

(vwaga: przy tym obliczaniu moze przydaé sie punkt (i)).

Zadanie 3.
Rozwazamy M := {(z,y,2) € R*: 2?2 +y?> = 9> + 2> = 1} oraz funkcje f : M — IR
dang dla (z,y,z) € M wzorem
flr,y,z) =x+y+ 2.

Zmajdz kres gorny oraz dolny zbioru wartodci f. Zbadaj, czy f posiada warto$¢ najwieksza oraz czy
posiada warto$¢ najmniejsza.

Zadanie 4.
Znajdz wszystkie ekstrema lokalne funkeji f : IR* — IR okreglonej dla (z,7) € IR?> wzorem

flzy) = @ +y* = Day.

Wskazowka: Naszkicuj zbior punktow, w ktérych f ma wartosé rowng 0.



Egzamin poprawkowy z Analizy Matematycznej 11
dla Informatykéw, 5 IX 2017 — Czes¢ 1

Czas na rozwigzanie zadan cz. I: 2 godz. Do zdobycia: 60 pkt.
Nie wolno korzystac z notatek, kalkulatorow, telefonow, pomocy sqsiadow, itp.

Zadanie 1.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdéd.

A. a) [3,5 pkt] Uzupehij ponizsze sformutowanie reguty de I’Hospitala dla przypadku granicy prawo-
stronnej (obydwa warianty):

Niech —co < w9 < b i f: (x9;0) — IR niech bedzie takq funkcjq réiniczkowalng!!, ze spelnione sq warunki

oraz zachodzi jedno z dwoch zatozen:

wariant 1. ,

wariant 2.

Wowczas, jezeli istnieje granica

lim ,
r—x0
to 1stnieje granica
lim
T—I
oraz lim = lim
T—X0 T—x0

A. b) [3,5 pkt] Sformuluj twierdzenie Peano o postaci reszty Taylora

B.) [8=2x4 pkt] Przedstaw zastosowanie:
a) reguly de I’'Hospitala,
b) twierdzenia Peano

arctg (r) — x

do dowodu istnienia i obliczania granicy lir% (,obustronnej”).
r—

3

Zadanie 2.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdéd.

A. a) [4 pkt] Uzupehij tre$¢ znanego z wyktadu twierdzenia o rézZniczkowaniu szeregu wyraz po
wyrazie (tzn. o rézniczkowaniu granicy ciagu funkcyjnego — w wersji dla szeregdw).

Niech I bedzie przedziatem oraz f, : I — IR niech bedq funkcjami rozniczkowalnymi dla wszystkich n > 1,
+oo
takimi, ze dla kazdego x € I szereg liczbowy Z fulz) jest zbiezny. Wowczas jesli

n=1

HPowinno tu bylo byé: ...i f,g: (z0;b) — IR niech beda takimi funkcjami rézniczkowalnymi



“+o0o
to funkcja zadana na I wzorem S(x) = Z fn(x) jest réiniczkowalna oraz dla kazdego x € T
n=1

S'(z) =

A. b) [za <5 poprawnych 0 pkt, za 5 poprawnych 2 pkt, za wszystkie 4 pkt] Rozstrzygnij o
prawdziwosci kazdego z ponizszych zdan, dotyczacych funkcji skalarnych okreslonych na przedziale (—1; 1),
wpisujac odpowiednio “TAK” lub “NIE” w ramce.

Granica jednostajna kazdego ciagu wielomianéw jest funkcja roézniczkowalna.

Granica jednostajna kazdego ciagu funkcji rozniczkowalnych jest funkcja ciggla.

Granica niemal jednostajna kazdego ciagu funkcji ciagtych jest funkcja ciggla.

Granica punktowa kazdego ciaggu funkcji nieujemnych jest funkcja nieujemna.

Granica jednostajna kazdego ciggu funkcji nieujemnych jest funkcja nieujemng.

Granica niemal jednostajna kazdego ciggu funkcji parzystych jest funkcja parzysta.

B. [7=3,5+3,5 pkt] Zbadaj zbiezno$¢ punktowa, jednostajng i niemal jednostajna:

0 dla z<n
1 dla z2>n

1
b) szeregu funkcyjnego 1% g,, gdzie g, R — R, g,(z)= a2 dla n>1, z € R.
n?+x

a) ciagu funkcyjnego {f,}n>1, gdzie f,:R—1R, f.(z)= { dla n>1, =z €R.

Zadanie 3.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdd.

A. a) [1,5 pkt] Podaj definicje sumy Riemanna dla funkcji f: [a;b] — IR i podzialu P = (zq,...,zp)
przedziatu [a; b].

A. b) [1,5 pkt] Podaj przyklad czterech réznych liczb, bedacych sumami Riemanna dla f: [0;1] — R
danej wzorem f(x) =z dla x € [0;1] i podziatu P = (0, 1) (tzn. ,m =1").

A. c) [4 pkt] Sformutuj Podstawowe twierdzenie rachunku catkowego (,,p.t.r.c.”).

B. [8=2+46 pkt] Sformulyj i udowodnij fakt o zbieznosci po wspétrzednych (dotyczacy pewnego
warunku réwnowaznego zbieznoéci ciggu o wyrazach z przestrzeni euklidesowej IR?).

Zadanie 4.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdéd.

A. a) [3 pkt] Podaj definicje metryki p w zbiorze X.

A. b) [2 pkt] Podaj definicje podzbioru otwartego oraz definicje podzbioru domknietego w przestrzeni
metrycznej X.

A. c) [2 pkt] ZnajdZ macierz Jakobiego w punkcie (0,1) funkcji f : IR? — IR* zadanej wzorem

F(2) = (0™, @y, a3, In(l+a?+223), el



A. d) [3 pkt] Sformutuj znany z wyktadu wynik dotyczacy zwiazku rézniczki funkeji rézniczkowalnej f w
punkcie xy z pochodnymi czgstkowymi f i z pochodnymi kierunkowymi f w xg.

B. [5 pkt] Znajdz wszystkie ekstrema lokalne funkcji f : IR* — IR zadanej dla € IR* wzorem

f(z) = (21 — 1) + (zy — 2)*.

B. DODATKOWE [za dodatkowe 5 pkt] Podaj przyklad o-ciala podzbioréw zbioru X := {1,2,3}
posiadajacego conajmniej 3 elementy ale roznego od rodziny wszystkich podzbioréw zbioru X.

Egzamin poprawkowy z Analizy Matematycznej 11
dla Informatykow, 5 IX 2017 — Czes¢ 11

Czas na rozwigzanie zadan cz. II: 2,5 godz.
Nie wolno korzystac¢ z notatek, kalkulatorow, telefonéw, pomocy sgsiadow, itp.

Rozwigzania muszqg zawieraé dowdd, jako swq zasadniczq czesé. Kolejne kroki dowodu, pomijajgc zupetnie
elementarne, powinny opieraé¢ si¢ na twierdzeniach (w tym: lematach, faktach itp.) z wykladu, ew. takze
z Cwiczen. Twierdzenia te nalezy kazdorazowo wskazywaé w sposéb umozliwiajecy identyfikacje (np.
podajgc ich nazwe).

Rozwigzania zadan muszg byé napisane na osobnych kartkach, czytelnie oznaczonych w lewym gérnym rogu
imieniem, nazwiskiem, numerem indeksu oraz ponizej] — numerem zadania.
Kazde zadanie jest warte 15 pkt.

Zadanie 1.
Niech z,y,z € [0; F]. Wykaz, ze

(1 —tg (m—kg—i—z))f’) > (1—tgzx)(l —tgy)(1l—tgz).

Zadanie 2.
Zbadaj, czy istnieje granica

(%)
a jesli istnieje, to oblicz jej wartosc.

Uwaga: jezeli zbyt trudno uporaé¢ Ci sie z granicg (*), to mozesz zrobi¢ inna, uproszczona nieco, wersje
tego zadania — z granica

(+)

Mozesz jednak wybraé tylko jedna z tych granic do zbadania. I za zadanie z granica (%) mozna
zdoby¢ maksymalnie tylko 10 pkt.

Zadanie 3.
Zbadaj, czy istnieje granica

T—+00 ;132
a jesli istnieje, to oblicz jej wartosc.



Zadanie 4.
Rozwazamy zbiory D := {(z,y) € R* : 22 +y? <1} oraz S:={(z,y) € R?: 22 +5? = 1}. Funkcja
f D — IR jest ciagta i ponadto spelnia nastepujace warunki:
(i) dla kazdego (z,y) € S zachodzi f(x,y) =z + y* + 2;
(ii) f obcieta do zbioru D\ S jest rézniczkowalna, {(z,y) € D\ S :gradf(z,y) =0} = {P,Q} oraz
FP)=0i f(Q) =1

Zbadaj, czy f osigga warto$¢ najwieksza oraz czy osigga wartos¢ najmniejsza. Znajdz kres gorny oraz
dolny zbioru wartosci f.



