Egzamin z Analizy Matematycznej 1
dla Informatykéw, 291 2018 — Czes¢ I

Czas na rozwigzanie zadan cz. I: 2 godz. Do zdobycia: 60 pkt.
Nie wolno korzystac z notatek, kalkulatorow, telefonow, pomocy sqsiadow, itp.

Imie i nazwisko: .......... ... ... ... ..l numer indeksu: ....................

Zadanie 1.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdd.

A. a) [2 pkt] Podaj definicje zbieZnosci ciagu {a,},~, do granicy g € R.

A. b) [2 pkt] Podaj definicj¢ rozbieznosci ciagu {a,},, do —oo.

A. c) [3 pkt] Podaj przyktad takiego ciagu liczbowego, ktéry ma zaréwno pewien podciag zbiezny,
jak i pewien podciagg rozbiezny do —oo.

VERTE



B. [8 pkt] Sformutuj twierdzenie ,o granicy iloczynu ciggow” (bedace czeécia twierdzenia ,,0 rachun-
kowych wtasnosciach granicy”) i udowodnij je dla szczegdlnego przypadku obu ciagéw zbieznych.



Imie i nazwisko: .......... ... ... .. L numer indeksu: ....................

Zadanie 2.

Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdd.

A. a) [3 pkt] Sformutuj kryterium Leibniza zbieznosci szeregdw.

A. b) [3 pkt] Podaj przyktad takiego ciagu {a,},-, zbieznego do zera, o wyrazach wigkszych badz
+oo

rownych 0, ze Y (—1)"a, jest rozbiezny.

n=1

VERTE



B. [9=2+2+2+3 pkt] Rozstrzygnij, czy to prawda, ze dla kazdego ciagu liczbowego {a,}, -

+00 +oo
a) jezeli Y a, jest bezwzglednie zbiezny, to Y (—1)"a, jest zbiezny.
n=1 n=1
+o0 Too
b) jezeli Y a, jest zbiezny, to Y (—1)"a, jest zbiezny.
n=1 n=1
+oo +00
c) jezeli Y (—1)"a, jest zbiezny, to Z(an)5 jest zbiezny.
n=1 n=1
+o0 +oo +oo
d) jesli {a,},, jest dodatni i > a, jest zbiezny, to > (—1)" <Z ak> jest zbiezny.
n=1 n=1 k=n



Imie i nazwisko: .......... ... ... .. L numer indeksu: ....................

Zadanie 3.

Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdd.

A. a) [4 pkt] Sformutuj twierdzenie Bolzano (o wtasnosci Darboux).

A. b) [3 pkt] Sformutuj definicje jednostajnej ciagtosci funkeji f: D — R (D C R).

A. c) [2 pkt] Podaj przyktad ciaglej funkcji f : (0;10] — R, ktéra nie jest jednostajnie ciagla.

VERTE



B. [6=3x2 pkt] Dla kazdego z ponizszych zbioréw rozstrzygnij, czy jest on obrazem (calej dziedziny)
dla pewnej funkcji ciagtej f : R — R:

a) (0;1)

b) {0, 1}

c) [0;1]



Imie i nazwisko: .......... ... ... .. L numer indeksu: ....................

Zadanie 4.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdd.

A. a) [4 pkt] Sformutuj twierdzenie Lagrange’a o wartosci $redniej.

A. b) [3 pkt] Znajdz 2-gi wielomian Taylora o §rodku w zo = 1 dla funkcji f : R — R
zadanej wzorem f(z) =z + e**.

VERTE



B. [8 pkt] Podaj sformutowanie twierdzenia o ekstremach lokalnych. Przedstaw jego dowdd dla przypadku
maksimum.



Egzamin z Analizy Matematycznej 1
dla Informatykéw, 291 2018 — Czes¢ 11

Czas na rozwigzanie zadan cz. 1I: 2 godz.
Nie wolno korzystac z notatek, kalkulatorow, telefonow, pomocy sqsiadow, itp.

Rozwigzania muszq zawieraé dowdd, jako swq zasadniczg czesé. Kolejne kroki dowodu, pomijajgc zu-
pelnie elementarne, powinny opierac sie na twierdzeniach (w tym: lematach, faktach itp.) z wykladu, ew.
takze z cwiczen. Twierdzenia te nalezy wskazywadc, najlepiej podajgc ich nazwe, ew. sformutowanie.

Rozwigzania zadan muszqg bycé napisane na osobnych kartkach, czytelnie oznaczonych w lewym gornym
rogu tmieniem, nazwiskiem, numerem indeksu oraz ponizej — numerem zadania.
Kazde zadanie jest warte 15 pkt.

Zadanie 1.
Wykaz zbieznos¢ i znajdz granice ciagéw o wyrazach zadanych dla n > 1 nastepujaco:

. 1\ (%)
= e —(Jor,  b) ba={len—(1+—) .
a) an = {len— (Vo) ) \/e ( +2n)

Zadanie 2.
Zbadaj zbieznos¢ oraz bezwzgledng zbiezno$é szeregu
+z°:° (22)"
= a’n+ %

w zaleznosci od wartosci parametru x € R.

Zadanie 3.
Zmajdz zbior wszystkich takich parametrow a € R, ze funkcja f, : R — R zadana dla kazdego

r € R wzorem
fa(x) := ax —In(e® + 1)

jest $cisle rosnaca.

Zadanie 4.
Zaktadamy, ze ciag {an}@l jest malejacy, a; = 2, ags = 1 oraz ze szereg > a,x" jest zbiezny dla
kazdego x € R. Niech f : R — R bedzie dla kazdego = € R okreslona wzorem

+oo
f(@) =" aa™
n=1

Wykaz, ze dla pewnego = € [—1;0] zachodzi f(z) = —1.



