Egzamin z Analizy Matematycznej 11
dla Informatykéw, 20 VI 2018 — Czes¢ 1

Czas na rozwigzanie zadan cz. I: 2 godz. Do zdobycia: 60 pkt.
Nie wolno korzystac z notatek, kalkulatorow, telefonow, pomocy sqsiadow, itp.

Imie i nazwisko: ......... ... ... ... ...l numer indeksu: ....................

Zadanie 1.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdd.

A. a) [4 pkt] Wskaz przyktad ciagu funkcyjnego lub szeregu funkcyjnego, ktory jest zbiezny niemal
jednostajnie, ale nie jest zbiezny jednostajnie. (I napisz, czy chodzi Ci o ciag, czy o szereg.)

A. b) [za <3 poprawne: 0 pkt; za 3 poprawne: 1 pkt; za 4 poprawne: 2 pkt; za wszystkie
poprawne: 4 pkt] Rozstrzygnij o prawdziwosci dla wszystkicj ciagoéw/szeregéw funkeyjnych kazdego z
ponizszych zdan, wpisujac odpowiednio “TAK” lub “NIE” w ramce.

Granica jednostajna ciagu funkcji rézniczkowalnych jest funkcja rézniczkowalng.

Granica jednostajna ciagu funkcji rézniczkowalnych jest funkcja ciagta.

Granica punktowa ciagu funkcji rozniczkowalnych o pochodnych dodatnich jest funkcja monoto-

niczng.
+oo
Suma zbieznego punktowo szeregu Z fn 0 wszystkich wyrazach f,, : R — R cigglych i spekia-
n=1
jacych 0 < fo(z) < 5% dla wszystkich z € Rin € N, jest funkcja ciggla.

Suma zbieznego punktowo szeregu 3. f,, o wszystkich wyrazach f,, : R — R rézniczkowalnych
i speliajacych 0 < f)(z) < 2% dla wszystkich € R i n € N, jest funkcjag rézniczkowalna.

VERTE



B.) [7=2+5 pkt] Sformutuj twierdzenie o warto$ci $redniej (dla catki) i przedstaw jego dowod.



Imie i nazwisko: .......... ... ... .. L numer indeksu: ....................

Zadanie 2.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdd.

A. a) [4=1+41,541,5 pkt] Podaj definicje kuli otwartej K (a,r) o srodku a i promieniu r oraz definicje
zbioru otwartego w przestrzeni metrycznej (X, p). Czy zbior jednopunktowy {7} jest otwarty dla jakiejs
metryki p w R? — Jedli tak, to podaj przyktad takiej metryki.

A. b) [4=242 pkt] Podaj dwa warunki réwnowazne domknietosci zbioru A C X w przestrzeni metrycz-
nej (X, p), w tym definicje domknigtosci. Czy przeciwobraz wzgledem funkcji cigglej f : R? — R zbioru
[0;1) moze by¢ domkniety (przy metrykach euklidesowych dla R? i R)? — Jesli tak, to podaj przyktad
takiej funkcji f 1 wskaz f~1([0;1)).

VERTE



B.) [7 pkt] Niech f: R — R bedzie ciagta funkcja dodatnia (tzn. > 0). Okreslamy p : R x R — R

Wzorei
e [ s

dla z,y € R. Wykaz, ze p jest metryka w R (przypomnienie: [x?y| = [z;y], gdy = < y oraz [x?y] = [y; x],
gdy y < z).



Imie i nazwisko: .......... ... ... .. L numer indeksu: ....................

Zadanie 3.
Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdd.

A. a) [3 pkt] Podaj definicje rézniczkowalnoéci f oraz rézniczki (Df)(a) dla funkcji f : R™ — R* w
punkcie a € R™.

A. b) [3=1,5+1,5 pkt] Funkcja f: R3> — R? zadana jest wzorem
f(z) := (21 + Txoxs, 179 + ™), x € R®

Znajdz macierz Jakobiego funkcji f w punkcie 0 oraz podaj wartos¢ rozniczki funkcji f w punkcie 0 na
wektorze (1,1,6).

A. ¢) [3 pkt] Funkcja G : R? — R jest rézniczkowalna, G(0,0,1) = 7 oraz (grad G)(0,0,1) = (1,2, 3).
Funkcja f : R — R zdefiniowana jest wzorem

f(z):=G(z,2* ), zcR.

Znajdz T 5o — pierwszy wielomian Taylora funkeji f o srodku w 0 i podaj jego wartos¢ w punkcie z = 2.

VERTE



B. [6 pkt] Zbadaj, czy funkcja g : R? — R okredlona dla x € R?* wzorem

(z) = 0 dlaxz; =0
IT=N 2y dlaz, #0

jest rézniczkowalna w punkcie 0.



Imie i nazwisko: .......... ... ... .. L numer indeksu: ....................

Zadanie 4.

Rozwigzanie punktu A (i ew. podp. a), b),...) — bez uzasadnien, dla punktu B — musi byé dowdd.

A. a) [6=3x2 pkt] Niech X bedzie pewnym zbiorem, 9 — pewna rodzina podzbioréw zbioru X,

g M — [0; +00] oraz f: X — R. Dokoricz definicje ponizej:

e N jest o-cialem podzbioréw X <=

e /i jest miarg <=

e f jest mierzalna <=

A. b) [tylko przy samych poprawnych 3 pkt] Rozstrzygnij o prawdziwosci ponizszych zdan dla

wszystkich f: X — R, wpisujac odpowiednio “TAK” lub “NIE” w ramce.

Jesli expof jest mierzalna, to f jest mierzalna.

Jesli f2 jest mierzalna, to f jest mierzalna.

Jesli f3 jest mierzalna, to f jest mierzalna.

Uwaga: tu f*(z) := (f(x))* dlaz € X.

VERTE



B. [6 pkt] Wykaz nastepujacy

Fakt (szczegolny przypadek faktu dot. mierzalno$ci wzgledem o-ciala generowanego).

Zat6zmy, ze 9N jest ustalonym dla X o-cialem jego podzbioréw oraz A jest takg rodzing podzbioréw R,
ze 0(A) = B(R). Woéwezas f: X — R jest mierzalna wtedy i tylko wtedy, gdy

\V/AE.A f_l(A> € M.



Egzamin z Analizy Matematycznej 11
dla Informatykéw, 20 VI 2018 — Czesé 11

Czas na rozwigzanie zadan cz. 1I: 2,5 godz.
Nie wolno korzystac z notatek, kalkulatorow, telefonow, pomocy sqsiadow, itp.

Rozwigzania muszq zawieraé dowdd, jako swq zasadniczq czesé. Kolejne kroki dowodu, pomijajgc zupet-
nie elementarne, powinny opieraé si¢ na twierdzeniach z wyktadu, ew. takie z ¢wiczen (w tym: lematach,
faktach itp.). Twierdzenia te nalezy kazdorazowo wskazywaé w sposéb umoZliwiajgcy identyfikacje
(np. podajgc ich nazwe).

Rozwigzania zadan muszqg byé napisane na osobnych kartkach, czytelnie oznaczonych w lewym gornym
rogu tmieniem, nazwiskiem, numerem indeksu oraz ponizej — numerem zadania.
Kazde zadanie jest warte 15 pkt.

Zadanie 1.

Zbadaj, czy istnieje granica
4 n k’3

x
lim lim — ) ——5
i jesli istnieje, to oblicz jej wartosc.
Wskazéwka: najpierw dla kazdego = > 0 zajmij sie kwestia gramcy hm Z ( ) —5
T o 14

moze przydaé sie tez kiedys$ spostrzezenie, ze a® = (a*)?. ..

Zadanie 2.
Znajdz, jezeli istnieje, taki spoéréd punktéw lezacych na przecieciu dwoch sfer w R3:

pierwszej: o srodku 0 i promieniu 1

drugiej: o érodku (—3,—%, —3) i promieniu %’

g

ktérego odlegtosé od punktu (1,1,0) jest najmniejsza.

Zadanie 3.
Znajdz wszystkie ekstrema lokalne funkcji g : R?> — R okreélonej dla z € R? wzorem

g(x) :/ ’ tdt
2($1+(£2)

Rozstrzygnij, czy f := g|a osiaga swéj kres gorny, gdy

A= {z €eR*:0< 2} + 25 <10, |r2| < 1000}.

Zadanie 4.
Niech W bedzie ,¢wiartks walca obrotowego”

Wi={2cR®: 0<2, 0<my, 224+ 25<1, 0< 23 <7}

Oblicz /IL’l.CEQZL‘g dzx.
w



