Egzamin AF - sem. zim. 2017/18 - termin II (poprawkowy) 20 11 2018

Czes¢ pierwsza — 2 godz.

Uwaga: w tej czesci tylko wtedy nalezy podawaé uzasadnienia/dowody, gdy jest o to prosba w poleceniu.

1. [50 p.] Podaj:

(i — 4 p.) przyktad pewnej przestrzeni Banacha X (wyjasnij jaka jest norma w X) i jej podprzestrzeni
liniowej Y, ktéra nie jest przestrzeniag Banacha:

(ii — 4 p.) przyklad dwéch nieréwnowaznych norm || ||, oraz || ||, w przestrzeni liniowej [!(N):

(iii — 4 p.) przyktad niezerowego funkcjonalu ¢ € X* dla X = L3([0; 1]):

(iv — 4 p.) definicje normy (operatorowej) operatora liniowego ciagtego T pomiedzy przestrzeniami unor-
mowanymi X i Y:

(v — 4 p.) definicje rzutu ortogonalnego Py (x) wektora x z przestrzeni Hilberta H na jej podprzestrzen
(domknieta) Y (lub inne réwnowazne sformutowanie warunkéw tej definicji):



(vi — 4 p.) definicje uktadu ortogonalnego i uktadu ortonormalnego:

(vii — 4 p.) sformutowanie twierdzenia ,,O bazie ortonormalnej” (o warunkach réwnowaznych dla uktadu
ortonormalnego na to, by byt on baza ortonormalna):

(viii — 4 p.) sformulowanie twierdzenia ,Ciagle twierdzenie Hahna— Banacha” (— t.j., o rozszerzaniu
funkcjonatéw liniowych ciaglych):

(ix — 4 p.) sformulowanie  lematu o (operatorze) odwrotnym do (I — A)” (tzn. twierdzenia o pewnych
warunkach na operator A gwarantujacych odwracalnos¢ operatora I — A oraz o wlasnosciach odp.
operatora odwrotnego):

(x — 10 p.) dowdd powyzszego twierdzenia (lematu) — na osobnej kartce

(xi — 4 p.) przyktad pewnego nieskonczonego ograniczonego zbioru W C C, jego podzbioru W’ oraz

pewnego operatora ograniczonego A, takich ze W jest widmem A oraz W’ jest zbiorem wartosci
wlasnych A (tzn. W =o0(A) i W = 0,(A4)):
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czes$¢ druga (zadania od nr 2. do 5.) — 2 godz.

Niektore oznaczenia, umowy itp:

[*°(D) — przestrzen funkcji ograniczonych okreslonych na zbiorze D (w R lub w C);

e w zadaniach 2. i 3. klasa wszystkich funkcji mierzalnych réwnych prawie wszedzie danej funkcji jest
utozsamiana z samg ta funkcja;

. _ 1 dla teD
e \p — funkcja charakterystyczna zbioru D, tzn. xp(t) := { 0 dla t&D "’
e N:={1,2,...}.

2. [12,5 p.]

W przestrzeni Hilberta H = L?(R) rozwazamy podzbior M := {f € H: \V/kez /[ }f(t) dt = }
k; k+1

a) Znajdz M.
b) Wykaz, ze M jest podprzestrzeniag domknieta.
c) ZnajdZ rzut ortogonalny g na M dla funkcji g zadanej wzorem g(t) = e~ (t € R).

3. [12,5 p.]
Niech 1 < p < oo. Dla kazdego n € N rozwazamy f, : [1;00) — R, f, := X[n;nt1) (Patrz oznaczenia).

(a) Wykaz, ze dla kazdego x = {z,}, -, € IP(N) ponizszy szereg w przestrzeni L>°([1;00)) jest zbiezny:

oo T,
(b) Okreslamy T : [P(N) — L*([1;00)) wzorem: Tx := Zl % fo dlaz € lP(N), = {z,},,.

Wykaz ciagtos¢ T'.
(c) Rozstrzygnij, czy powyzszy T jest operatorem zwartym.

4. [12,5 p.]
Operator liniowy A z przestrzeni C([0;1]) w przestrzen [*°(R) ma nastepujaca wlasnosé:

dla kaidego ciggu funkcyjnego {fn},>, funkcji cigglych na [0;1], jezeli ten cigg jest zbieiny
jednostajnie do pewnej funkcji f, to cigg funkcyjny {Afn}n21 jest zbiezny punktowo do funkcji
Af.

Udowodnij, ze operator A jest ciagty.

5. [12,5 p.]
Niech H bedzie przestrzenia Hilberta oraz H; i Hy jej domknietymi podprzestrzeniami. Oznaczmy przez
P, i P, rzuty ortogonalne w H odpowiednio na H; i na Hy. Udowodnij, ze jezeli H; C Hs, to dla kazdego
x € H zachodzi Py(Pyx) = Px.



