Egzamin AF - sem. zim. 2017/18 - termin [ 3 11 2018

Czes¢ pierwsza — 2 godz.

Uwaga: w tej czesci tylko wtedy nalezy podawaé uzasadnienia/dowody, gdy jest o to prosba w poleceniu.

1. [50 p.] Podaj:

(i — 3 p.) definicje normy (operatorowej) operatora liniowego ciagtego T' pomiedzy przestrzeniami unor-
mowanymi X i Y:

(ii — 4 p.) sformulowanie twierdzenia ,Zasada minimalnej odlegtosci” (— o odlegtosci punktu od pod-
zbioru w przestrzeni Hilberta):

(iii — 12 p.) dowdd powyzszej ,Zasady minimalnej odlegloéci” — na osobnej kartce

(iv — 3 p.) definicje funkcjonatu Banacha:

(v — 4 p.) sformutowanie twierdzenia , Abstrakcyjne twierdzenie Hahna— Banacha” (— czyli tw. Hahna-
Banacha o rozszerzaniu funkcjonaléw liniowych dominowanych przez funkcjonal Banacha):

(vi — 4 p.) sformulowanie twierdzenia ,Ciagte twierdzenie Hahna— Banacha” (— t.j., o rozszerzaniu funk-
cjonatéw liniowych cigglych):



(vii — 8 p.) szkic dowodu twierdzenia ,,Ciagle twierdzenie Hahna— Banacha” w przypadku przestrzeni
zespolonej: — na osobnej kartce

(viii — 4 p.) sformulowanie twierdzenia Riesza ,O postaci funkcjonalu ograniczonego na przestreni Hil-
berta”:

(ix — 3 p.) definicje operatora liniowego zwartego 7" pomiedzy przestrzeniami unormowanymi X i Y

(x — 5 p.) Przyktad takiego nieskonczonego ograniczonego zbioru D C C oraz operatora ograniczonego
A, dziatajacego w pewnej przestrzeni Banacha, ze D jest zbiorem wartosci wlasnych operatora A, ale
nie jest jego widmem:
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czes¢ druga — 2 godz.

Tu: N:={1,2,...}.

. [12,5 p.] Dla parametru ¢ € (0; 1) rozwazamy operator S, : ¢g — (°°(N) okreslony wzorem:
k .
(Sqx), ==>_ ¢zj, dlaz € cyoraz ke N.
j=1

a) Wykaz cigglosé S,.

b) Okreslmy T, := Si;, dla wszystkich n > 2. Zbadaj, czy ciag {7y}, jest zbiezny w przestrzeni
operatoréw ograniczonych z co w [*°(N). Jesli jest zbiezny, znajdz jego granice.

. [12,5 p.] Liniowy operator B z przestrzeni [*(N) w przestrzen C([0;1]) ma nastepujaca wlasnosé:
dla kazdego a € I'(N) i dla kazdego takiego ciggu {x,}, -, lozonego z wektorow 2 I'(N), Ze {x,}, 5,
jest zbiezny do a w ' (N), zachodzi lirf (Bxy,)(t) = (Ba)(t) przy kazdym t € [0;1]

Udowodnij, ze operator B jest ograniczony.

. [12,5 p.] Dane sa: podprzestrzen domknieta Y przestrzeni Hilberta H taka, ze Y # H, oraz funkcjonal
@ € Y* o normie réwnej 1. Wykaz, ze istnieje taki funkcjonat ¢ € H*, ze:

bly=¢ oraz ¢ = V2.

Pytanie dodatkowe: Czy, gdy ciatem skalaréw dla H jest C, to zbiér wszystkich takich rozszerzen i
jest skonczony?

. [12,5 p.] W przestrzeni Hilberta H dane sg wektory ey, e, es, ... oraz przeksztalcenie liniowe T': H — H.
Zaktadamy, ze {en}n>1 jest baza ortonormalng w H, operator T jest ciagty oraz ze dla wszystkich n € N
zachodzi  Te, = Le,.

(i) ZnajdZ norme operatora T.

ii) Wykaz, ze T jest operatorem zwartym.

(ii) Wykaz, jest op y

(iii) Wyznacz spektrum operatora 7T



